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Предлагаемый курсъ Алгебры во многомъ выгодно отли- 
чается отъ существующихъ унасъ оригинальныхъ и компи- 
лятивныхьъ руководствъ по этому предмету, на каждомъ 
шагу обличая въ авторз р$дкое соединен1е свойствъ ученато 
и учителя. Излагая тотъ или другой вопросъ, доказывая то 
‚или другое предложенте, авторъ достигаетъ своей цфли всегда 
кратчайшимъ путемъ и вездЪ обращаетъ вниман1е на сущ- 
ность дБла, а не на второстепенныя подробности, которымъ, 
КЪ сожалЪн1ю отводится иногда такъ много м%$ста нашими 
составителями учебниковъ. Въ этомъ отношении достаточно 
указать на вопросъ о скобкахъ, которому у насъ особенно 
посчастливилось. Этотъ побочный вопросъ алгебраической 
техники, съ которымъ можно знакомиться попутно и посте- 
пенно, разросся у насъ до нев$роятныхъ размЪровъ и запо- 
лонилъ даже учебники и задачники по начальной ариеметикЪ, 
гдБ прежде объ немъ не было и помину. Нечего и говорить, 
что вс} эти упражнен1я со скобками въ ариометикБ совер- 
шенно безполезны, вовсе не достигаютъ предположенной 
цЪли и составляютъ лишь ненужный балластъ. 

Учебный матералъ расположенъ у Тодгентера такъ, 
что онъ всегда посиленъ читателю и не можетъ затруднить 
его обимлемъ подробностей. Въ тЪхъ случаяхъ, когда автору 
нужно было развить известный вопросъ, онъ посвящаетъ 
ему новую главу впосл$детвли, когда силы читателя значи- 
тельно возрастутъ. Поэтому предлагаемое руководство, 
служа отличнымъ пособйемъ при прохожденши алгебры въ 
учебномъ заведени, особенно пригодно для изученя этого 
предмета безъ помощи наставника, такъ что можеть счи- 
таться наилучшимъ изъ самоучителей. Такой здраво-правти- 
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ческй народъ какъ англичане, давно уже перестали смо- 
трЪть на учебныя руководства какъ на дЪтекля и юношеская 
книги; они назначаютъ свои учебники не исключительно 
для школьниковъ, а и для взрослыхъ людей, для всего об- 
щества, потому что не всяюмй можетъ получить достаточно 
полное образован1е въ дЪтетвЪ и отрочествЪ, а между тёмъ 
впослЪдств1и у него можетъ явиться желан1е познакомиться 
съ тою или другою отраслью знамя. Наши учебники и въ 
этомъ отношении составляютъ совершенную противополож- 
ность, такъ какъ представляютъ собою чисто дЪтевя или 
школьныя книжки. У насъ учебники, напр., географли или 
грамматики таковы, что взрослому челов5ку ихъ совЪетно_ 
взять въ руки, если бы ему захотЗлось о чемъ нибудь спра- 
виться въ нихъ. Предлагаемая книга совершенно свободна, 
ОТЪ ЭТОГО недостатка и никогда не приведетъ въ смущение 
обращающатося къ ней, хотя бы онъ уже давнымъ-давно 
переросъ школьный возрастъ.. 

Вакъ бы ни были хороши школы—а имъ остается еще 
очень многаго желать, но наиболЪе основательное знане 
всегда будетъ пр1обр$таться людьми самостоятельно; такое 
знан1е— самое прочное, да и самое плодотворное. Поэтому 
намъ кажется, что книги, составленныя выдающимися 
людьми и могущ1я служить самоучителями, полезнЪе многихъ 
банальныхъ учебниковъ. 

Въ книг$ Тодгентера читатель найдетъ не мало такого, 
чего онъ не встр$титъ ни въ одномъ учебникЪ алгебры, не 
говоря уже о такихъ главахъ, какъ теорля чиселъ и теорля 
въроятностей, никогда еще не попадавшихъ въ наши эле- 
ментарные учебники, хотя имъ давно бы уже сл5довало 
тамъ быть. Благодаря этимъ особенностямъ, предлагаемая 
книга можеть оказаться полезной и при слушанши болфе 
обширнаго курса математики, ч5мъ гимназическай, или по 
крайней мЪрЪ послужить желательнымъ дополненемъ къ 


посл днему. 
Е. Предтеченский. 
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| Настоящее сочинен!е содержитъ въ себ вс№ нредложе- 
ня, обыкновенно включаемыя въ руководства по Начальной. 
Алгебръ, и снабжено обширным собранемъ примфровъ. 

Главнфйшимъ моимъ старан1емъ было сдфлать изложене 
какъ можно болфе понатнымъ. Необходимо прАучать уча- 
щихся внимательно относиться КЪ языку употребляемой ими 
книги, чтобы они могли быть увЪзрены въ ея понимани, или 
_ могли бы точно указать, гдЪ начинаются для нихъ затруд- 
нен1я. Поэтому языкъ долженъ быть простой и точный; при- 
_ чемъ крайне важно, чтобы кажущаяся краткость не достига- 
лась на счетъ ясности. 

Но стремясь сдФлать изложене возможно боле понят- 
нымъ, надфюсь, я не причинилъ этимъ ущерба строгости 
‚ доказательствъ и не сократилъ объема предмета. Напротивъ 
мнЪ кажется, что въ обоихъ этихъ отношеняхъ я навЪрное 
переступилъ ту границу, которая была проведена прежними 
составителями начальныхъ руководствъ. 

Предлагаемая книга раздфлена на большое число главъ, 
причемъ каждая изъ нихъ, на сколько это возможно, вполн 
закончена. Такимъ образомъ учащемуся не придется усваи- 
вать слишкомъ много въ одинъ разъ; а если ему не удастся 
_ вполн$ понять какую-нибудь главу, то это не помфшаетъ 
ему перейти къ слфдующей, отложивъ трудности до боле 
благопр1ятнаго времени. ПослЗднее особенно важно для 
Т5хъ, кто учится безъ помощи учителя. 
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Порядокъ, въ которомъ слЪдуютъ различныя главы, до 
нъкоторой степени произволенъ, потому что м$ето, которое 
должна занимать та или другая изъ нихъ, зависитъ частью 
отъ ея трудности, частью-же отъ ея важности. Но такъ какъ 
каждая глава почти независима отъ другой, то преподава-о 
тель можетъ и не держаться порядка, принятаго въ книгъ, 
и избрать другой—по его желаню. 

Прим$ры подобраны съ цфлью пояснить каждый отдфлъь 
предмета, и такъ какъ все число ихъ болЪе двухъ тысячъ. 
то я надЪюсь, что они представятъ достаточно матер1ала для 
упражнен1я учащагося. Очень сложныхъ и трудныхъ задачъ 
я избфгалъ, потому что онф требуютъ много времени и труда, 
который съ большею пользою, можно затратить на другя_ 
отрасли математики. Каждый рядъ примЪровъ старательно 
подобранъ и начинается съ очень простыхъ, за которыми 
слфдуютъ постепенно друге, уже не столь легюе. Задачи, 
озатлавленныя Разные примъры, а равно и нзкоторыя изъ 
задачъ при другихъ главахъ учапийся, при первомъ чтевни, 
можетъ пропускать. Отв$ты къ примфрамъ съ указанемъ рЪ- 
шен1я нзкоторыхъ изъ нихъ, гдЪ это было нужно, даны въ 
конЦЪ книги. 

Теперь укажу на источники, которыми я пользовался 
при составленти этого руководства. 

Алгебра Вуда уже такъ давно принята учебникомъ ВЪ 
Ангми, что сдЗлалась теперь общественнымъ достоянемъ, 
и составитель новаго руководства, какъ это хорошо извзетно 
всякому преподавателю. естественно долженъ стараться до 
нфкоторой степени пользоваться ею. Первое издане этого 
руководства появилось въ 1795 году, а десятое —въ 1835 г.; 
десятое издан1е было посл$днимъ, вышедшимъ при жизни 
д-ра Вуда. Главы объ иррац1ональныхъ величинахъ, о крат- 
номъ отношении и пропорщши почти цзликомъ заимствованы. 
мною изъ Алгебры Вуда. Точно также я часто привожу и 
прим$ры изъ Вуда — какъ въ текст, такъ и въ собра- 
ни задачъ. ВромЪ того и при установлен правилъ въ 
элементарной части моей книги я часто слЗдовалъ Буду, 
какъ наприм5ръ при изложени правила дзлевня . много- 
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членовъ;, правила эти должны быть почти тожественными 
во всъхъ руководствахъь по АлгебрЪ. Я охотно воспользо- 
_ вался-бы авторитетомъ д-ра Вуда и въ большей степени, но 
_требованля, предъявляемыя къ алгебр при настоящемъ со- ` 
стояни математическаго образованя, дБлаютъ это невозмож- 
нымъ. Десятое издан1е Алгебры Вудасодержитъ въ себ меньше 
половины того, что заключается въ настоящемъ руководствЪ, и 
половина этого посвящена предметамъ, изучаемымъ теперь 
по другимъ руководствамъ и относимымъ обыкновенно къ 
Арпеметик%, къ Теори уравневй, къ Приложению Алгебры 
къ Геометри и отчасти къ Суммован1ю рядовъ. Большая 
Часть остального матертала по своей краткости и неполнот$ 
теперь уже не можетъ удовлетворить потребностямъ уча- 
щихся. Такимъ образомъ въ итог$ осталось лишь немного | 
страницъ, которыя я счелъ полезнымъ удержать изъ Алгебры 
Буда. 

При добавлен1яхъ к этому я пользовался главнымъ обра- 
зомъ Руководствомъ по ариеметик» и алгебр изъ «Библю- 
теки полезныхъ знанй», а также сочинентями Бурдона, 
Лефебюра-де-Фурси, Майера и Шоке, и Шломильха. Съ 
большою' пользою я прочиталъ равнымъ образомъ и Алгебру ` 
профессора де- Моргана, а также другая его сочиненя, касаю- 
аяся алгебры. 

Въ н$фкоторыхъ случаяхъ я справлялся съ Алгеброй Вуда, 
изданной Лёндомъ въ 1841 г., съ Алгеброй Гайнда, 18341 г., 
съ Алгеброй Коленсо, 1849 г., и съ Начальнымъ курсомъ 
Математики Гудвина, 1853 г. 

Хотя я не колеблясь заимствовалъ нужное для меня у 
вышеупомянутыхъ авторовъ, но настоящее сочинен!е заклю- 
 чаетъ въ себЪ много такого. что принадлежитъ исключи- 
тельно мнЪ: и я ув5ренъ, что моя Алгебра, какъ убЗдятся 
_ВЪ этомъ читатели, содержитъ въ себф новаго и оригиналь- 
наго больше, ч$мъ друг!я распространенныя въ Англи со0- 
чинен1я этого рода. Впрочемъ оригинальность въ элементар- 
ныхъ сочинен1яхъ рЪдко можетъ быть полезной, и выпуская 
въ свЪтъ первое издане моей Алгебры, я нЪсколько опасался 
за то, не слишкомъ-ли я уклонился отъ принятыхъ спосо-` 
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бовъ. Поэтому я съ большимъ удовольств1емъ узналъ о благо- 
прлятныхъ отзывахъ уважаемыхъ преподавателей какъ о 
всемъ моемъ руководствЪ вообще, такъ и о томъ, что въ 
немъ есть моего собетвеннаго. | | 

Настоящее издан1е было тщательно пересмотрЪно, при- 
чемъ были прибавлены двЪф новыя главы и вставлено триста 
разныхъь примЪровъ, собранныхъ въ группы по десяти 
_’примфровъ въ каждой. Первая сотня примфровъ отно- 
сится къ первымъ двадцати главамъ книги; вторая сотня 
приложена къ концу сороковой главы и наконецъ послЪдняя 
относится ко всей книг. 

Изъявляю мою благодарность многимъ уважаемымъ ма- 
тематикамъ, помогшимъ мнЪ своими совзтами, которыми я 
и воспользовался; произведенныя въ книгБ улучшеня, мнз 
кажется, сдфлаютъ ее еще болЪе удобной для употребленля 
при обучени и болфе достойной того одобрения, какого она 
удостоилась. 

Моему руководству по 1 ео уравненя я придалъ форму 
продолжен1я .4./14ебры; такъ что учапийся можетъ перейти 
къ нему, какъ къ естественному продолженю этого. 


И. Тодгентерз. 
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——— —=<<>®><——— 


АЛГЕБРА. 


ГЛАВА 1. 
опред лентя и обозначенте. 


1. Сиособъ разсуждать о числахъ съ помощью буквъ, употребляе- 
ныхъ для обозначеня чиселъ, и знаковъ, употребляемыхъ для обозна- 
чен1я соотношенй между ними, называется Алаеброй. 


2. Числа, представляемыя буквами, мотутъ быть или извъстными, 
или еще только искомыми, а слфдовательно неизвъстными. Принято 
означать извюстния числа первыми буквами латинской азбуки: а, 6, с, 
а неизвьстныя числа—послфдниии буквани: д, 9, 2. Впрочемъ это не 
составляетъ обязательнаго правила и нфтъ никакой особой надобности 
строго держаться этого. 

Числа могуть быть или цфлыми, или дробными. Слово количество 
часто употребляется какъ равнозначущее со словомъ число. Слово ут- 
л0е часто употребляется вифсто словъ иълое число. 


3. энакъь —- обозначаетъ, что число, предъ которымъ онъ стоитъ, 
прикладывается къ другому. Такъ а-+6 означаетъ, что чиело, пред- 
ставляемое буквой 6, прикладывается къ числу, представляемому бук- 
вой @. Если & представляетъ 9, а 6 представляеть 3, то аб пред- 
ставить 12. Знакъ -+ называется знаком плюсь, и а--б читается: 
‹а 7065 >. 

_ Шодобнымъ образомъ а--б-нс означаетъ, что къ @ мы должны при- 
ложить 6, и затфмъ къ результату приложить с. 


4. Знакъ — означаетъ, что число, предъ которымъ онъ стоитъ, 
вычитается. Такъ а—6 означаетъ, что число, представляемое бук- 
вой 6, должно вычесть изъ числа, представляемато буквой @. Если а 
представляеть 9, а 6 представляеть 3, то а—6 представить 6. 
Знакъ — называется знакомь минусъ, и а— 0 читается: «а ми- 
нусъ 0». 


Алгебра. 
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Подобнымъ образомъ 4—6 —с означаетъ, что изъ @ должно вы- 
честь 6 и потомъ изъ результата вычесть с; а-++6—с означаетъ, что 
мы должны къ @ прибавить 6 и вычесть изъ этой суммы с; а--б-нс 


означаетъ, что изъ а мы должны вычесть 6 и потомъ къ полученному 
приложить с. 


5. онакъ Ж означаетъ, что числа, между которыми онъ стоитъ, 
должны быть иеремножены. Такъ «аж означаетъ, что число, пред- 
ставляемое буквой 4, должно быть умножено на число, представляемое 
буквой 6. Вели а представляетъ 9, а 6 представляетъ 3, то&ж 6 пред- 
ставить 27. энакъ Ж называется знакомь умноженля, и ажь чи- 
тается: ‹а умноженное на 0». Подобнымъ образомъь @жбх с означаетъ 
произведенле чиселъ, представляемыхъ буквами а, 6 и С. 

Нужно замзтить, что знакъ умноженя для краткости ‘часто опу- 
скается; такъ вмфсто @жб употребляется, въ томъ-же самомъ значе- 
ви, 06; точно также абс употребляется вмфсто ажбжЖс. Иногда 
знакъ ЖХ замфняется точкой; такъ, вмфето аж пишуть а.б. Во 
точка здЪфсь излишня, потому что, какъ мы уже сказали, вм$сто 
ьжб употребляется просто 6. НФтъ надобности также ставить точку 
или знакъ Х между числомъ, выраженнымъ обыкновеннымъ образомъ 
посредствомъ цифры, и другимъ числомъ, предетавленнымъ буквой; такъ 
напримЪръ, вм5сто 3 Х а употребляется За и имфетъь то-же самое зна- 
ченте. | 

Знака умножен1я нельзя опускать, котда числа выражены цифрами 
обыкновеннымъ образомъ. Такъ 45 не можетъ употребляться для выра- 
женля произведеня 4 на 5, потому что этому сочетаню цифръ уже 
присвоенъ совершенно особый смыслъ, именно оно означаетъ сорокь пять. 
Такимъ образомъ произведен!е 4 на 5 мы должны выразить 4Ж5 или 
4.5. Чтобы не см5шивать точку, употребляемую какъ знакъ умноже- 
женя, съ точкой, употребляемой при обозначен1и десятичныхъ дробей, 
было-бы благоразумно ставить посл5днюю точку н$5еколько выше; такъ 
4'5 можно было-бы сохранить для обозначен1я 4-2... 


6. энакъ : показываетъ, что стоящее предъ нимъ число должно 
раздёлить на число, слБдующее за нимъ. Такъ @:6 означаетъ, что 
число, представляемое буквой а, должно быть раздфлено на число, 
представляемое буквой 6. Если а означаетъ 9, а 6 означаетъ 3, то @:6 
представить 3. Знакъ : называется знакомь дюлетя, и а: 6 чи- 
тается: «а дъленное на 5». Существуеть еще и другой способъ для 
обозначеня того, что одно число раздфлено на другое: дфлимое пом$- 
щается надъ дфлителеиъ и между ними ставится черточка. Такъ озна- 


. @ 
чен1е употребляется вместо @:6 и имфеть то-же самое значенле. 


7. Знакъ = показываетъ, что числа, между которыми онъ постав- 
ленъ, равны между собою. Такъ а=6 показываетъ, что число, пред- 
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ставляемое буквой а, равно числу, представляемому буквой 6, то-есть, 
что @ и 6 представляютъ одно и то-же. число. Знакъ = называется 
знакомь равенства, и а=6 читается: «а равно Ь» или «а рав- 
няется. 5». 


д. Разность двухъ чиселъь означается иногда знакомь -; тТакъ 
а-6 означаетъ разность чиселъ, представляемыхъ буквами вифб, и 
равняется или 4—0, или б—@, смотря по тому, будетъ-ли а больше 6 
или меньше 6. : 


9. Знакъ > означаетъ слово больше, а знакъ < означаетъ-—меньше; 
такъ &>6 означаетъ, что число, представляемое буквой @, больше 
числа, представляемаго буквой 6; а 6 <а означаетъ, что число, пред- 
ставляемое буквой 6, меньше числа,  представляемаго буквой а. Та- 
кимъь образомъ у обоихъ знаковъ отверст1е угла обращено къ боль- 
шему числу. 


10. Знакъ .’. употребляютъ иногда для замфны словъ сльдова- 
тельно или поэтому; а знакъ '.’ для замфны слова такъ кам. 


11. Когда н$еколько членовъ должны быть взяты вмфет$, то ихъ 
заключаютъ въ скобки. Такъ («а—6 с) х (4-е) означаетъ, что число, 
представляемое выраженемь а—б--с, должно умножить на число, 
представляемое выражемемъ 4-е. Это можно написать еще такъ: 
(а—6-нс)(4-—н=е). Необходимость скобокъ можно видфть изъ срав- 
нен1я даннаго сейчасъ выраженя съ выраженемъ (а—б-нс)а-е; 
это послфднее означаетъ, что число, представляемое выражентемъ 
а—б6-—-с, нужно умножить на 4, послф чего къ произведеню придать е. 


Иногда вмЪето скобокъ проводится надъ т$ми числами, которыя 
должны быть взяты вифстЪ, горизонтальная черта (утещат). Такъ 


а—б-+сжа-не употребляется въ томъ-же самомъ смыслф, какъ 
(а—б-не)х (4-е). 


12. Буквы азбуки и знаки, приведенные и объясненные выше, 
выфет$ съ тфми, которые могутъ ветр$титься впосл5детвш, называются 
вообще алгебраическиии символами, такъ какъ они представляютъ с060ю 
предметы, о которыхъ намъ приходится разсуждать. 


Всякая совокупность алгебраическихъ сииволовъ называется ал4е- 
браическимь выраженемь, или просто выраженемь, или еще фор- 
мулой. Алгебраическое выражен1е называется иногда аллебраическимь 
количествомь или короче— просто количеством. 


13. ТЪ части алгебраическаго выраженя, которыя соединяются 
другь съ другомъ знаками--и—, называются его членами. Когда вы- 
ражен!е состоить изъ двужь членовъ, оно называется Овучленнымь 
выражен1емъ или просто двучленомь; когда оно состоитъ изъ треть 


членовъь то называется мрехчленнымь выражетемь пли трехчле- 
ка 
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ном, И вообще выраженле, седержащее н$сколько членовъ, называется 
мнозочленнымь выраженлемь, мноючленомь или еще полиномоме. 
Котда выраженле не содержитъ въ се0$ частей, соединенныхъ зна- 
ками--или—, то оно можеть быть названо иростымь выраженчемъ, 
и его можно разсматривать какъ состоящее изъ одною члена и назы- 
вать одночленоме. 


Такь абс есть простое или одночленное выражене; абе-нх бу- 
деть двучленное выражене, въ которомъ @бс будетъ одинъ членъ, & 
1 другой членъ; аф--ас— с будеть трежчленное выражешще, въ кото- 
ромъ членами будутъ аб, аси 6с. 


14. Когда число состоить изъ произведеня двухъ или болБе чи- 
селъ, то каждое изъ послёднихъ называется ”роизводителемь этого 
числа. Такъ а, би с суть производители или иножители числа 0@0с. 


15. Въ произведенти одинъ изъ множителей можетъ быть числомъ 2 
представленнымъ ариометически, а другой числомъ, представленнымъ 
аллебраически, т. е. одной или нЪсколькими буквами; въ такомъ случа$ 
первый множитель называется коэфбфиментомь послФдняго. Такъ въ 
произведен1и Табс множитель 7 называется коэффищентомъ множитель: 
абс. Гдф нфтъ никакого численнаго множителя, мы можемъ дополнять. 
произведене иножителемъ единицей; такъ мы можемъ говорить, что 
произведене абс имфетъ коэффищентомъ единицу. 


Но и когда произведен1е представлено чисто алгебраически, одинъ 
изъ его множителей можетъ называться коэффищентомъ остальныхъ 
множителей. Такъ въ произведении @6с мы можемъ называть @ 
коэффишентомъ 6с или Ь коэффицщентомъь ас, или с коэффищен- 
тоиъ аб. Если нужно отличить такое употреблене слова коэффи- 
цтентъ отъ предыдущаго, то послёдей коэффиюенть можно называть 
буквеннымь коэффишентомъ, а прежый — численнымь воэффи- 
ц1ентомъ. 


16. Если число умножается само на себя нфеколько разъ, то про- 
изведен1е называется степенью этого числа. Такъ ажа называется 
второю степенью 4; а ЖХах а называется третьею степенью а; 
ахахажа называется четвертою степенью @; и такъ далфе. Самое 
число а@ называется первою етепенью а. 


17. Какая-либо степень количества обыкновенно выражается по- 
становкой надъ количествомъ числа, показывающато, сколько разъ оно 
берется множителемъ для составленя произведен1я. Такъ а’ принято 
для выражен!я @Жа; точно также а? употребляется вмбсто ажажа; 
а вифсто ахажаха, и такъ далфе. И а\ можеть употребляться для 
означентя первой степени @, т. е. самого @; иначе сказать, а' иифетъ 
тотъ-же смыслъ, какъ и 4. 

Числа, поизщаемыя надъ количествомъ для выраженя степеней 
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этого количества, называются экспонентами, показателями степе- 
ней, пли короче—просто показателями. 


18. СлБдовательно, содержан1е двухъ предыдущихъ статей мы мо- 
жемъ кратко выразить такъ: произведен1е 7 множителей, изъ которыхъ 
каждый равенъ @, выражается символомъ @”, гд$ п называется пока- 
зателемъ или экспонентомъ @”`и представляетъ собою н$которое цфлое 
число. | 


19. Вторая степень а или @ называется часто квадретомь а. а 
третья степень @& или а? называется часто кубомь а. Символь @“ чи- 
тается ‹а въ четвертой степени» или короче—«а 65 четвертой». 


20. Авадратнымь корнемь какого-нибудь даннато числа назы- 
вается такое число, для котораго данное число есть квадроли». Вубичнымь 
корнемь даннаго числа называется такое число, для котораго данное 
число есть куб, или третья степень. Корнемь четвертой степени 
называется такое число, для котораго данное число есть четвертая 
степень; и такъ далфе. 


2 
21. Квадратный корень изъ числа а означается |/@ или просто 
Э _ 
Ка. Кубичесый корень изъ @ означаетъ |/@. Корень четвертой сте- 
4. 


пени изъ & означается |/а. И такъ дал%е. | 
Знакъ И есть видоизм$ненная начальная буква слова тах. Знакъ 
этоть называется иногда радикаломз. 


22. Члены называются подобными, когда они или вовсе ничЁмъ 
не отличаются другъ отъ друга, или отличаются только своими числен- 
ными коэффищентами; въ противномъ случа$ они не будуть. подобны. 
Такъ 4а, 6а6, 94? и 3За’бс соотвфтетвенно будутъ подобны съ 154, 
396, 12а? и 15а26с. А члены аб, аб, аб’ и абс не подобны между 
собою. 

°23. Каждая изъ буквъ, стоящая въ алгебраическомъ произведени, 
называется измъуренемь произведеня, а число этихъ буквъ назы- 
вается степенью произведеня. Такъ @’63е или ахажожбжбжхс 
будеть шести изифренй или шестой степени. Численный коэффищентъ 
при этомъ не принимается въ разсчетъ; такъ 94°6“ и а”б“ будуть оба 
одного и того-же изифрен1я, именно седьмого. Такимъ образомъ с7е- 
пень члена или число измюрени члена есть сумма показателей 
буквъ, если мы не забудемъ, что когда у извфетныхъ буквъ нБть по- 
казателей, то надо подразум$вать показателями ихъ единицу, какъ 
показано въ ст. 17. 

24. Алгебраическое выражене называется однородным, когда вс$ 
его члены будутъ одинаковаго изм$рен1я. Такъ Таз За? --4абс одно- 
родное выражене, потому что каждый членъ его — третьяго изифрения. 


6 ПРИМВРЫ КЪ ГЛАВВ 1. 


Сл$дующе лримфры могутъ служить для упражнен!я въ приложе- 
ши предыдущихъ опредълений. 


Прим$ры. 


Если а==1, 6—3, с=4, 4=6, в=? и [=0, то найти численное 
значен1е слфдующихъ двфнадцати алгебраическихь выраженй: 


1. ан 26-н 4с. 2. 36+ 5—2 е. 
3. або бс-+ Зе4. 4. ав+4с4—9еб. 
5. абс 46а-нес— 4. 6. ен 6?-н с? РР. 
. са 4% с 4__ 4/3 
Г. А 38—94 8. (—4А3е— 6. 
2, 2 3 
9. : а ПК. _ 10. ты 
2с—3За Г-н ас--с 
З 3 
11. и(27)—и(@%-ни (36). 12. И (356) - И (94) 
3 
—И (2е°). 


13. Найти. значен1е (9—9) '(х-=1)- (5) ‚(у7Т)—112, если 
= И У=5. 

14. Найти ет выраженя х|/ (2° — 8у)  уИ (17—89), если 
= и у=3. 

15. Найти значен!е выражен1я и (2*— За) +2 И (%’—3а), если 
д=5 и а=8. 

16. Найти значен1е выражешя а--=Ы/ (2+9)-(а-5/ (х— 9), 
если а=10, 6=8, х=12, у=4. 

17. Принимая @=16, 6=10, 2=5 и у=1, найти значене вы- 
ражен!й (6—2)(Иа--в)-н/ Ка—6)(е-ну 

(ау) ис И аа) 6+9) 


и Принимая 4=2, 6=3, х=6 и у— 5, найти значен1е выраже-_ 


шя И Кано --И Канна) ум —5 | 
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ГЛАВА П. 


_Изивнене порядка членовъ Приведене. Сложен И 
вычитанте. Скобки. 


25. Когда члены какого нибудь выражен1я соединены между собою 
знакомъ +, то безразлично, въ какомъ порядк ихъ писать. Такъ 
аб и б-на даютъ одинъ и тотъ-же результатъ, именно сумму двухъ. 
чиселъ, означенныхъ буквами @ и 6 Мы можемъ выразить это услов1е 
алгебраически такимъ образомъ: 

аб а. 

Подобнымъ-же образомъ 


анб-не=а-нс-нб=б-нане=бе-на=е-аф=е- фа. 


_26. Когда какое-нибудь выражен1е состоитъ изъ нфеколькихъ чле- 
новъ, предъ которыми стоитъ знакъ +, и изъ нфеколькихъ другихъ 
чденовъ, предъ которыми стоитъ знакъ —, то мы можемъ писать сна- 
чала первые члены въ какомъ угодно порядЕ, а за ними вторые 
члены, тоже въ какомъ угодно порядЕ$. Это’ дфлается очевиднымъ изъ 
тфхъ-же разсуждеюй какъ и раньше. Такъ, напрямръ 


абс — е=ак б-—е—ес=б-на— —е=б-а— е—с. 


27. Въ нЪфкоторыхъ случаяхъ очевидно мы можемъ измфнять по- 
рядокъ впереди стоящихъ членовъ, переи$шивая члены, предшествуе- 
мые знакомъ —-, съ членами, предъ которыми стоитъ знакъ —. Такъ 
наприи%ръ, если а представляетъ 10, 6 представляетъь бис рый 
ляетъ о, то 

ан са =б— са. 


Если-же @ представляеть 2, б представляетъ би с представляетъ 

5, то при вычислении выраженя а—с-—-6 встртится нфкоторое за- 
тпруднение, потому что здфеь очевидно требуется отнять большее число 
отъь меньшаго, именно 5 отъь 2. Будетъ удобно допустить, что так1я 
выражен1я, какъ а—с--6, гд$ с больше а, должны быть понимаемы 
въ томз-же самомь смысль, какъ и а-б—с. Теперь мы пока будемъ 
употреблять тав1я выраженя лишь въ томъ случа, когда с меньше 
а--®, такъ что ан-6—с не представить затрудненля. Подобно этому мы 
буденъ разсматривать и выражене —б-на тожественнымъ съ выраже- 
мемъ а—6. Мы возвратинся къ этому вопросу впослёдств1и въ главф \. 


28. Итакъ, численное значен1е какого нибудь выражен1я остается 
однимъЪ и т%мъ-же, каковъ бы не быль иорядокъ составляющихь его 
членовъ. Это слфдуетъ, какъ мы видфли, частью изъ нашихъ понятй 
о сложен! и вычитанш, част1ю-же изъ условнаго значеня, которое мы 
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приписываемъ изв$стному выражен1ю, когда наши ариеметическля по- 
нат1я не могутъ къ нему строго прилагаться. Подобнато рода допуще- 
н1я называются въ алгебрф вообще условлями, откуда происходитъ также 
И соотв тетвующее прилагательное-—9словный. 


29. Намъ пришлось-бы часто, какъ въ ст. 26, различать члены 
выражен1я, предъ которыми стоить знакъ +, оть членовъ, предъ ко- 
торыми стоитъ знакъ —; поэтому допущено слфдующее опредфлене: 
Члены выражен1я, предъ которыми стоитъ знакъ -+- или не стоитъ ни- 
какого знака, называются положительными членами; члены-же, предъ 
которыми стоитъ знакъ —, называются отрицательными членами, 
Это опредзлене вводится преимущественно для краткости, причемъ сло- 
вамъ: положительный и отрицительный не придается никакого 060- 
баго значен1я, кром$ того, которое заключается въ самомъ опред лени. 
Учапийся долженъ замфтить, что члены, не имфющ1е никакого знака, 
должны быть понимаемы такъ, какъ будто-бы они имфли знакъ +. 


30. Иногда выражен!е заключаеть въ себф много яодобныхь чле- 
НОвВЪ; въ такомъ случаЪ оно допускаетъ упрощене. Наприм$ръ, раз- 
смотримъ выражене 446 —За’с-+9ас—2 а’ -нТа’с—66”; это можно 
написать: 4026 —2а16-—н7’с—За’с-н 9ас*— 66? (ст. 28). Но 426—226 
то-же, что 2420, и 1496—3926 то-же, что 4026. Такимъ обра- 


зомъ, выражене это можетъ быть приведено къ боле простому виду: 
2926--4а2с--962?— 66°. 


Сложенте. 


31. Сложене аллебраическихь выражений состоить въ писани 
членовъ посльдовительно друзь за друиюмь с5 тъми знаками, каке 
пред ними стоять. 

ДЪйствительно, положимъ, что намъ нужно приложить с—0-+е къ 
а—6; это то-же самое, что приложить с-е—@ къ а—6 (ст. 28). Но 
если мы придадимъ се къ а—6, то получимь а—0-+с-не; однако 
мы придали слишкомъ много, именно больше на @, поэтому нужно вы- 
честь 4. СлБдовательно мы получимь «а—6-=с-не—@, что будетъ то- 
же самое, какъ и а—6б-+с—(-не; такииъ образомъ результатъ оказы - 
вается согласнымъ съ прежде даннымъ правиломъ. Результатъ этотъ 
называется суммой. 

Мы можемъ писать его такъ: 

а—б-—(с—а-не) =а—в-не—а-е. 


32. Котда складываемые члены выражен!я всф не подобны между 
собою, То сумма, полученная по этому правилу, не допускаетъ упро- 
щен1я. Но когда въ выражен1и встрёчаются яодобные члены, то мы 
можемъ упростить его, какъ показано въ ст. 30. Такимъ образомъ мы 
приходимъ къ сл5дующему правилу: 
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сли подобные члены имтють одинаковые знаки, то ихъ сумму 
мы находимь, беря сумму коэффищентовь съ этимъ-же знакомь и 
присоединяя къ ней обийя всъмь членамъь буквы. 


Примфръ. Сложить 5а—36 съ 4а—76; сумма будеть 9а—10%, 
потому что 5а и 44 вифст$ составляютъ 9а, & 36 и 7ТЬ составляютъ. 
вмфст$ 106. | 

Еще прим$ръ. Сложить 492с-—1064е, ба2с—96ае и 11а вс— де. 
Сумма будеть 21426—2264е. 

Аозда подобные члены будуть съ разными знаками, то сумму 
ихь мы натодимь, беря разность суммы положительныль и суммы 
отрицательныхь коэффищентовь со знакомъ больщей сумми и при- 
соединяя къ разности обийя всъмъ членамь буквы. 


Примфръ. Сложить 74—96 съ 56—44. Сумма будеть За—46. 
Или еще: Сложить За? 46—10, 5а?-+606-+9е—15 и 
4 —90<—10е—21. Сумма будеть 12а2-6е—9е- 16. 


Выячитанте. 


33. Положимъ, что намъ нужно вычесть 6-н=с изъ 4. Такъ какъ изъ 
а нужно вычесть каждое изъ чисель би с, то въ этомъ случа$ ре- 
зультатъ будеть а—0—с, то-есть 

_ аф-но=а—6— с. 

Членъ 6-+с мы заключаемъ въ скобки, потому что оба числа бис 
нужно вычесть изъ 4. 

Подобно этому а--д—(б-нс-не)=аа—6—в—е. 

Положимъ теперь, что намъ нужно вычесть б—сС изъ @. Если мы 
вычтемъ 6 изъ а, то получимъь а—6; но мы такимъ образомъ вычли 
изъ а слишкомъ много, потому что намъ нужно было вычесть не 6, но 
6, уменьшенное на с. Поэтому нужно увеличить найденный резуль- 
тать на с; итакъ 

а—(6—с) =а—б-с. | 

Положимь еще, что намъ нужно вычесть 6—с— де изъ а. 
Это значить то-же самое, что и вычесть Б-не—с—@ изъ а. Вычтемъ 
сперва 6-не изъ @; результатъь будеть а—6—е; потомъ ирибавимь 
с+-@, потому что намъ нужно было вычесть не б-не, но бе, умень- 
шенное на сн; итавъ 

а—(6—с—4-—не) =а—в—е-не-на 
—=а— бен ар—е. 

34. Изъ разсмотрн1я этихъ случаевъ мы приходимъ въ слЗдую- 
щему правилу для вычитан1я: Мужно измюнить знакъ каждало 
члена вь вычитаемомь выражени и потомъ приложить ею къ дру- 
вому выражению. Здфсь, какъ и раньше, мы предполагаемъ, что если 
предъ какимъ нибудь членомъ нфтьъ знака, то надо подразум$валь =. 
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Наприм$ръ. Вычесть &а—6 изъ За 6. 
За+—(а—%)=3За-+®—анб=2а--26. 


ще примфръ. Вычесть 5а2-+496—624 изъ 119? 3а6—4ху. 
1142+-396—4ху — (5а?+4аф—6ху9) 
—11а?-3а6 —Аху—5а? —4ад-нбху= ба? —аб-н-2ху. 


Скобки. 


35. По причин$ частаго употребленая скобокъ въ алгебраическихь 
изслфдован1яхъ, полезно будетъь болфе подробнымъ образомъ обратить 
вниман1е учащагося на правила ихъ употребленля. Правила эти уже 
были показаны, и намъ остается только выразить ихъ словами. 

Если предь какимь нибудь выроженемь, заключеннымь въ скобки, 
стоить знакъ —, то скобки просто мозуть быть отброшены. 

Такъ а—6-(с—9-не)=а—6в-не—а-е (ст. 31). 

И слфдовательно любое число членовь можно закмочить въ скобки, 
поставив предь скобками знакъ —. 

Такъь а—б--с—Ч-не можно писать сл$дующимъ образомъ: 

и—9--с+(—4-не), а—4 — (с е—%), а+(—д-не-не— 6), 

И такъ далфе. 

Если предъ какимь нибудь выраженщемъ, заключеннымь въ скобки, 
стоить знакъ —, то скобки мозуть быть отброшены лишь тозда, 
кода знакъ всяко члена внутри скобокъ будеть измтьнень, именно 
плюс на минусь, а минусь на плюсь. 

Такъ а-—(6—с—Ч-+е=а—б-не+др—е (ст. 34). 

А слъдовательно, любое число членовъ в% какомь нибудь выра- 
жении можно заключить въ скобки, поставивь предь скобками 
знак — , если только измьнить знакъ каждало члена внутри скобокз. 

Такъ @—б-+с+4—е можно писать слфдующимъ образомъ: 

а—6-+с—(— 4-е), а—(6—с—4-не) ане—(66—а-не, 
и такъ далфе. 

36. Могутъ встрёчаться выражен1я, содержания больше одной пары 
скобокъ; так1я скобки нужно раскрывать въ посл довательномь порядЕв 
по предыдущимъ правиламъ, начиная съ внутреннить. Такъ, на- 
примЪръ. 


а-- 16 (е—4) | =а- } р+с—4 | =а+ф-е—а, 
а-н- 10—(— а) |= =а-+ } 6—4 | =а+ сна, 
и—} --(«—4) | = =а— 6—4! —=а—б—с-+4, 
а— 36—(—4) | =а— сна} =а— 6-4. 


ПРИМВРЫ КЪ ГЛАВЪЗ п. 11 


Подобнымъ же образохъ 
а— [ 65— } с (4—е)} ] =а— [6— }«—а-не! | 
=а— [6 —с+9—*] =а—б-нс—д-не 
Изъ этихъ принфровъ видно, что для изб жан!я смфшиван!я одн%хь 
паръ скобокъ съ. другими употребляются скобки разнаго образца; при 


одинаковомъ образит можно отличать скобки другъ отъ друга еще и 
по величинъ или по размюраме. | 


Скобки могутъ быть замфнены иногда чертою (утес), какъ ‘уже 
было зам чено въ ст. 11. Такъ наприм$ръ: 


а— [6—} в—(а—е—1) Г =а— [6— }—(а—е-+/)! ] 
=@— [ 6— } сане |] =а— [6—оа—е-+[] 
—=@а—бс—а-не—/1. 


Подобнымъ-же образомъ можетъ быть введено и болфе одной пары 
скобокъ. Такъ, наприм$ръ 


а—фс—а-не=а— 16 —с-а—е| =а— 16—(«—@а-+0)]. 


_ 31. Начинающему мы совфтуемъ всегда открывать скобки въ по- 
рядк®, указанномъ въ предыдущей стать$; именно удалять сперва са- 
мыя внутренн1я, зат иъ— ближайптя сел5дующ1я изъ всфхъ остальныхъ, 
и такь далЪе. Бирочемъ можно и измфнить порядокъ, но если мы 
открываемъ скобки, заключаюния въ себ$ другое, стоящее въ скобкахъ 
выражен!е, то не должны измънять знаковь у членовь внутри по- 
сльднихь скобокъ. Каждое изъ такихъ, заключенныхъ въ первыхъ скоб- 
кахъ, выраженй должно считать за одинъ членъ. Такъ наприм$ръ 


а-- 16(е—а) | —=а+-+(с—а)=а-ф-е— Ч, 
а- 6-—(‹—а) | —=а+0— (с—а)=ач-б—с-на, 
а— 16 (6—4) | =а—6— (с-—4)=а— 6 —в-на, 
а— }6—(с— а) } =а—6-+ (се—@) =ав—б-е—4. 
Точно также а— [6— } с—(а—е) г =а—6- 16 —(4—е)! 
—а—б-не— (4—6) =а—бе—а-е. 
И подобнымъ-же образомъ а— [ 6— } —(@—6— 71] ШВ 
=а— 6 }6— (#—е— Г)! =а—фес—(а—е—Т) 
—а— Ве а-не—А=а—ф-не— дне. 


ПримЪ$ры. 


1. Сложить выраженя: 44—56 +3с— 24а, ан —4с--54, 
За—76-н 66-44 и а+46—с-— 74. 
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2. Сложить выражен!я: 2-н2х’— 31-1, 22—34 45—2, 
3747 -5 и 44 —351— 52-9. 
9. Сложить выражетя: 
27— Зуд у—1, 2-4 — 34—99 5—9у—-3,. 
342—55у9—44* 31+ 4у—2 и 65-10195 х-ну. 
4. Сложить выражен1я: 2°—2а2*-на?х.2“-нЗах” и 22° —а. 
5. (Сложить выражен1я: 496—2°, 32—26 и Зах-н- 9х. 
6. Изъ 54А—36--46— 74 вычесть 2а—26-н 3—4. 
7. Изъ “412—257 -75—1 вычесть 2-21 —2265—1. 
8. Вычесть а^—ах-нал” изъ 3а*—Зах-на?. 
‚9. Вычесть а—6—2(с—а) изъ 2(а—6) —с-на. 
10. Вычесть (4—6)х—(6—с)у изъ (а) (су. 
11. Уничтожить скобки въ выражени а—{6—(с—4)}. 
12. Освободить отъ скобокъ выражен!е а—}(6—6)— 0. 
13. Освободить отъ скобокъ выражен1е 
а-+-96 —ва—135— (ба—66). 
14. Освободить отъ скобокъ выражен!е 7а—!За—[4а-—(5а—2а)]. 
15. То-же За— [4-56 -—а-нф-не—(а---не-+а)1. 
16. То-же 22—[39—14&—(5у--64)1. 
17. То-же а— [26-+}3с— 3—(а-- В+ 2а—(-36)]. 
18. То-же а—[56—}а— (36—35) 2е—(а—9 -в)!. 
19 Найти значен1е выражен1я: а-+-2%2—16-ну— а—2—(6—94)], 
если а=2, 6=8, л=6 и у—=5. 
20. Упростить выражен1е 
Да - 1-— (34 —4——7Т)—(“—4-25-8). 
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ГЛАВА Ш. 


Умноженте. 


38. Мы уже говорили раньше, что произведен1е чисель, обозначен- 
ныхъ буквами, можно выразить, написавъ эти буквы поелдовательно 
одну за другою, безъ всякато знака между ними. Такъ абс означаетъ 
произведеняе чиселъ, означенныхъ буквами а, 0, си 4. Мы предпола- 
гаемъ, что учащемуся известно изъ Ариеметики, что произведене какого 
нибудь числа множителей будетъ одно и то-же, каковъ-бы не былъ по- 
рядокъ этихъ множителей; такъ абс—=асб =6са, и. такъ далЪе. 


39. Положимъ, что намъ нужно составить произведен1е изъ 4а, 56 
и 3с; это произведене мы можемъ написать такъ: 4хХаж5жбжз же 
или 4Ж5Ж3ЗЖафс, то-есть 60а0с. Такимъ образомъ мы можемъ вы- 
вести сл5дующее правило умножения простое: нужно перемножить чи- 
сленные коэфбфищменты и всльдь за этимъ произведенемь написать 
вс буквы. 


40. Принятый способъ означать степени числа (ст. 17) позволяетъ 
намъ доказать слфдующее правило: 4170бы перемножить степени 0д- 
+010 и тою-же числа, нужно сложить показателей этихь степе- 
пеней; п\Ъйствительно, @Жа’=ажажажажа=а=03*. Подоб- 
Но этому находится произведенте и въ другихъ сходственныхъ случаяхъ. 

Такимъ образомъ, если т и 7 н®которыя пзлыя числа, то” Ж а*=а”*". 


41. Мы можемъ, если угодно, означать произведен1е одинаковыхъ 
степеней различныхь буквъ, написавъ буквы внутри скобокъ и поста- 
вивъ показатель надъ скобками; такъ а&Ж? =(а6)*. Это очевидно, по- 
тому что (а6)*'=06 Жаб =ажажьжЬ. Подобно этому. 

ах ЬЗХ = (а66)°. | 


Такимъ образонъ а? Ж 6" =(а6)*; @ж6"Х с*=(а6с)"; и такъ далЪе 
для сколькихъ угодно множителей. 


42. Положимъ, что требуется умножить а-нб на с. Произведеше 
«нас надо означать чрезъ ас, а произведен1е 6 на с—чрезъ 6с; сл$до- 
вательно произведене 4-6 и с нужно означить ас--6с. Дфйствительно, 
это слёдуетъ, какъ въ АриеметикЪ, изъ нашего понят1я объ умножении, 
такъ какъ, чтобы умножить какое нибудь количество на данное число, 
мы должны перемножить вс части этого количества на данное число и 
сложить результаты Такимъ образомь — 

(ав) =ас-нбс. 


43. Положимъ, что требуется умножить а— 6 на с. Эдфеь произве- 
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ден!е а на с должно быть уменьшено произведен1емъ 6 на с. - ТАвииь. 
образомъ 
(а—6)с=ас—6с. 


44. Положимъ, что требуется помножить а-+-6 на с-+4. Изъ на- 
шихъ понятй объ умножеюи, какъ и въ Ариеметик$, слфдуетъ, что 
если какое нибудь количество нужно помножить на какое нибудь числя- 
то мы можемъ разложить множитель на части, суима которыхъ равно, 
лась-бы этому множителю, и взять произведен!е даннато количества на 
каждую изъ частей, а потоиъ сложить эти частныя произведен1я и со- 
ставить такамъ образомъ полное. Итакъ 


(а--6)(в-на)=(а-нб)е-+(а- Ва; 
но (а6)с=ас--6с и (а--5)4=а4-+4; слфдовательно 
(а--5) (са) =ас-- фе-наа-- Фа. 


45. Положимъ, что требуется умножить а—6б на с--4. Въ этомъ 
случаз произведене 4 на с--@ должно быть уменьшено произведен1емъ 
р на с+-4. Такимъ образомъ 


(а—6)(с--а)=а(с--а) —6(е-— а) 
`=ас--а4— (Бе-- ба) =ас-над-— 6—4. 


46. Положимъ, что требуется умножить а-нб на с—4. Здфеь про- 
изведене а--6 на с должно быть уменьшено произведеемъ а--6 на 4. 
Такимъ образомъ 


в) (са) =(а- +5) в—(а--5)а. 
—=ас--ве—(ад-- а) =ас--фе—а9— 4. 


47. Положимъ, что требуется умножить 4—6 на с—@. эдфеь про- 
изведеше 2—6 на с должно быть уменьшено произведенемъ а—6 на а 


Такинъ образсмъ 
(а—6) (с—@)=(а—6)с— (а—В)а 
—=ас—66—(а4— 64) =ас—6с—аа-н Ва. 


48. Разсмотр$въ предыдуще случаи, мы приходимъ къ сл5дующему 
правилу умножен1я двухъ двучленныхь выраженй: Нужно умножить 
каждый члень множимоло на каждый члень множителя; если члены 
имъють одинаковые знаки, то предь произведещемь ихь надо ста- 
вить знакь =, если-же они имъють разные знаки, то предъ про- 
изведенлемь надо ставить знакъ —; затльмь собрать всъ эти част- 
ныя произведеня вмъеть и составить полное произведеняе. 

Правило относительно знаковъ частныхъ произведений выражается ча- 
сто для краткости такъ:одинаковые знаки дають =, разные дають—. 


49. Изъ предыдущихь статей слфдуетъ, что члень —6с, встрЪ- 
чающ!йся въ произведени двухъ двучленныхь множителей соотв$тот- 
вуетъ произведеню ихъ членовъ —В и с. 
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Ноэтому часто утверждають, какъ независимую истину, что 
—бЖже=—6с. 

Подобнымъ образомъ мы замфчаемъ, что соотвфтетвенно чле- 
намь —6 и —с, находящимся въ обоихъ двучленныхъ множителяхъ, 
является въ произведен!и этихъ множителей членъ 06; поэтому часто 
прямо утверждаютъ, какъ самостоятельную истину, что —6Ж —с=6с. 
Эти положення будуть разобраны и объяснены въ глав% У’. 


50. Правило, данное въ стать 48, остается справедливымъ для 
умножен1я всякихъ многочленовъ. это уяснится изъ разбора нфеколь- 
кихъ примфровъ. Положимъ напримфръ, что намъ нужно умножить 
44’ —Баб-+ 65” нь 29’ —3а6-н 46”. Искомое произведене здфеь будетъ 
24?(4а’—5аф +65”) —Зав(4а` —5а5-+-65”)-+467(4а’ —5а6-- 65°); 
такимъ образомъ мы получаемъ Е 
(За*—104°6-+-12%6”)—(129'6—15а6°18а6°) 

+ (169%'6?—920а53-+246*}, 
то-есть 
За“ — 10а: 12а76°—12а?6-+ 15а76"—18а63+16а'6°—20а6"-+246*. 

Этотъ результатъ согласенъ съ правиломъ. Если мы его упростимъ, 

собравъ подобные члены, то получимъ 


8а—29036 + 43476°—38а6°-+-246“. 
Все дъйстве удобно можетъ быть расположено слдующииъ образохъ: 

_ 44’— 59-65” 

2а’— Заб-н45“ 

За^“—10а36-+ 12а?’ 

—1246-+15а76°—18а6° 
+ 160765*—20а6*-+-245“ 
За“— 29036 -+-43476"—38а6 246“. 


51. Учашийся долженъ внимательно замфтить порядокъ предыду- 
щаго дЪйствтя. Выражен!я, которыя мы желаемъ умножить, здЪсь, какъ 
говорять, расположены по нисходящимь степенямь @а; ДБЙСТви- 
тельно, въ выражени 49’ —5аб-- 66” членъ, содержащий высшую сте- 
пень @, есть 49’, и онъ помфщенъ первымъ; за нимъ стоить —5а6, 
содержалий а; послЪднее-же м%сто занимаетъ членъ 66”, вовсе не 
содержащий @. Шодобно этому расположенъ п другой множитель 
24’— 3аф-+-46*. Частныя произведен1я размфщены такъ, что подобные 
члены приходятся въ одномъ столбц® и такимъ образомъ удобно могутъ 
быть собраны. . | 

Множители могли-бы быть размфщены еще такъ: 66“—5аб--4а 
и 46`—3Заб-+2а”; въ такомъ евлучаф они были-бы расположены 70 
восходящимь степенямъ буквы @. Можно располагать безразлично въ 
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томъ или другомъ порядкЪ, но нужно держаться одного и того-же по- 
рядка въ расположении множимаго и множителя. 


52. Еще`примфръ. Умвножить 22`85--4 на 25’ —314-+4. 
ДЪйств1е это можно произвести въ такомъ порядк$: 
22—35 4 
24'— 3х 4 
42“ 62—85 
—65`—94*—12х 
-=82*"+-125-+16 
45° 7х” 16 
%: ‚ Какимь образомъ произведен!е будетъь 42“ +72’-н16. 


53. Слёдующе три примфра заслуживають особаго вниман!я: 


@ 6 а — В аб 

а + Б а — 6 а — 6 

наб. а’ — аб а’ --аб 
а’ _— @6-- в" —@— 5” 

а’-+-За6--* —9аф-нЬ? а? ыы” 


Первый примръ даеть значене (а 6)(а-+ 6), то-есть (а-+6)’; 
мы нашли такимъ образомъ, что 
(«--Ъ)* =а-н3аф-н®’. 
Итакъ, хвадрать суммы двухь чисель равенъ сумм квадратовь 
обоихь этихть чиселъ, увеличенной ихъ удвоеннымь произведенлемъ. 
Зат$мъ мы имфемъ 
(а—5)*==а`—2а6-н 6". 


Такимъ образомъь квадрать разности двухь чисель равень суммь 
квадратовь этиль чисель безь удвоеннио ихъ произведеная. 


Наконецъ. 
(а-6) («—5)=а'— 5”. 
Такииъ образомъ ироизведене суммы и разности двужь чисель 
равно разности квадратовъ этихь чисел. 


54. Не лишне будетъ указать зд$еь на значен1е знака -Н, который 
иногда употребляется и носить назван1е двойнотю знака. 


Такъ какъ (ав) =а-=3а6-н5* 
И (а—6)* =а’—Заф--5°, 
То МОЖНО Писать (а 6) =а’ 5 29а-+6°. 


Такииъ образомъ знакъ -- показываетъ, что мы можемъ брать то 
знакъ +, то знакъ —; аб читается «а плюсь или минусь 6». 
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55. Выводы, данные въ ст. 53, доставляютъ простой случай при- 
ложен1я алгебры; мы можемъ сказать, что Алебра даеть намъ воз- 
можность доказывать обийя теоремы относительно чисель, также 
и выражать эти теоремы кратко. Наприм®ръ, выводъ (а-+5) 
(4—5)=@а’—6” довазываеть справедливость извЪетнато положеня и 
выражаетъ эту истину при помощи символовъ гораздо короче, чфмъ то 
можно сдфлать словами. | 

Существують друг1е выводы, нестоль важные, какъь т$ три фор- 
мулы, которыя даны въ ст. 53, но также заслуживающ!е вниман!я. Мы 
пои$щаемъ ихь здЪсь, чтобы учапийся могь справляться съ ними, 
когда въ этомъ представитея надобность. Ихъ легко провфрить перемно- 
жентемъ на самомъ дЪл$. ‚ № 


(а-+5) (&’—а6-н 5”) =аз-—5°, 
(4—6) (а-наб-нь”) =@— 63, 
(а-+5)8 =(а-+5) (а-26-н5?) =а-н За -н заб? 
(а —6)3=(а—5) (&—3а6- 6?) =а—3а6-+ 36—63, 
(6+) (сна) (ан) = б-не-нб (сна) (а--б)-2абе, 
— (6—® (—&а) («—В=а’ (ев) (а в)-не*6$—а), 
(абс) (Бенсанаб) = а? (6-нс)-+ 6? (с-на)-нс*(а-- б)-+Зафс, 
(ан 6-нс) (ие — 8 —ва—аб) =а-н63-н сз —Забс, 
(6-нс— а) (с-на— 5) (анбр-—в)=а(-ноб-б(се-на)нс (а) — а 


—6*— сз —Зафе 
(ан ф-+ с) = аз За?(-не)-н за(ф-нс)?-+ (6-е) 


м7 


=0 + За‘(6-нс)-+За(6”-—н26е-нс”)-+ 53-35 сн З6е2-нс* 


—а3-+ Ьз +0+39(6--6)-+86? (а+с)-+ 3с”(а-- 6) -нбабс. 


56. Пользуясь формулами, данными въ ст. 53, можно во многихъ 
случаяхъ значительно упростить дфйств!е умножен1я. Такъ напр. поло- 
жимъ, что намъ нужно умножить. о+б-нс--4 на а+6—— 4. это 
будетъ то-же, что умножить (46)-(с—9) на (а--6)— (са). По 
третьей формул$ мы будемъ имЪть 

\(а--Б-н(е-на){ } (а) —(с-+ а)! =(а--5)—(с-а). 


Теперь остается выразить (а-+5)” и (с-4)” но первой формул; 
такимъ образомъ окончательно будемъ имЪть: 
(ан ф-не+ а) (а —вс—а)=а- 0 246—с—9— 264. 


57. Изелждуя данные здфсь примфры, а также и вс$ т$, которые при- 
дется рёшать потомъ, учапийся убфдится въ справедливости слвдующихъ 
правилъ, касающихся результата умножения алгебраическихь выраженай. 


_ Алгебра. > 
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Число членовъ въ произведен1и двухъ алгебранческихъь выраженй 
никогда не можетъ быть больше произведен1я числа членовъ въ обоихъ 
выражетяхъ, но можеть быть меньше его, вел$детв!е упрощен!я отъ 
соединен1я подобныхъ членовъ. | 

Когда множимое и множитель оба расположены въ одинаковомъ по- 
рядк$ по степенямъ одной и той-же буквы, то первый и послёдн!й 
члены произведен1я не будутъ подобны другимъ членамъ. Наприм®ръ 
вЪ ст. 50 множимое и множитель расположены по степенямъ буквы 0; 
первый членъ произведен1я есть 8а“, а посльдий 244“, и нфть ни 
одного члена, который былъ-бы модобень этимъ. ДЪйствительно, друге 
члены содержать а въ степеняхъ ниже четвертой и такимъ образомъ 
они отличны оть 84, при этомъ всф они содержать а въ какой- 
нибудь степени, а потому отличны и отъ 240°. 

Когда множимое и множитель оба однородны, то и произведен1е 
ихъ также однородно, и изифренйе произведев1я равняется сумм% чи- 
селъ, выражающих изм$рен1е множимаго и множителя. Такъ въ при- 
иЪр$ ст. 50 множимое однородно и второго измфрен1я; множитель также 
однороденъ и второто изм$рен1я, поэтому произведене также однородно 
и четвертаго изи$реня. Въ прииЪр$ ст. 56 множимое и множитель оба 
однородны и перваго изм5рен1я; произведен1е также однородно и второго 
измфрен1я. Высказанное здЗеь и поясненное прим$рами правило имфетъ 
большую важность и служить признакомъ вфрности алгебраическаго 
счета, поэтому мы совзтуемъ учащемуся обращать большое вниман1е на 
измфрее членовъ въ получаемомъ имъ результат$. | 

Существуеть еще другое правило, которое часто оказывается по- 
лезнымъ, какъ признакъ вЪрности алгебранческаго счета, и которое мы 
можемъ назвать правиломъ симметрии. Положимъ, что нужно найти 
произведенте. 

(дна) (1-Нь-нс)(хне-а). 


ЭдЪеь а, би с вотр$чаются симметрично. Если мы поставииъ а 
виБето с и с вм$ето а, то измфнимъ только порядокъ множителей, 
но это не произведеть никакого изм6нен1я въ результат®. Подобно 
этому могутъ быть взаимно зам$нены @ и 6 или б ис, и это не произ- 
ведетъ изм нен1я въ результатф. Поэтому мы можемъ ожидать, что и 
результатъ будеть симметричнымь относительно а. 6, с, и мы най- 
демъ, что это дЪйствительно такъ. Результатъ этотъ будетъ 


2-2” (а-нб-с) +} ао? с?-+3(аб-нве-н са) ‹ 
—а“(6--с) +6*(с-на)-нс(а--б)- абс. 
Легко видфть, что это выражене симметрично въ отношени а, 6 
и с. Возьмемъ, наприм$ръ, коэффищентъь при 2°; онъ 2(а+0-6), 


то-есть 2а+20--2с; поэтому, еслибы учапийся получилъ результатъ 
несимметрически, напримЪръ такой: 2а--26-нс, то для веякаго зна- 
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комаго съ дБломъ было-бы очевидно, что въ вычислени должна быть 
ошибка. | 

Законъ симметр1и—одинъ изъ такихъ, съ которыми учалйся бу- 
детъ знакомиться постепенно, потому что ч$мъ дальше онъ будетъ по- 
двигаться въ изучен1и Алгебры, тбмъ чаще придется ему пользоваться 
этимъ закономъ. 


Ф Ф Ф ‘ 


оф ьюоьн 


11. 


25. 


29. 


Прим$ры умноженля. 


Умножить 2р—0 на 29-7. 

Умножить &”-+-Заб--25? на Та—56. 
Умножить а?—аб-+ 5? на а? а6—Ь?. 
Умножить &’—а6-+-26° на а’ аф— 26°. 
Умножить а’ Зах-на” на а’— Зах’. 
Умножнть 4?-+-445-—- 42” на @’—4ат-н Ал’. 
Унножить а^—Зах--65—5° на б-ка. 
Умножить 152?-+-189%5—-149” на 42°—ад—а?. 
Умножить 243-+41°+ 85-16 на 3—6. 
Умножить 24?—8ху-+99? на 2%—3у. 
Умножить 42’—324у—49° на 32—94. 
Умножить 2°—2/-+24/4—° на Х-У. 
Умножить 1-+.2у— 32 на х—-2у +32. 


. Умножить 22° +-324-+-44? на 32—45’. 


Умножить 2’ -+ 9” на дне”. 

Ухножить 4+ 6*-н с" бе-нса—аф на ань—с. 
Умножить д” — духу 1 на дну—1. 
Умножить 23+ 47°-57—294 на 2—4 -—11. 
Умножить 13—47 117—294 на 4х5. 
Умножить 21° —2- 3—4 на 42—31. 


`Унножить 2^-+-92-+2— 47—11 на 19-3. 


Умножить 12—51“ -+-1324°—2— 2-9 на ’— 2—9. 
Умножить 4—2 43-34 —9а--1 на а“ 2 3а’-нЗа-н1. 
Перемножить а—2, аня, и а’. 

Перемножить между собою х—3, 7—1, 21 и д. 


. Перемножить 72—71, х +1 и 4—1. 


Перемножить 2“— 23 --65°—с1-- 4 на д‘ --ал*— 1—4. 
Показать, что (х-- а)“ ==а‘--4а3а-н бх’а Аж на”. 


Показать, что 2(%+1)(2-+2) (2 3)+1=(-321)°.. 
| * 
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. Перемножить ых, 6-нх и сх. 

‚ Перемножить х—@, 7—0, хр си д— 4. 
. Перемножить взаимно а+-6— с, 4-+с— 6, 6+с—а паб. 
. Упростить (&--5)(6-нс)—(с-- 4) (4-на)—(а-в)(6—9а). 

‚ Упростить (а-=6-нс-на)?-+(а—6—в-- 4? (а—6-+е—4)’ 


+ (ан 6—в—а)”. 


. Показать, что (1-ну-2)“—(12°-н93-=2°) =3(у-н2)(г--х) 


(2+7). 


. Упростить (а-+-6 нс)”—@(б-с—а)—6(а-нв—6)—с(а6—с). 
. Упростить (2—9)*-= (2 9)*—3(#—9)'(«--у)-+3(«-у) 


(2—9). 


. Упростить (&-но с”) —(а-нб-нс (ав —в)(а-+е— 5) 


(б-+с— а). 


. Упростить (а 5” +5”) (аб + с)(а-6—в)(а-+с--6) 


(6-н—а). 


. Показать, что ж-ну (ху) =9(5 ху”) 


+829 (ху) (а--ау-у). 


‚ Показать, что 449(2°- у”) =( ху") — (—жу-у). 
42. 
. Перемножить (2—3 х-н2)” и д’ 62-1. 

. Умножить 2°-+а’—а5х(12°-на’) на 2°—на’—а(х-на). 
. Умножить (&«-Н5)” на (&— 6). . 

46. 


Доказать, что 42(2?— 9?) = (2-нху—ф)?— (2—9 УР. 


Если $=@--бв-нс, то доказать, что 


$(5—26)(5— 26) $($5—26)(3—3а) + $(53—2а)($— 26 


= ($3—2а)($—26)($—2с)+ 8абс. 
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58. ДБлене, какъ и въ Ариеметик$, есть обратное съ умножешемъ 
дЪйстве. Въ умножен1и мы находимъ произведен1е по двумъ даннымъ 
множителямъ; въ дфлени-же намъ дается произведен1е и одинъ изъ 
множителей, и нужно бываетъь опредфлить другой множитель. Этотъ 
опредфляемый множитель называется частнымь числомъ. 


59. Такъ какъ произведен1е чиселъ; обозначенныхъ буквами о и б 
представляется чрезъ @6б, то частное отъ дфленя аб на @ есть 6; та- 
кимъ 0образомъ 06: а=6, а также аб: 6==а. Подобно этому мы 0у- 
демъ имфть абс: а=6с, абс: 6 ==а6, абс: се=аб; а также абс : бс==а, 
ас: ас=0, абс: аб =с. Эти выраженя можно писать еще такъ: 


дос абс абс 

_ абс афс абс 
= =—(%., ——==6, > 
С 4С ао 


60. Положимъ, что требуется найти частное отъ д$леня 60а6бс на 
3с. Такъ какъ 60а6с =20а6 Хх 3с, то мы будемъ имфть 60абс: 3с==20а5. 
Подобно этому 60а6с: 4а=1566; 60а6бс: 5а6 =126; и такъ далЪе. 
Такимъ образомъь мы можемъ вывести слёдующее правило для дзлен1я 
одного одночлена на другой: сли численный коэффииленть и буквен- 
ное произведенае дълителя заключаются въ дълимомъ, то остальная 
часть дълимолю и будеть частное. 


61. Если численный коэффищентъь и буквенное произведене, изъ 
которыхъ состоитъ дфлитель, не заключаются въ дфлимомъ, то мы 
можемъ только указать дфлен1е при помощи соотв$тственнаго этому 
_ дДЪйствю обозначешя. Такъ, если Ба нужно раздфлить на 2с, то чаетное 


ВЪ этомъ случа можно только обозначить чрезъ 54:26с или ги. Въ 


нфкоторыхъ случаяхъ мы можемъ впрочемъ упростить выражен1е част- 
наго, пользуясь способоиъ, употребляющиися въ Ариехетик». Такъ, 
1546 
если нужно раздфлить 159°6 на 66, то частное будетъ а ^ ЗДЪеЬ 
дфлимое равно 36 Х Ба”, и дЪлитель=36Ж2с; поэтому, какъ въ Арио- 
метикз мы можемъ сократить множитель 36, встр5чающийся въ дфли- 
. У 


р) 
_момъ и въ дфлитель, и означить частное чрезъ а 
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62. Чтобы раздЪлить степень какого-нибудь числа на другую сте- 
пень того-же числа, нужно показателя послфдней степени вычесть изъ 
показателя первой. 


Такъ %:а’=ажахахаха: аха=ахаха=а*=а-”. 
Сл®довательно, если 7% и я будуть как1я-нибудь цфлыя числа, и 2 
| т 


| () 
больше 7, то мы будемъ имфть а" :а’ или пн 


2 
й : С 
63. Положимъ еще, что мы имЪемъ такое выражение —5. Мы мо- 


.@ 
Ж1 
жемъ написать его такъ ито: тогда, какъ въ ст. 61, мы можемъ 
[1 


2 
сократить общаго множителя а’. Такимъ образомъ получемъ ры 
- |й 
Точно также надо поступать и въ другихъ подобныхь случаяхъ. 


Слфдовательно, если 7% и 7 как!я-нибудь цфлыя числа и 7 меньше 7, 
от 1 
т. нп ре Ра 
то мы будемъ имфть 4”: 4” или Е 
2 


| , [1 
64. Положимъ, что вамъ представляется такое выраженте, какъ +8} 


| а\* | /а\“ аа 
его можно писать такъ (; ). Дъйствительно (т ) значить ОЕ 
| 6 р 6 
а 2 


а 
НХ, какъ мы знаемъ изъ Ариеметики и какъ будетъ пока- 


зано въ глав УШ. Подобнымъ-же образомъ можно объяснить и всякай 
другой такого рода случай. | 


СлФдовательно, если 7 какое-нибудь цфлое число, то 
а” _ (а п, 
=-() 
65. Аозда дълимое содержить болъе однозо члена, а дълитель 
состоить изъ одною только члена, то должно дълить каждый 
члень дълимало на этоть дълитель, и такзя отдъльныя частниыя, 


собранныя вмъстъ, дадуть полное частное. 
аб—- сб 


Такъ—__=а—с, потому что (а— с) =а6— сб. 
&__ 
-. ео 4, потому что (6— с 4)аф=а9* — абе-наба. 


Въ первомъ принфр мы видииъ, что соотвЪтетвенно члену аб въ 
дфлимомъ и дфлителю 6 получается въ частномъ членъ а, и соотвЪт- 
ственно члену—сб въ дёлимомъ и дфлителю 6 въ частномъ получается 
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Въ ст. 49 мы уже сказали, что допускаемъ пока слфдующия поло- 
жен1я, которыя будуть объяснены впослф дети. 


бх —с=— 6, —бЖ—6в=66. 
Подобнымъ-же образомъ можно допустить и сл$дующля положеня: 


Такимъ образомъ, въ дфлен1и какъ и въ унножен1и, знакъ частнаго 
выводится изъ зваковъ дфлимаго и дфлителя по тому-же правилу: оди- 
наковые знаки дають —, разные знаки деють —. 


66. Когда дфлитель, равно какъ и дЪлимое, содержитъ болфе одного 
члена, то дЪйств!е алгебраическато дзлен1я должно производить подобно 
тому, какъ въ ариеметикв производится дзлен1е мнотозначныхь чиселъ. 
Въ этомъ случав должно поступать по слфдующему правилу. 

Расположить дълимое и дълител по. степенямъ одной в той-же 
буквы, оба по востодящимь или оба по нистодящимь. 
| Найти, сколько разъ первый члень дълителя заключается въ 

первомь члень дълимаю, и принять этотз результать за первый 
члень частнаязю. 

Умножить весь дълитель на этоть членъ, и произведеняе вы- 
честь изъ дълимаяю. 

Онести столько членовь дълималю, сколько требуется в® дан- 
номь случа, и повторять указанное дъйотвве, пока не будуть сне- 
сены вс члены. 


Примфръ. Раздёлить &^—2аб-+ 6* на а—6. 


Д\Ъйств!е можно расположить въ такомъ порядк*: 
а*— За +6 |а—65 
а*— аб а—6 
—а6-5* 
—аб-+5* 


Основан1емъ такому правилу служить то, что вее дфлимое можЕо 
разложить на столько частей, сколько понадобится, и найти полное 
частное, взявъ сумму вс5хъ отдфльныхъ частвыхъ. Такъ, въ предыду- 
щемъ примфрф а’—2а6--6* дЪйетвительно разлатается при помощи 
дфйств1я дЪлен1я на двф части, именно на часть а*—аб и на часть 
—@6-+6*; каждая изъ этихъ частей дфлитея на а— 6; такимъ образомъ 
мы и получаемъ полное частное а—6. 


67. Можетъ случиться, какъ и въ Ариеметик$, что дфлен1е нельзя 
в точности выполнить. Такъ наприм$ръ, если мы будемъ дЪлить 
а2—906-+-2? на а—6, то получимъ, какъь раньше, въ частномъ а— 6, 
но зат$миъ здЖесь бдеть остатокъ 6“. Результатъ выражается въ этомъ 
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случа подобно тому, какъ это принято въ Ариеометик®; мы пишемъ 
а—2аф--96* 2 0% | 
О 2 Я то-есть, что здесь есть въ частномъ ц%- 


р" 
лая часть а—6 и дробная часть уавИЕ Ёъ разсмотр5н1ю алгебраиче- 


скихъ дробей мы возвратимся въ глав$ У Ш. 


68. Важно замфтить слздующие примЪры: 


28—03 д—а 2—0 да 
18—10 22+да--а? 2“ — за |143 + х2а-н да? а? 
‘а— а? пЗа— а 
а—то’ 234—420’ 
_ ло? — аз да’ — а“ 
да’ — 08 2207 — 12а? 
-- ая аи 
ха — а“ 


Учаш!йся легко можетъ провфрить также сл5дующ1е случаи 
дъленя: 


2—2 2—2 мн 
—_=2—; —_ = ана —@. 

д а не ЕВ 0 

28 +93 на? 

| =2’— дача’; =“ анаа’ —моз-на“. 
ра ’ д-а 


Каждый ‘изъ этихъ примфровъ дзлен1я доставляетъ и примЪръ 
умножен1я, такъ какъ произведене дълителя на частное должно рав- 


няться дфлимому. Такимъ образомъ мы получаемъ слфдующие, заслужи- 
вающ1е внимая, выводы: 


д’ — а? =(х-а)(х—а), 
28 —@8 =(5—а)(2*- ха-на?), 
28—наз =(х-а)(’—ха-на’), 
2—0 =(х—а)(2-+л?а-нха? +а`), 
2— а“ = (п а)(13 —2а-н ла? — аз), 
2’ а?=(а-на)(х“--л23а-нха? —хаз-на’). 
69. Учащемуся полезно будетъ обратить вниман1е на сл$дующее: 


2“ — а” всегда длится на х— а, будетъ-ли показатель ® четное 
или нечетное ц$лое число. 


1"—@” длится на х--а, если показалель ® будетъ четное цЪлое 
Число. 


”-н-а” длится на т-на, если показатель я будетъ нечетное цз- 
лое число. 
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Учанийся легко можетъ убфдиться въ справедливости этого ва, вся- 
комъ частномъ прим$р5; впослфдотв1и-же мы дадимъ общее доказатель- 
ство этого въ глав ХХХШ. 


70. Съ помощью выводовъ, полученныхъ въ предыдущихъ статьяхъ, 
мы часто можемъ разлагать алгебраическ1я выражен1я на множители. 
Такъ, что бы не означали 4 пи Б, мы имфемъ 

А?— ВБ? =( А-- В)( А-В), 
и учащуйся часто будетъ имфть случай пользоваться этимъ общимь вы- 
водомъ для различныхь видовъ выражений Ан Б. НапримЪръ, поло- 
_ жимъ, что А=а’ и В==6?, такъ что .4*=0 и Б?=а* ; Тогда мы бу- 
демъ имЪть | 

о — 61 = (а? +?)(а— 62), 

а такъ какъ а? —0?=(а-6)(а—Ь), 
то а — 6“ = (а? + 12) (а--5)(а—5)._ 

Положимъ еше 4 ==а3 и В=63, такъ что А*=а и В*=0°; тогда 
будемъ имЪть 
а—6° = (93 +63) (а 8—63), 

а такъ какъ по ст. 68 
аз + 63 =(а--6)(& —а6-н 6?) 
аз — 63 =(а—6)(а?--а6--5?), 
то 
аг— 68 = (а 6)(а— В) (а -наб-нь?)(а*—аф-- 5”). 
_ Положимъ еще А =а“ и В=ё’, такъ что Аа н В? =6°; тогда 
МЫ в ПИТЬ: | 
8—8 = (а*-1-0*)(%— 6 
= (@^-н6*) (42 +-62)(а-+5)(а—6). 
Возьмемъ еще формулу | | 
—Бз=(А— В) (А*- АВ--В°), 
н положимъ, что .4=94’ и Б=6”; тогда получимъ 
8—8 = (0—5?) (на); 
 равнивая это съ только что доказаннымъ выводомъ 
8—8 =(а-н5) (9—5) (наб?) (и—а6-5°), 
мы заключаемъ, что 
(в-наф-н р) (#— а?) = +в’ 5". 
Это легко можетъ быть повфрено по способу ст. 56. ДЪйствительно 
(наф 5?) (а’—а6--5*)=(а-9*-на) (а-н6’— аб) 
= (&*-=5”)—в 6" 
—= (а*-н 2а°6*-н 6*—-а26? 
—=а^‘-+ 0291“. 
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Въ н%которыхъ случаяхъ мы можемъ также сдБлать полезныя при- 
ложен!я этихъ формулъ къ ариеметическимъ вопросамъ, Напрямръ 


(127)2—(123)? = (127-+123) (127—123) 
—250%4=1000; 
такинъ образомь значене (127)°—(128)” получается гораздо легче, 
чфмъ путемъ возведеня въ квадратъ 127 и 123 И вычитан1я второго 
результата изъ первато. 
Слф дующие  добавочные примбры также заслуживаютъ внимания: 
(а? -+-а6/ 2-62) («2 —абУ 2-1?) = (а? 62)?—(абИ 2)? 
= 01-9262 6*— 24721? 
—=@“-н В“. 
и вь в (о? —аБ/ 3+2) = (@1-+52)—аЫ/ 3) 
=0“-+ 94242 4+-6*— 3424? 
= 0—2 В“. 
аб Ь6 == (а? 52)(а*— а? 6") 
—= (а2-+ 62) (ана / 83—12) (а?—в/ +). 
71. Дополнимъ эту главу еше слёдующими примфрами дфленя. 
Раздфлить 84“'—29а36-+434262—38@3-+246* на 2а2—3Заб-н 46“. 
Ва —22436-+43426?—38а63-246* | 24? —Заб-+ 46? 
За —19 03616426? 442— 5аб-+ 66? 


— 10436-+27а26? —38а63 

—10а30-+-154262—90а0° 
124262—18а63-+-246* 
124212—18а43-+946* 


Частное будетъь 442 —5аб-н 60”. 

Раздфлить 123 — (ан 6-н с)? аб-нфе-нас)х— абс на х—а. 
л3—(анб-нс)л?-н(аб-нбе-нас)х— абс | х—а 
д3— (а? ‚+ д — (6+ с) 66. 


—(6-+с)л?-+ (аб-нфе-нас)х 
- (6-+с)22-(а6 — -асх 
сх — @6с 
бет — абс 
Частное будетъ 22 — (б-нс)х-н вс. 


‚Эти два примфра приводять насъ къ слфдующему заключен!ю: 
Когда дзлимое и дфлитель однородны, то однородно также и частное; 


ПРИМЪРЫ ДЪЛЕНИЯ. а: Я 


причемь измфрен!е частнаго равно разности или избытку числа, вы- 
ражающаго изм5рене дЪлимаго надъ числомъ, выражающимъ изм рене 
дфлителя. См ст. 51. 


Прим$ры дъленля. 


‚ Раздлить 23-+1 на х-+1. 
‚ РаздЪлить 2743-83 на 3х 234. 
‚ РаздЖлить «3—2 а?-+ 13 на а- 6. 
‚ Раздёлить 43 —2а26—3а0? на а. 
‚ Раздфлить 642'—1/° на 27—94. 
. Раздёлить ан? на а. 
. РаздЪлить 43— а?у 42—53 нах—у. 
. Раздфлить 23—71—6 на 2—3. 
. РаздЪлить 32°” на Эх-ну. 
‚ Раздфлить 25—2/^у-+ 2/39? ?уз--2у“—° на 23—5?. 
. Раздф лить х“-+а3—412-55—3 на 2725—3. 
‚ Раздфлить а^-+ 24242-+-96* на а? 2аб-+36?. 
. Раздёлить %'— 6° на аз о26-+3аб?-Н 6. 
. Раздёлить 324“ 54а3—816* на 2а-+ 36. 
‚ РаздВлить 2—223-+1 на 22—91. 
. Раздфлить 2°’—62“-- 912 —4 на 22—1.. 
. РаздЪлить о‘ +а36—8а2.2+-19943—156* на а? Зав - 5. 
. Раздфлить произведене 2°—12х+-16 и 24`—127—16 1 
12—16. — 
19. РаздЪлить произведене 43 —271 и 2—3 а на 
18—34:2482—1. 
20. Раздлить произведеве 22—х—1, 222--8, х'-д—1их—4 
на 2“— 322+. 
21. Разд лить произведен1е а’нах-на? и а-на? на ино. 
22. Раздфлить произведене 2“— 423 а-+ 622а?— Алана" и 
2 хана? на 2*—223а-2508—а°. | 
23. РаздЪ лить оз а? 426 —афс—26— с? на а?— с. 
24. Разджлить 323-+ 4465 —6а6'х— 44303 на хаб. | 
25. Раздфлить произведен!е 23—32?—8х—1, 2"—25--1 ия—1 
На д“— 426241. 
26. Раздёлить 6а*—©3$-+ 9426? 13963-+ 46* на 2а*—За6-+ 45". 
27. Раздёлить 23-3 35у— 1 на д у-—1. 


= ра | 
—ы Фе ФФ < Хх © > 


ОО =1 < м + ® № 
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28. Раздфлить аз-н6З—с3-+-Забс на а-ы в — с. 

29. Раздфлить 2%'6—550*—114563-- 5961—2636 Та? 
—12а6' на а“^— 403 6-ноЬ"-Заьз. 

30. Раздфлить а60“+-9066*“— ас? — $*с* на аб-нас—6с. 

31. РаздЪлить произведене анб—с, абс и б+с—а4 на 
а“— 6*—с^+-266. = 

32, РаздЪлить (аб-нс)(аб--бе-нса) —абс на ан 6. 

33. Раздфлить (4“—6с)3—85353 на абс. 

34. Раздфлить 6(х3 —а)-н+ах(21^ — а) на (х—а) на (а-+5)(х—а). 

35. Раздфлить 293-+-993г— лу 2-н уг? — 23у— уг 432—523 на 
уе—х. 

36. Разд®лить &*(6-нс)—6*(а-нс)-нс(а-нь)-набс на а б-нс. 

37. Раздълить (а—6)23-—н (63— аз )х-наб(а?— 6?) на 
(а 6 )х-на? —6°. 

38. Раздёлить ал? —а0?+ 2х—23 на (В )(а-—м). 

39. Раздфлить (6-—с)аз-+(с— а) (а—6)с3 на а? —аб— ас бес. 

40. Раздфлить (ал-н бу)? (ау—6х)2-н сн о?у? на х2-ну?. 

41. Раздфлить 020—622-на2х—43 на (х—н6)(а—%). 

49, Разложить а? —6? —с?+4—2(а4— 06) на два множителя. 

43. РаздЪлить 6(12°-+-а3;+а%(1? —в?)-н+аз(х-на) на (а 5)(х-на). 

44. Показать, что (122— 2у-+4?)3-+ (12 2у-н4?)з дфлится на 
212-942. | 

45. Показать, что (х-+9)'—57— 9" длится на (дн ху-ну?}?. 

46. Ели А=бс—?, В=са—0?, С=аб-?, Р=97—9, 

А ВО-Р? 

)=ур—64 и В=р—ст, то найти значен1е величинъ Я 


СА? АВВ? ОВК-АР ВР—ВО РоО-—СЕВ 

Ь ’ Е * р Ч о“ 

47. Разложать &'— 5" на пять множителей. 

48. Разложить 4920?—(@?-+ 6? —с?)? на четыре множителя. 

49. Разложить 4(а94-+6с)— (а? —62—с?-+4^)? на четыре мно- 
жителя. 

50. Показать, что (а9-—65)2-+-(62— су)? (сл—а2)*-н(ах-н бу 
—-с2)? дфлится на а -НО?-+-с? и на 22-222. 
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ГЛАВА \. 
Отрицательныя количества. 


12. Въ АлгебрБ нанъ приводится низть дЪло съ такимъ вычита- 
в1емъ, выполнить котораго мы не можемъ, потому что число, которое 
нужно вычесть, больше того, изъ котораго требуется его вычесть. На- 
примёръ, мы знаемъ слф$дующее соотношен1е а— (0+) =@а-—6—с; 
положимъ, что а=17, 6=1 и с=3, такъ что б-нс=10. Но соотноше- 
не а—(6-+с) =а—6—с не явно предполагаетъ, что б-нс меньше а; 
если-же мы пренебрежень этимъ предположенемъ, то получимъ 
1—10=1—7—3; и такъ какъ 7—7 есть нуль, то мы окончательно 
могли-бы писать 7—10=—3. 


13. При такомъ способ$ писан1я равенства 17—10 =—3 мы можемъ 
подразум$вать сл$дующее: «10 изъ 7 вычитать нельзя, но если вычесть 
Т изъ 10, то остатокъ будетъ 3». 


14. Съ первато взгляда учащемуся пожалуй покажется невфроят- 
НЫМЪ, Чтобы такое выражен1е какъ 17—10 мотло ветр$титься на прак- 
тик$, а если-бы и встр$тилось, то могло-бы произойти единственно или 
отъ ошибки, которую сейчасъ-же можно исправить, или отъ того, что 
предложена такая задача, р5шить которую, очевидно, невозможно, а по- 
тому слБдуетъ просто бросить. Но по м5рЪ того, какъ учащийся будетъ 
подвигаться въ своихъ занят1яхъ дальше, онъ напротивъ будетъ нахо- 
дить, что такля выражен1я встрёчаются часто; можетъ напринфръ слу- 
читься, что 4—6 представится въ началЪ какого нибудь продолжитель- 
_ нато изелфдован1я, когда не легко рфшить сразу, будетъ-ли @ больше 
или меньше 6. Предметъ настоящей главы будетъ состоять въ томъ, 
чтобы показать, что въ подобныхъь случаяхъ мы можемъ вначаль 
предполагать, что больше 6, но что если окончательно оказалось-бы, 
что & меньше 6, то мы все-таки могли-бы воспользоваться нашимъ 
изелфлован1емъ. 


15. СдЪлаемъ одно пояснен1е. Положимъ, что въ одинъ годъ купецъ 
имфетъь известную прибыль, выражающуюся извфетнымъ числомъ руб- 
лей, а на другой годъ онъ терпитъ убытокъ въ извъстное число рублей; 
спрашивается, какое измфнен1е произошло въ его капиталь? Пусть @ 
будетъ прибыль перваго года, выраженная въ рубляхъ, и 6 убытокъ 
второго года, выраженный тоже въ рубляхъ. Тогда, если & больше 6, 
то капиталь купца увеличился на а— 6 рублей; если-же 6 больше &, 
то капиталь его уменьшился на 6—а рублей. Въ этомъ послфднемъ 
случа$ а—6 показываетъ, что въ ариеометическомъ смысл$ такое вычи- 
тан!е не возможно; но въ Алгебр$ нашли удобнымъ удержать для по- 
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казантя изифненая въ капиталЪ разность а—0, которую мы можемъ 
надлежащимъ образомъ истолковать. Такъ наприм$ръ, если в=400 
иб=500, то капиталъ купца подвергся уменьшен1ю въ 100 рублей; 
что выражается символически такъ 


400—500 = —100, 


и мы можемъ даже перевести эти символы въ слова, говоря, что капи- 
таль купца увеличился на «минусъ 100 рублей». Такля выражен1я 
неудобны, разумЗется, въ обыкновенной рЪ$чи, но для математика они 
понятны, и онъ основательно и логически умЪфетъ пользоваться выте- 
_кающими отсюда выводами. 


76. Существуеть много случаевъ, подобныхъ предыдущему, въ 
которыхъ для насъ бываетъ удобно имфть возможность представить не 
одну только величину, но также и то, что можно назвать #04еством 
или особенностью тзхъ предметовъ, о которыхъ мы разсуждаемъ. Въ 
предыдущемъ случа извЪетная сумка денегъ можетъ быть яреюбрътаема 
или теряема; въ вопросахъ, относящихся къ хронолог1и, мы можемъ 
отличать время, предшествующее извфетной эпохф, отъ времени 7о0- 
647501 ующало за нею; въ вопросахъ о положении мы можемъ отличать 
разстоян1е, изм$ряемое къ съверу отъ извЪетной постоянной точки, 
отъ разстояня, измфряемаго къ 0% отъ нея; и такъ далЪе. Так1я пары 
относительныхъ величинъ математикъ различаетъ посредствомъ знаковъ 
и —. Такь, если, какъ въ предыдущемъ примфрЪ, нужно отличить 
прибыль оть убытка, то мы можемъ обозначить прибыль +100 или 
просто 100, а убытокъ —100, если величины ихъ равны 100. Или мы 
могли-бы обозначить убытокъ чрезъ +100, а такую-же прибыль чрезъ 
—100. Здесь нужно замфтить два обстоятельства: вопервыхь, что когда 
не употреблено никакого знака, то надо подразумЪть знакъ +; 606то- 
рыхь, что знакъ — можно приписать той или другой изъ относитель- 
ныхъ величинъ, и тогда во всемъ изел$довани другой величин$ дол- 
женъ будетъ принадлежать знакъ —. 


11. Въ Ариеметик мы имфемъ дЪфло только съ числами, пред- 
ставляемыми символами 1, 2, 3, и проч. съ промежуточными между 
ними дробями; въ Алгебр$-же, кром$ этихъ чиселъ мы разсматриваемъ 
еще другой рядъ символовь —1, —2, —3, и проч. съ промежуточными 
дробями. Символы, предъ которыми стоитъ знакъ —, называются 07- 
рицательными количествами, а символы, предъ которыми стоить 
знакъ , называются положительными количествами. Спиволы, не 
пыБющ1е передъ собою знака, разсматриваются какъ имфющ1е знакъ +. 

Абсолютной величиной какого нибудь количества называется 
число, представляемое этииъ количествомъ независимо отъ знака, 
 стоящаго предъ количествомъ. 


18. Въ предыдущихъ главахъ мы дали правила Сложеня, Вычи- 
тан1я, Умноженя и Д$лен1я алгебраическихь выраженй. Правила эти 
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основаны на ариеметическихь понят1яхъ и остаются справедливыми до 
_т5хь поръ, пока эти выражен1я представляютъ собою величины разсматри- 
ваемыя Ариеметикою, т. е. величины положительныя. Такъ, когда 
мы вводимь такое выражен1е, какъ &—0, то предполатаемъ, что би В 
положительныя величины, при чемъ а больше 6. Но если мы пожелаемъ 
потомъ распространить наши разсужденя и на оприцательныя вели- 
чины, то необходимо будетъ возвратиться вновь къ разсмотрён!ю этихъ 
основныхь дЪфйствй. Нашли удобнымъ допустить, что правила основ- 
ныхъ дъйств!й должны быть одни и т®-же, обозначаютъ-ли принятые 
символы иоложительныя, или отричательныя количества; поэтому 
мы должны обезпечить это удобство при помощи надлежащихъ опред®- 
лен1й. ДЪйствительно нужно замфтить, что дфлать опредфлен1я нахо- 
‘дится въ нашей власти; наприн$ръ умножене опредфлено въ Ариеме- 
тик для положительныхъ количествъ, и мы, естественно, должны удер- 
жать это опредзлен1е; но умножене отримательныхь количествь 
ИЛИ положительно и отрицательнаю количества еше не было 
опредфлено, и эти термины остаются пока не им$ющими смысла. По. 
этому отъ насъ зависитъ опредфлить ихъ какъ угодно, лишь-бы по- 
томъ уже разъ на всегда держаться этого опредзленя. 


19. Учанийся долженъ помнить, что онъ еще не въ состоя судить 
объ удобств, которое можетъ послФдовать, какъ мы намекнули, отъ 
разсматриван1я основныхъ законовъ алгебраическихь дЪйств!Й постояч- 
ными ий неизизнными и отъ усвоеня бол5е обширнато понят1я такимъ 
словамъ, какъ сложен1е и умножен1е, съ цзлью обезпечить ихъ неиз- 
иБнность и постоянство. Онъ долженъ пока ограничиться наблюден1емъ 
за върностью выводовъ, получающихся на основан1и опредфленай. По м5рЪ 
того, какъ онъ будетъ подвигаться дальше, онъ увидитъ, что Алгебра 
много выигрываетъ въ могуществз и полезности, благодаря введентю 
ВвЪ нее отримолтельныхь количествь и распространен!ю смысла основ- 
ныхъ дфйствлй. И онъ убфдится, что хотя символы + и — повидимому 
употребляются для двухъ цфлей, именно согласно съ опредзлен1яии 
ст. Зи 4и согласно условю ст. 76, но никакого противорзч1я или 
недоразумн1я изъ этого обстоятельства всетаки возникнуть не можетъ. 


30. Два количества называются равными и могутъ быть соединены 
посредствомъ знака ==, когда они имЪютъ одно и то-же численное 
значене и одинъ и тотъ-же знакъ. Такимъ образомъ они мотутъ имЪть 
одну и ту-же абсолютную величину и быть не равными между собою. 
Напримфръ Ти —7 имзютъ одинаковую абсолютную величину, но 
они не мотутъ быть названы равными. 


31. Въ Ариеметикф цфлью сложеная служптъ нахожден1е одного 
числа равнаго совокупности вефхъ единицъ и дробей, содержащихся въ 
другихъ данныхъ чиелахъ. Такое пониман1е сложеня не примфнимо’ къ 
отрицательнымъ количествамъ, т. е. мы еще не знаемъ смысла выра- 
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жен1й «приложить —3 къ 5», «приложить — 3 кь —5». Поэтому мы. 
должны дать опредфленный смыслъ словамъ сложить, приложить въ та- 
кихъ случаяхъ, и предлагаемый нами смыслъ опрэдфляется слфдующими 
правилами: Ч47обы сложить два количества сь одинаковымь зна- 
комь, нужно сложить абсолютныя величины этихь количествь 
и поставить предь суммой знакь этихь количествь. Чтобы сло- 
жить два количества съ разными знаками, нужно вычесть менз- 
щее по абсолютной величин изъ большолю и предъ остоткомь по- 
поставить знакъ тою количества, которое имъеть больииую абсо- 
лютную величину. 

Такъ, по первому правилу, если мы сложимъ 3 и 5, то получимъ 
3, и если мы складываемь —3 и —5, то сумма будетъ —8. Шо вто- 
рому правилу, если мы сложинъ 3 и —5, то получимъ — 2, если-же 
складываемь —3 и 9, то получимъ 2. 


2. Легко видЪть, что данныя выше правила лишаютъ слово сложить 
ето обыкновеннато ариеметическато смысла, пока дфло идетъ о сложении 
‚такихъ количествъ, какя разсматриваеть Ариеметика, т. е. по- 
ложительныхъ, но за то даетъ смыслъ этому слову въ т$хъ слу- 
Ччаяхъ, тдБ оно раньше не имфло смысла. Читатель можеть пожалуй 
возразить, Что слову сложить не дано никакого новаго 07ре- 
дъленая, но что дано лишь правило для складывая двухъ количествъ. 
На это мы можемъ отвфтить, что практическое употреблен1е опредтьле- 
ния покажетъ намъ, что мы употребляемъ это слово правильно и осно- 
вательно и данныя выше правила обезпечатъ эту цзль въ настоящемъ 
случаз. 


83. Но эти правила вовсе непроизвольны, то-есть учашайся легко 
можетъ всегда убфдиться, даже на этой ступени его познан1й, что они. 
несомнфнно имфютъ большия преимущества. Такъ, чтобы воспользоваться 
численнымь примфромь, даннымъ выше, положимъ, что кто-нибудь 
имфетъ получить отъ одного лица 3 рубля и отъ другого 5 рублей, 
тогда мы можемъ сказать, что онъ обладаетъ 8 рублями. Но положимъ, 
что онъ должень одному лицу 8 рубля и другому 5 рублей, тогда онъ 
долженъ всего 8 рублей; на это можно смотрфть, какъ на истолковане 
смысла символа —8, происходящаго отъ сложен!я —3 и —5. Цоложимъ 
теперь, что ему приходится получить 3 рубля и заплатить 5 рублей, 
тогда онъ остается въ долзу на 2 рубля; на это можно смотрзть, какъ 
на истолкован1е символа —2, происходящаго отъ сложеня Зи —5. 
Наконецъ положимъ, что ему нужно получить 5 рублей и заплатить 
3 рубля; это можно понимать такъ, что онъ обладаетъ 2 рублями, и 
это можетъ служить объяснен1емъ того, что отъ сложеня —3 и 5 Шо- 
лучается 2. 


84. Такимъ образомъ въ Алгебр® сложене не предполагаетъ веоб- 
ходимо увеличен!я въ ариеметическомъ смыслф, п тфмъ не менфе для 
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обозначентя результата употребляется также слово сумма. Иногда, когда 
иначе могла-бы оказаться неясность въ этомъ отношени, употребляется 
 терминъ алебраическая сумма, чтобъ отличить этотъ результатъ отъ 
ариометической суммы, которая получилась-бы отъ ариеметическаго 
сложетя абсолютныхь величинь разсматриваемыхъ членовъ. 


85. Положимъ теперь, что намъ нужно сложить пять количествъ 
—2, +5, —13, —4 и +8. Сунна —2 и 5 есть +3; сумма +3 
и --13 есть —10; сумма —10 и —4 есть —14; сумма —14 и +8 
есть —6. Такимъ образомъ — 6 будетъ искомая сумма. Но мы можемъ 
сначала найти сумму отрицательныхъ количествъ: —2, —13 п —4, 
что дастъ —-19; потомъ найти сумму положительныхъ количествъ: 
5 и +0, что дасть +18. Тогда искомая сумма приметь видъ 
--13—19, то-есть —6, какъ и раньше. Легко убЪдиться, съ помощью 
повфрки, что результатъ получится одинаковый, каковъ-бы не быль 
порядокъ, въ которомъ мы беремъ члены, то-есть —2—18-+5-+8—4, 
8—18—2—4-+5, и такъ далфе ве даютъ —6. 

86. Положимъ теперь, что намъ нужно сложить два или боле 
алгебраическихъ выражений, наприм5ръ 2а—36+4си —а— 26-34. 
Мы получаемъ для ихъ суммы 


94—36-=Ае—а —9б-не-нэа. 
Здфеь мы можеиъ соединить вмфст® подобные члены; такъ 
| 2а—а=а, —36—96=— 56, 4е+с=5с, 
_и сумма будеть .- або Бе-эа. | 


Такииъ образомъ мы можемъ дать слёдующее правило для алге- 
браическаго сложен1я: Нужно написать члены въ одной строк съ 
ими знаками, каке у нить есть; собрать вмъстт подобные члены 
и наконець расположить члены результата, въ извюстномъ порядкь. 


37. Бъ ариеметическомъ вычитан1и намъ всегда приходится отнимать 
нЪкоторое число, называющееся вычитаемымь, отъ другого числа, 
которое называется уменьшаемымь, причемъ полученный результатъ 
называется остаткомъ. Итакъ остатокъ можно опредфлить какъ такое 
число, которое должно приложить къ вычитаемому, чтобы получить 
уменьшаемое, а цбль вычитан1я состоитъ въ нахожден1и этого остатка. 


Т%мъ-же самымъ опредзлен1емъ мы будемъ пользоваться и въ алге- 
браическомъ вычитани, то-есть будемъ говорить, что при вычитани 
`намъ нужно найти такое количество, которое должно приложить къ ВЫ- 
читаемому, чтобы получить уменьшаемое. Изъ этого опредзленя выте- 
каетъ слдующее правило: Нужно измънить знакъ каждаю члена 
в вычитаемомъ, и полученное такимь образомь выражете прило- 
жить къ уменышаемому; результоить будеть искомый остаток. 


ДЪйствительно, легко видЪть, что если къ составленному такимъ 
образомъ выраженю мы приложимъ вычитаемое, приписывая каждый 
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членъ съ принадлежащимъ ему знакомъ, то всф члены вычитаемато 
исчезнуть и останется уменьшаемое, которое мы и искали. 


| 88. Обратимъ теперь вниман1е на другое обстоятельство. Соглаено 

нашему положеню сумма а и —6 означается посредствомъ а— 6; 
если мы вычтемъ —6 изъ @, то результатъ будетъ а-+6; сумма —а, 
6 и —с будеть —а-+6—с, и такъ дал5е. Но до сихъ поръ мы по- 
лагали, что самыя буквы представляють положительныя числа; на- 
прим$ръ, когда мы говоримъ, что сумма наи —6 есть а— 6, то а 
можетъ равняться, положимъ, 6, а 6 равняться 10; но положиимъ, что а 
есть —б6 и В есть —10, окажутея-ли наши правила пригодными и 
здесь? Такъ какъ 6 есть —10, то —6 или — (—10) естественно 
приметъ значене 10, а а или + (—6) будетъ имфть значеше — 6, 
сумма-же 10 и —6 есть 4. 


89. Такимъ образомъ, если @ само по себ$ отрицательное коли- 
46760, ТО мы можемъ понимать его какъ а и какъ — 4; смыель 
этого будетъ сл$дуюпий: пусть «=—%, такъ что о есть положитель- 
ное количество, тогда +-@ или +(—&)= —, а —а или —(—а)= а, 
Въ предыдущей статьБ мы сказали, что такой смыслъ естественно 
слБдуеть изъ сказаннаго раньше; но впрочемъ не представляетъ большой 
важности, будемъ-ли мы разсматривать такое пониман1е какъ слЪдетв1е 
предыдущаго, или будемъ смотрфть на него, какъ на новый способъ 
истолкован1я. Наибольшая важность состоитъ въ томъ, чтобы польЗо- 
ваться принятыми правилами однообразно и послБдовательно, разъ они 
уже допущены. 

Такъ какь +(—“)=— жи —(—&)=&, т.е. +0, то мы моженмъ 
высказать относительно знаковъ то-же самое правило, какъ и раньше, 
именно одинаковые знаки дають =, разные —. 


90. Въ умноженш нужно разсмотр$ть четыре случая. Пусть @ и 
6 означаютъ два числа, тогда намъ нужно будетъ разсмотрфть 

9х 6, —аж-6, --ах— 6, —ах-$. 

Первый случай представляеть обыкновенное ариеметическое умно- 
жене и не требуеть никакого замфчан!я. Обыкновенное опредфлене 
умножен1я прилагается равнымъ образомъ и ко второму случаю; дЪй- 
ствительно, положимъ, напримфръ, что 6=3, тогда —аж3 показы- 
ваетъ, что —@ должно повториться 1ири раза, то-есть въ результат 
умножен1я мы будемъ имфть —а—@а— а илй — За. Итакъ 

—аж-нр=— аб. 

Въ двухь другихъ случаяхъ множитель отрицательное количе- 
ство, велфдетве чего общее ариеметическое понят!е объ умноженш 
здБсь не приложимо; поэтому мы должны съ помощью надлежащаго 
опредфленя дать смыслъ этому термину въ настоящемъ случа$. Но мы 
замёчаемъ, что когда множитель— положительное число, то знакъ мно- 
жимаго сохраняется въ произведени, а потому сдфлаемъ слфдующее до- 
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пущен1е: Аозда множитель—отрицательное число, то нужно про- 
извести умножене такъ, кокъ будто-бы множитель быль положи- 
тельнымь, а потомь измьнить въ произведени знакъ. Отеюда мы 
непосредственно заключаем, что 

аж —6=-6 и —аж— 6 =ноф. 

91. Такимъ образомъь вы получаемъ слфдующее правило: Чжиобы 
неремножить между собою два количества, каковы бы не были илъ 
знаки, нужно умножить ихь, не обращая вниманля на знаки, и 
иредь произведетемь поставить —= или —, смотря по тому, 
будуть-ли оба множителя съ одинаковыми знаками, или съ разными. 
Какъ уже было зам$чено, правило знаковъ въ умножени сокращенно 
выражается такъ: одинаковые знаки дають -—, разные —. 


92. Въ предыдущихь статьяхъ мы предполагали, что сами ви Б 
означаютъ ариеметичесвая числа; поэтому важно замфтить, что если 
они означаютъ и как1я-нибудь положительныя или отрицательныя ко- 
личества, то и тогда полученные четыре вывода остаютея справедли- 
ВЫми, то-есть | 

аж-н=-наф, —ажнб=—аб, ках —6=— об, 
—@ж —В=-ноф. 

Возьиемъ, напримфръ, послфдвай изъ этихъ случаевъ и положимъ, 
что 4 есть отрицательное количество, такъ что можетъ быть обозна- 
чено чрезь —@; тогда —@ будетъ положительное количество и = & 
(ст. 89). Слфдовалельн0 —ах —6=*х —6, а это будеть по треть- 
ему случаю =-— 6. Такъ-же аб =— а жб=— об, по второму случаю. 

Такимъ образомъ выводь —а@аЖ—6 остается справедливымъ, когда 
а будетъ и отрицательнымъ количествомъ. Подобнымъ-же образомъ можеть. 
быть доказанъ и всямй другой случай. 

93. Мы должны теперь показать, что и правила для умноженя 
двучленныхъ или многочленныхъь выражен1й, данныя въ ст. 49, также 
остаются справедливыми, чтб бы не означали эти символы. Возьмень 
напримфръ случай В . 

(а—6)с=ас—6с. 

При доказательств этого мы предполагали, что с положительное 
количество; положимъ теперь, что оно будетъ отрицательнымъ, имен- 
но—‘/. Въ силу услов!я статьи 90, чтобы найти произведене «—6 на 
—5, мы должны умножить а— 6 на‘) и потомъ изи$нить знакъ каж- 
даго члена въ результат$. Но 
такимъ образомъ ПиыСт 

А такъ какъ с=—\, то мы имфемъ 

ав— бе=—@/-+65\; 
такъ что услов1е (а —Б)=а—6с 
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остается справедливымъ, будетъ-ли с положительныхъ или отрицатель- 
нымъ. Подобнымъ-же образомъ могутъ быть доказаны и друте случаи. 


94. Обыкновенное опредфлен1е дзлен1я: будеть имфть общее значе- 
н1е. Мы предполатаемъ, что дано произведене и одинъ изъ множителей, 
и намъ нужно опредфлить другой множитель. 

Поэтому, если мы произведемъ дЪлее, не обращая вниман1я на 
знаки, то получимъ частное независимо отъ знаковъ. Тогда останется 
опредЪлить знакъ, для чего мы можемъ дать сл5дующее правило: 

Дозда Оълимое и дълител имтють одинаковые знаки, то част- 
ное должно имтть знакъ —-: кода дюлимое в дълитель имюють 
разные знаки, то частное должно имъть знакъ —. 

Правило это вытекаетъ изъ того, что произведен1е дЪлителя п 
частнаго должно равняться дфлимому. Правило знаковъ при дфлени, 
какъ и прежде, можно выразить сокращенно такъ-же: одинаковые знаки 
дають +, разные знаки дають —. 


95. Слова больше и меньше чаето употребляются въ Алгебрф въ 
болфе широкомъ смыслф. Мы говоримъ, что @ больше 6 или что р 
меньше @&, если а—6 будет положительная величина. Это соглас- 
но съ обыкновенныхь языкомъ, когда аи 6 сами по себ$ положитель- 
ны, но нашли удобнымъ распространить значене словъ больше и 
меньше, такъ что опредзлен1е это можетъ оставаться справедливымъ 
также и тогда, когда а или 6 отрицательно, или оба они отрицатель- 
ны. Такъ, напримръ, на алдебраическомь языкъ 1 больше ч$иъ— 2 
И—9 больше. чфмъ—3. 


96. - Прежде чфмъ оставимъ эту часть нашего предмета, мы 
должны сдфлать нзеколько общихъ замфчаюй. Предметъ Алгебры 
нфкоторыми новзйшими писателями раздфляется на двЪф части, которыя 
они называютъ Ариеометической Алиброй и Символической Аме- 
брой. Въ Ариеметической Алгебр$ символы употребляются для означе- 
н1я чиселъ и дзйствй, ветрфчающихся въ Арпеметик$. здЪеь, какъ это 
показано въ предыдущихъ главахъ настоящаго сочинен1я, мы начп- 
наемъ съ опредфлен1я нашихъ символовъ и потомъ доходимъ до изв$- 
стныхь выводовъь, каковь напримфръ выводъ (а+6)(а—6)=а?—0”. 
Въ Символической Алгебр$ мы допускаемъ, что правила Ариеметиче- 
ской Алгебры имфютъ всеобщее значен1е и опред$ляемъ, какъ нужно 
ихь выражать символами и дЪйствями, чтобы достигнуть такого ре- 
зультата. Такимъ образомъ, мы можемъ сказать, что въ настоящей 
глав мы занимались изел$дован1емъ того, какой смыслъ должно при- 
давать символамъ, чтобы выводы предшествующихъ главъ могли им$тТь 
общее значен1е. И это неизбзжно привело насъ къ твори отрицатель- 
ны75 количествъ и къ болфе широкому пониман1ю словъ: еложене, 
вычитан1е, умножене и д$флене. 


97. Въ нЪкоторыхъ старыхъ сочинен1яхъ по Алгебрф дфлаются 
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весьма недостаточныя указантя относительно расширен!1я смысла, кото- 
рый мы придаемъ извЪетнымъ простымъ ариометическимь терминамъ. 
Доказательства, приводимыя въ этихъ сочиненяхъ и изслфдован!я ихъ 
сохраняютъ свое значен1е только до тзхъ поръ, пока символы имфютъ 
чисто аряометическй смыслъ, такъ что въ сущности эти доводы и из- 
слЪдоваяя безъ всякаго доказательства распространяются на символы, 
уже вовсе не имзющие ариеметическаго смысла. Въ новфйшихъ сочине- 
Н1яхъ, какъ и въ настоящемъ, дфлаются попытки установить болъе 
полныя доказательства. Впрочемъ нельзя отрицать того, что этотъ от- 
дЪлъь нашего предмета представляеть значительныя затруднен1я для 
начинающаго, такъ что онъ вфроятно лишь послф$ многократнаго об- 
сужден1я вопроса въ состоями будеть придти къ убЪжденю въ общей 
справедливости основныхъ теоремъ. | а 

Мы совфтуемъ учащемуся идти дальше, до главы объ уравненяхъ; 
тамъ онъ увидитъ нфкоторыя дальнфйпия заичан1я относительно отри- 
цательныхь количествъ, пПослБ чего можетъ прочитать настоящую 
главу снова. Было-бы несовм$етно съ планомъ этого сочинен1я входить 
въ большя подробности, касающ1яся этой части Алгебры; настоящая 
глава можеть дать кратей очеркъ, который учашйся самъ впослёдетви 
дополнить чтен1емъ другихъ сочиненй и собственнымъ разиышлен1емъ. 

Въ дальнфйшемъ изложен!и намъ ветр$тится надобность въ извЪет- 
ныхъЪ предложен1яхъ, которыя принимаются въ Ариеметик$, какъ оче- 
видныя акс1омы и которыя оказываются также справедливыми и тогда, 
когда мы придаемъ терминамъ и символамъ бол$е обширный смыслъ. 

98. Если къ равнымъ количествамъ приложить равныя-же, то суимы 
рудуть равны. | 

99. Нели отъ равныхъ количествъ отнять равныя-же, то остатки 
будутъ равны. 

Такъ наприм®ръ, если 4= рВ-+ С, то, отнимая отъ этихъ равныхъ 
количествъ по (С, будемъ имфть 4—(С=рБ. | 

100. Если равныл количества умножить на т$-же или на равныя 
количества, то произведеня будутъ равны. 


п 7% 
Такъ, если «=6, то и = и Иа=И. 

101. Если равныя количества раздфлить на т$ же или на равныя 
количества, то частныя будутъ равны. 

102. Если одно и то-же количестео приложить къ другому и вычесть 
изъ него, то величина послфдняго не измзнится. 

103. Если какое нибудь количество умножить и раздзлить на 
другое количество, то величина его не изм$нится. 

104. Важно обратить вниман!е читателя на то обстоятельство, что 


эти предложения теперь остаются справедливыми, будутъ-ли разсматри- 
ваемыя количества положительными или отрицательными, и понимаемъ 
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ли мы термины сложене, вычитан1е, умножен1е и дЪлене въ простомъ 
или широкомъ ихъ смысл$. Наприм$ръ, если &=6 и с=4, то ас==64: 
это очевидно, если всф буквы означаютъ положительныя количества. 
Но положимъ, что с будетъ н®которое отрицательное количество, такъ 
что мы можемь его представить чрезъ —'/; тогда и Я должно быть 
отрицательнымъ количествомъ, и если мы означимъ его чрезь — 5, то 
будемъ имфть у =0; слБдовательно а^/=09; сл$довательно—а“\ = — 68, 
и такимъ образомъ @с = 64. 


Разные примфры. 


1. Показать, что 2’ + у’ -+ 42" 2лу- 842 и 4(х—-2)* будуть 
тожественно равны, когда хи у каждое равно 4. 


| о р | 
о. Если а=1, 6 ыы = Тиу== 8, то найти значен1е выра- 


женя: 3 
ре Ка-еау | — ВИ (а 2)у| а. 
9 . : 
3, Вели а ==, 6 = 5 х=биу —я то найти значен1е 
(104 -+- ка (#— бу! —за/ И (2 — Ь) | + 56. 
4. Если а ==, . о > и у ==, то найти значен1е 


| ев (2—6) 9? } —в/ 9—5) |Н-2. 
5. Подставить У 3 вмфето х въ выражене х“—2`°-214“—3 и 
расположить результатъ по степенямъ у. 
6. Показать, что 


(а В) (6— в) (е—) 1—9 (ав) (е—а)ч. 
7. Если 2$=а-нб-нс, то показать, что 
($5—&)*—н (8—6) ($— в)“ 5 =а-н он. 
8. Если 25=а-+ б-+с, то показать, что 
2 (8—4) ($—В)-+2 (5—6) ($—в-н9 (8—6) о 
9. Если 23—=а-но-нс, то показать, что 
2 (8 —@)(3 -5е—б-а@8—56—о--58—0(@—а) 
=6($—а)($—6)=а6е. 
10. Показать, что 
(а-б--с)* — (6-е) —(с-на)*—(а-н наз 6З-н сз = бабе. 
11. Ноказать, что если @-на,-+... @=5, то 
(5— а, = ($—а,)* +... (3—а,)=а ана... нал. 
12. Если 28=а+б-нси 20° =а^-- 9? с?, то показать, что 
0—0") (6—6) (6—6) (6) (68—61) (0°— а?) 
—=48(5—4)(8—6)($—с). 
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ГЛАВА \1.. 


дбиий нанбольний двлитель. 


105. Въ Ариеметик$ общимь наиболищшимь дълителемь двухъ или 
‘бол$е цЪлыхъ чисель называется наибольшее число, на которое всё они 
могутъ дфлиться безъ остатка. Этотъ терминъ употребляется также и 
ВвЪ Алгебр%, и значене его выяснится изъ слёдующаго опредфлен1я 
общело наибольшейо дълителя двух или болЪе алгебраическихъ выра- 
женй. 


Пусть два или вони алгебраическихъ выражений расположены по 
нисходящимъ степенямъ одной и той-же буквы, тогда множитель наиболВе 
высокой степени, дБляппй безъ остатка эти арии называется 
ихъ общимъ наибольшимъ дълителемъ. 


106. Териинъ обийй наибольиий дьлитель является не вполнЪ 
свойственнымъ въ Алгебр$, потому что слова больше и меньше лишь 
въ р$5ёдкихь случаяхъ имогутъь быть примфняемы къ алгебраическимъ 
выражен1ямъ, въ которыхъ не дано частнаго численнаго значен1я состав- 
ляющимъ ихъ буквамъ. Лучше было-бы употреблять выражен!е оби 
наивысиий дълитель; но согласно съ установившимся обычаемъ мы 
удерживаемъ терминъ обийй наибольший дълитель. Вифето этого длин- 
наго названтя мы часто будемъ для краткости писать здфсь лишь его 
начальныя буквы о. н. д. 


Когда какое нибудь выражен1е дЪлитъ безъ остатка два или боле 
другихъ выражен, то мы будемъ называть его общимь ихъ дьлите- 
лемъ или короче просто ихъ дълителемъ. 


107. Правило для нахождешя 0. н. д. двухъ алгебраическихъ 
выражевнй состоитъ въ сл5дующемъ: 


Пусть А и Б будуть два алгебраическя выраженя и пусть они 
расположены по нисходящимъ степенямъ какой нибудь одной и той-же 
буквы и положимъ, что показатель у высшей степени этой буквы въ 
А не меньше, ч$мъ показатель наивысшей степени той-же буквы въ Б. 
_Раздфлимъь А на Б; потомъ примемъ остатокъ за дфлитель, а Б за 
дфлимое; затфмъ новый остатокъ примемъ за дфлитель, а предыдущй 
остатокъ за дфлимое, и будемъ продолжать поступать такимъ образомъ, 
пока не будетъ наконецъ никакого остатка; тогда послёдй дЪлитель 
и будеть искомымъ общимъ наибольшим дфлителемъ. 


108. ПримЪръ. Найти о. н. д. для. 
21—67 8 и 44°—915*+ 155-20. 
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41° —911+157+90 
41—94? 30% 


34°— | 77-+90 


д бл 8 
4%—-3 


_ 84^—185-24 
-—4 
2‘— биз д—4 
2—4 1—9 
—97-+8 
—Эл-8 


——_ 


Такимъ образомъ искомый об! й наибольшй ДБлитель есть х—4. 


109. Справедливость правила, даннаго въ ст. 107, основывается на 
слЪдующихъ началахъ: 

1) Если Р дЬлить А, то оно должно дёлить и ТА. Дфйствительно, 
такъ какъ Р дфлить ДА, то мы можемъ положить, что 4=аР, тогда 
т.А—ятаР, и такимъ образомь %А длится на Р. 

2) Если Р дфлить А и В. то оно будетъ дфлить и #А-иВ. 
Дъйствительно, такъ какъь Р дёлить А п Б, то мы можемъ положить, 
910 А=аРи В=Р, тогда п. А--пВ= (та--тб)Р; такимъ образомъ 
пА--иВ дфлится на Р. 


Мы можемъ теперь доказать данное въ ст. 107 правило. 


110. Обозначимъ буквами А и В два выражен1я, и пусть эти 
посльдн1я расположены по нисходящимьъ стененямъ одной и ТОЙ-же буквы, 
( ПОЛОЖИИЪ, что показатель наивысшей степени этой буквы въ А не 
меньше показателя высшей степени этой буквы въ В. Раздёлинь А. 
на 5; пусть р означаеть частное и С осталокъ. Раздёлинь В на 0: 
пусть 4 означаетъ частное и Г) остатокъ. Разд$лимъ Сна Л) и поло- 
"ИМЪ, что остатка уже не будетъ, а частное означимъ чрезъ 7. Тогда 
мы будемъ имфть слёдующе результаты. 


А=рВ-+-0; В=а90- 1: 0="р. 


Покажемъ сперва, что Г) есть общай дфлитель А и В. 

В дБлитъ О, потону что О= хД, слёдовательно Г) дЪлитъ 90, & 
также и 40-+-П); то-есть Г) дёлить В. Далфе, такь какь Г) дёлить В 
и С, то оно дфлить р.Б-НС, то-есть Г) дфлитъ А. Сл довательно 1) 
дълить Аи В. 

Такимъ образонъ ны доказали, что Г) есть общёй дёлитель А п В; 
покажемъ теперь, что /[) есть ихъ наибольний обний дфлитель. 

Но ст. 109 всякое выражен1е, дфлящее А и В, дёлить АРВ, 
то-есть С; поэтому всякое выражен1е, дфлящее 4 и В, будетъ также 
дБлителемь Ви С. Подобно этому всякое выражен!е, дёлящее В я С 
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будетъ и дфлителемь Си Ш). Итакъ всякое выражен1е, дБлящее 4 и В 
ДБЛИТЪ и 1). Но никакое выражен!е выше Г) не можеть быть дЁлите- 
лемъ 1). СлФдовательно Г) есть искомый о. н. д. 


11. Совершенно такимъ-же образомъ, какъ доказывалось въ преды- 
дущей статьЪ, что /) изм$ряеть 4 и В или дфлить ихъ, можно пока- 
зать, что всякое выражен1е, дЪлящее. 1), измфряетъ также или делитъ 
Аи Б. А въ предыдущей стать показано, что всякое выражене, 

изм$ряющее 4 и Б, дёлить 0. Такимъ образомъ всяый дфлитель А 
и Б будетъ также дфлителемь и ихъ о. н. дфлителя; и наоборотъ 
всякй дфлитель о. н. дфлителя будетъ дфлить также Ап ВБ. 


112. Какъ принфръ приложеня сказаннаго въ ст. 110, положимъ 
что требуется найти общий наибольший дфлитель выражеюий 2554 
И 2-4” Бх-но. 
23-41 Био дБА 
д’ 5х“ Ах - д—1 


—2*-- д 


—1*—55—4 
6бх-+-6 
д БА | бт+6 
д‘ т 2 4 
47—-4 ь ь 
4-+-4. 


Этоть приизръ обращаетъ вниман1е наше на новое обстоятельство: 
послфдЕйй дфлитель здЪсь 67-6, который, согласно правилу, долженъ 
быть искомымъ общимъ наибольшимъ дфлителемъь. Изъ предыдущаго 
дфйств1я мы видимъ, что когда 7-5у-4 дёлится на бх6б, то 


х 4 | 
частное оказывается ---—. Если будемъ дзлить на 6х6 другое 


6 6 
данное выражен!е, именно 2472-5752, то мы получимъ въ чает- 
т. 1 
номЪ Но 5. Учащиеся сразу замфтитъ, что 6—6 не можетъ 


быть общей м$рой двухъ данныхъ выражений, потому что получав- 

мыя при дфлени частныя представляютъ собою дроби. Но мы видимъ, 

что въ этихъ частныхъ буква 2 не входитъ въ знаменатели дробей, хотя 

коэффищенты степеней 2 п дробные. Поэтому тавя выраженя, какъ 
7. . 

а И Е.Е. можно называть по отношению къ д цтлыми 

выражюенями. 
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Такимъ образомъ, въ этомъ примЪрЪ, когда мы говоримъ, что 6х-+-6 
есть 0. н. д. двухь данныхъ выражен1й, то мы лишь подъ этимъ разу- 
ифемъ, что нельзя найти никакого дфлителя, который содержалъ-бы 
ВЪ (60% высшую степень х, ч$иъ встр$5чающаяся въ выражении 62-+6. 
Друе дфлители, кавме можно найти, будуть отличаться отъ этого. 
Только въ томъ, что касается численныхь коэффищентовъ. Такъ 32-3 
и 27-2 будуть тоже дБлителями; одинъ изъ нихъ представляетъ я0о- 
ловину, а другой иреть дфлителя 6х6, и когда мы раздфлимъ дан- 
ныя выраженя на эти дЪлители, то соотв тСтВУЮЩЯ частныя будуть 
одно 65 0ва, а пругое—6в5ъ три раза боле предыдущаго. Но и 2—1 
буцетъ также дфлитель и соотвЪтствующя частныя будуть 7-4 и 
‘34-2; въ такомъ случа мы можемъ условно принять за общай 
наибольний дфлитель 2+1, лишь бы частныя были свободны отъ дроб- 
ныхъ коэффищентовъ. 


113. Чтобы избфжать Оробныхь коэффиилентовь въ частныхъ 
принято обыкновенно при производетв$ дЪйств1я отыскан1я общахго 
наибольшаго дфлителя отбрасывать извфетные множители, не состав- 
ляющ1е части искомаго общато наибольшаго д%лителя. 


Положимъ, что намъ нужно найти о.н.д. для Аи В; и положимъ, 
что на нфкоторой ступени производимаго дЪйствя мы пришли къ 
выражен1ямъь Аи А, одно изъ которыхъ должно быть дфлимымъ, а 
другое дфлителемъ. Пусть А/=—то, гдф т не заключаетъ ни одного 
ИЗЪ множителей, какле могутъ быть въ А; въ такомъ случаз 2 можно 
отбросить, т. е. вифсто того, чтобы продолжать дЪйств1е надъ А и Л, 
мы можемъ продолжать его надъ А. и ©. 

Дъйствительно, какъ это было уже показано, мы знаемъ, что 4 
и В имфють какъ разъ тфхъ-же общихъ дфлителей, какъ А и РД. 

Но всякй обпый дфлитель К и © есть обпий дфлитель Ки В, а 
слёдовательно и обиий дфлитель 4 и Б. 

И всяк!й общй дфлитель К и А будетъь общимъ дфлителемь К ип 
то. Но т не содержитъ въ себЪ ни одного изъ множителей, содержа- 
щихся въ А. Слфдовательно всяюй общий дЪлитель Ки А есть обиий 
дълитель Ки ©. Поэтому веяый общай дфлитель А и Б будеть 
общимъ дфлителенъ Аир. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что 4 и В имфють какъ разъ т5хЪ- 
же общихъ дЪлителей, какихъ имфють К и ©, а это и нужно было 
доказать. 


114. ИзвЪстнаго рода множитель можеть быть также и введенъ на 
всякой ступени дЪйствя. 

Положимъ, что намъ нужно найти о. н. д. для Аи Б, и 910 на 
какой нибудь ступени дЪйств1я его нахожден1я мы пришли къ выраже- 
мямъ Аи А, одно изъ которыхъ должно быть дфлимымъ, & другое— 
дфлителемь Пусть Ё=и.А, гдф п не заключаеть въ себБ ни одного 
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изъ множителей, содержащихся въ А; тогда мы можемъ ввести этотъ 
нножитель ий, то-есть продолжать дЪйстые надъ Ги В вифето тото, 
чтобы продолжать его надъ Аи В. 


_ДЪйствительно, какъ уже доказано, мы знаемъ, что А и В инфють 
т$хъ-же самыхъ общихъ дфлителей, какихъ имфють Ки А. 


Но всякй обший дфлитель К и А будетъ общимъ дфлителемъ Г, и 
В, такъ что всяюй оби1й дфлитель А и ВБ будетъ общимъ дфлите- 
лемъ Ди А. 


| И всякй общий дфлитель Г, и Р будеть дфлителемъь К и ВР. Но 
и не содержитъ ни одного изъ множителей, содержащихся въ В. СлЁ- 
довательно всяюмй общай дфлитель / и В, будеть общимъ дфлителемъ 
Ки В, а слфдовательно и общимъ д®лителемъ Аи ВБ. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что 4 и ВБ какъ разъ иифютъ тфхъ-же 
общихъ дфлителей, какихъ имфютъ Си А, а это и нужно было доказать. 

115. Мы видимъ такимъ образомъ, что извфетные иножители какъ 
ВЪ ДЪЛИМОМЪ, Такъ и въ дёлителЪ могуть быть отбрасываемы, или 
напротивъ вводимы въ нихъ; на практик$ обыкновенно удаляют 
множителей изъ дЪлителей, и вводятъ множителей въ дфлимыя, при 
чемъ подобные множители вообще представляютъ собою численныхь 
множителей. Разсужденя статей 113 и 114 показываютъ, что такое 
введен1е или отбрасыван1е множителей можетъ быть совершаемо на, лю- 
бой ступени дЪйств1я и напримфръ, если угодно, въ самомъ начале. 
При помощи такихъ видоизмфнен1й процесса нахожден1я о. н. д. мы 
можемъ избфгать введен1я дробныхъ коэффицентовъ. СлФдующий при- 
мфръ объяснитъ это учащемуся. 


Требуется найти о. н. д. выражевй: 
325—102 15х-+8 и 2—2" 65° 4“ 13-6. 
32 —102° 1558 2°—24 — 62’ +45 +1356 
32°’—61‘—182°—124°—39х—18 |3 
бл“-- 811—125" —245—10 


Прежде чфиъ перейти къ слфдующему дБлен1ю, мы можемъ отбро- 
сить множитель 2 въ каждомъ членф новаго дфлителя, а каждый членъ 
новатго дфлимаго помножить на 8. Зат$иъ будемъ продолжать дйств1е 
стБдующимъ образомъ: 

345— 64“—1823+ 1252-39518 Ва 621225 

325+ 45“— 65'—125"— 5 | 2 

—105—125°+2444т-+18 

Отбросимь множитель 2 въ каждомъ членф послфдняго выражен1я 

и затфмъ умножимъ каждый членъ на 3. Тогда получимъ 
—157*—183+362*664—27. 
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Будемъ продолжать дфленте. 

—152“— 182-365 66х-+27 
—155*—2053-+305^- 605-25 
о би бык о 


34“-+41°— 62^——[94—5 
— > 


Удалимъ множитель 2 изъ остатка и будемъ продолжать дЪйстве 
сл5дующимъ образомъ: 


324“-+42°— 64^—195—5 

32‘ + 93+ 9+ 3х 
—52°—154^—155—5 
—52°—151—_155—5 


3—3“ 


| 57—5 


Итакъ, искомый общ1й наибольний д%литель будеть 
23 8-Т. 


116. Положимъ, что первоначальныя выраженя А и Б содержалъ 
обиий множитель Е, который видфнъ съ перваго взгляда; пусть 4==@.Р 
и Б==6/'. Тогда Ё будетъ множителемъ 0. н. д., какъ показано въ 
ст. 111. Поэтому мы можемъ вайти о. н. д. для в иб и умножить 


его на 7; это произведен1е и будетъ общимъ наибольшимъ дзлителемъ 
Аи ВБ. 


117. Подобнымъ-же образомъ, если на какой нибудь ступени дЪй- 
ств мы замфтимъ, что известный множитель окажется общимъ дли 
мому и дфлителю, то можемъ отбросить его и продолжать дЪйстве 
надъ остальными иножителями. На этотъ опущенный множитель нужно 
будетъ помножить послфде1й дфлитель, который получится при продол- 
жени дЪйств1я, и это произведен1е будетъ искомымъ общимъ напболь- 
шимъ дълителемъ. 


118. Положимъ напримфръ, что мы ищемъ о. н. д. выражен 
(2— 1)*(х—9)(4—3) и(#—1)3(#—4)(%—5). Здфеь множетель (#— 1)” 
оказывается общимъ для обоихъ предложенныхь выражен, а сл$ло- 
вательно онъ и есть о. н. д. Сверхь того въ этомъ принёр (2—1) 
есть полный общий наибольший дфлитель, потому что нельзя найти ни- 
какого общаго дёлителя кромф единицы для выражений (5—2)(х—3) и 
(—1)(5—4)(1—5), предетавляющихъ остальные множители данныхъ 
выражен!й. Это можно доказать повфркой, но когда учащийся освоится 
съ вопросомъ о разложенш алгебраическихъь выраженай на множители, 
то для него это будеть видно съ перваго взгляда. Разложене алге- 
браическихъ выражен!й на иножители излагается въ Теорзи Уравнени. 


119. Положимъ теперь, что ищется обийй наибольший дфлитель 
треть элгебраическихъь выражемй А, Б, С. 
Найдемъ общйй наибольш1й дфлитель двухь изъ нихъ, напр. 4. И 
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Б. Пусть этотъ о. н. д. будетъь 0); тогда общай наибольний аи 
Ри С будетъ искомымъ общимъ напбольшимь дълителемь А, Ви С. 
Действительно по ст.111 всяв!й дёлитель Г) и С дёлить, такъ-же 
А, Би С; точно также и каждый дзлитель А, Ви 0 дёлитъ Ди 
С, Такимъ образомъ о.н. д. Г) и С будетъ о. н. д. А, Ви С. | 
120. Подобнымъ-же образомъь мы можемъ найти о. н. д. четы- 
рехь алтебраическихъ выражений. Для этого мы должны найти о. н. д. 
двухь данныхь выражешй и также о. н. д. другихь двухъ выраже- 
НЙ, тогда о. н. д. двухъ найденныхъ такимъ образомъ выражений бу- 
деть общимъ наибольшимъ дзлителемъ четырехъ данныхъ выражений. 
121. Опредфленте и дЪйств1я, показанныя въ предыдущихь статьяхъ 
этой главы, относятся къ мноюочленнымь выражен1ямъ. Значен!е тер- 
мина обийй наибольиий дълитель, въ случа$ простыжь выраженй 
можно видфть изъ слфдующаго приифра: 


Требуется найти обпий наибольший дфлитель для Ча В у, 
270426322 и 904°643. 

Найденъ по правиламъ ариометики 0. н. д. численныхь коэффи- 
цтентовъ 432, 270 и 90; онъ будетъ 18. За этимь численнымъ 
коэффищентомъ мы напишемъ каждую изъ буквъ, общую везмъ одно- 
членамъ, и каждой изъ буквъ дадимъ соотв$тетвенно наименьний по- 
казатель, съ какимъ она встрчается въ данныхъ выраженяхъ. Та- 
_кИМЪ образомъ мы получимъ 184“бх, на которое дЗлятся вс5 данныя 
простыя ‘выражен1я; оно и будеть представлять ихъ обпй намболь- 
ш1й дфлитель. 


Прим$ры отыскан1я общаго наибольшаго дзлителя. 


Найти обпий наибольний ри вЪ р ить примрахь: 
1. ^*— Зло и 1——. РИ м. 
2. 13+ 34?4+ 4719 и 2+4 4+. 
3. ЖЗ ИЗ. 
4. 2-1 и Э--та’-тх-нТ. 
ВБ. 62—7ал*—20а2х и 34° жах—4а”. 
6. 2—9 и 2—9". 
7. 323—181 93—91Т и 623+5’—445--21. 
В Воли 92. 
0. 12—73 + 812+ 98—48 и 23 —82+195—14. 
10. 2—2 и 22° —. 
1]. 42+ 923-+912— 9—4 и 348+55°——2. 
19. 914—193 1952—6659 и 428—185"195—3. 
13. би‘ + л3—хи 42—67" —АдЗ. 
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14. 
15. 
16. 
и. 
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122*—15у2-НЗу? п 62° — буду — 2. 
21°—1127”--9 и 42° 114+ 81. 

23а‘ —9а*12” и бал—1Ча1*-+ 14а223—Зал^. 
24 (2а—9)2"—(9а+6)5--27 в 22*—182-18. 


18. 
4), 
20. 
р: 
22. 
23. 


г —о"балу--аб* ху" —6°уЗ и 246 ’у— аб ху" — Вуз. 
бал” — пу и уху — 94 — 94. 
25-+32“-—821^— 9—3 и 2-96-44 13+ 6. 
615—42*—1123—81*— Зи 41+ 243 — ЗБ. 
2—9 9а* и 343— Та? За т-——9 а. 
23-94’ 6х— 4, 2`—105°+3151—80 и 
2°— 112+ 38—40. 

1‘—101*-+-9, 2“1023--9012—10— 91 и 

‘+41 —9952— 4-91. 


24. 


ГЛАВА УИ. 
Общее наименьшее кратное. 


122. Въ ариеметик$ общимь наименьшимь кратнымь двухъ или 
бол$е цфлыхъ чиселъ называется наименьшее изъ чиселъ, въ которыхъ 
содержится безъ остатка каждое изъ данныхъ чиселъ. Этотъ-же тер- 
минъ употребляется и въ алгебр, и значенте его зд$сь выяснится изъ 
слфдующаго опредфлен1я общиио наименьшоею кратнало двухъ или 00- 
лфе алгебраическихь выражентй: пусть два или бол$е алгебраическихь. 
выражен1я расположены по нисходящимъ степенямъ какой нибудь 00- 
щей буквы; тогда выражен1е наименьшей степени относительно той-же 
буквы, дЪлящееся на каждое изъ данныхъ выраж.вй, будетъ ихъ 00- 
щимъ наименьшимъ кратныхъ. 


128. Для краткости, слова общее наименьшее кратное мы часто 
будемъ замфнять начальными буквами о, н. к. Терминъ этотъ точно 
также не совсфмъ свойствененъ алгебраическимъ выражен1ямъ по причинф, 
указанной уже въ ст. 106. 


Всякое выражен1е, дБлящееся на другое, можетъ быть названо крат- 
нымъ этого поелЪдняго. 


124. Покажемъ теперь, какъ найти общее наименьшее кратное 
двухъ алгебраическихъ выражений. Пусть А и Б означаютъ два алгебраи- 
ческя выраженя и пусть /) будетъ ихъ обиай наибольший дфлитель. 
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Положимъ, что 4=090 и Б=ЪШ Тогда, по свойству общаго наиболь- 
шаго дълителя, ди 6 не имфють никакого общаго иножителя, а слёлдо- 
вательно ихъ наименьшее кратное есть 0. Отсюда слфдуетъ, что вы- 
ражен1е наименьшей степени, дфлящееся на «0 ибШ, будетъ ФЛ. 
И &0-— А-В 
0 

Отсюда вытекаетъ сл5дующее правило для нахожден!я наименьша- 
го кратнаго двухъ алгебраическихь выражен1й: Нужно найти ихъ 0б- 
щИй наибольший длитель, раздфлить на него одно изъ выраженй и 
частное помножить на другое выражен1е; или иначе: раздфлить про- 
изведен1е этихъ выражен1й на ихъ обшй наибольший д%литель. 


125. Еели М будетъ наименьшее кратное А и В, то очевидно, что 
всякое кратное Л будеть общимъ кратнымь Аи В. 


126. Бсякое общее кратное двужь алебраическихь выраженй 
есть кратное ихъ общелю наименьшиоло кратномо. 

Пусть А и Б означаютъ два выражен1я и пусть Л ихъ 0. Н. К.; 
пусть далфе /М означаетъ какое нибудь другое общее кратное. Поло- 
жимъ, если возможно, что раздфливъ Л на М, мы получимъ остатокъ 
Е; обозначимъ частное черезъ 0. Итакь А=М—9М. НШ Аи Б 
заключаются безъ остатка въ Ми №, а слЁдовательно (ст. 109) они 
дълять и В. Но степень А будеть ниоюе степени М. Итакъ суще- 
ствуетъ нфкоторое кратное выражеюмй А и Б меньшей степени, чфиъ 
ихъ наименьшее кратное. Но такое заключен1е . нелфпо, а потому не 
можеть существовать никакого остатка В, то-есть № есть кратное Л. 


127. Теперь положимъ, что мы ищемъ’ общее наименьшее кратное 
для треть алгебраическихь выраженй 4, Б, С. Найдемъ о. н к. 
двухъ изъ нихъ, напримфръ 4 и Б; пусть Л{ означаетъ это о. н. Е.; 
тогда о. н. к. для М и С будетъ искомымъ общимъ наименьшимъ 
кратнымь 4, Ви С. 

Д\йствительно, всякое кралное Л и С будетъ кратнымъ для 1, 
В иС (ст. 125). И всякое кратное для 4 и Б будетъ кратнымъ для 
М (ст. 126); такимъ образомъ всякое кратное 4, Би С будетъ 
кратнымъ для М и С. Слфдовательно о. н. к. выраженй Л и С 6у- 
деть 0. н.к. и выраженй А, Ви С. 


128. Разлагая алгебраическя выражен1я на составляющте ихъ мно- 
жители, мы можемъ иногда облегчить дЪйстве нахожден1я общаго наи- 
большато дфлителя и общаго наименьшаго кратнаго. Наприи$ръ, пусть 
требуется найти наименьшее кратное для 2^—@* и 2’—@”. Такъ какъ 

22—в=(х—а)(я-на) и 3—@=(х—а)(х-нах-на”), 
то мы заключаемъ, что х—@ есть общ наибольний дфлитель этихъ 
двухъ выраженй; слфдовательно наименьшее ихъ кратное будетъ 


({х-на)(х’—а^), то-есть 
х ) ‘ал’ —а‘т— а”. 
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129. Предыдущля статьи этой главы относятся къ мноючленнымь 
выраженямъ. Въ случаЪз простыхъ или одночленныхь выражен! 
смыслъ теринна общее наименьшее кратное выяснится изъ елЪдую- 
щаго примфра. 


Требуется найти наименьшее кратное выражений 
482а76*ху, 2710476°х*ё, 9043547. 


Найдемъ по правиламъ арпеметики общее наименьшее кралное чи- 
сленныхъ коэффиплентовъ 432, 210 и 90; оно будетъ 2160. Рядонъ 
съ этимъ числомъ напишемъ каждую изъ буквъ, встрёчающихся въ 
этихъ одночленахъ, и дадимъ каждой изъ нихъ наибольший показатель, 
съ какимъ она входитъ въ одно изъ выражений. Такимъ образомъ мы 
получимъ 21604“6°`2“”у2, которое будетъ дфлиться на вс данныя вн- 
раженая и будетъ называться ихъ общимь наименьшимъ кратнымъ 


130. Теоргя общато напбольшато дфлителя и наименьшаго крал- 
наго не представляются необходимыми для послфдующихъ главъ этой 
книги, и нёкоторыя затруднен1я, какля встрЪтятся въ этой теор уча- 
щемуся, мотутъ быть отложены до т$хъ поръ, пока онъ не прочтетъ 
теор1ю уравнений. Однако-же примфры, относяпиеся къ предыдущей п 
настоящей главамъ должны быть старательно продзланы, такъ какъ 


они представляютъ хорошее упражнен1е во вс$хъ основныхъ алгебрал- 
ческихъ дЪйстваяхъ. 


/ 


Прим$ры на нахожден1е наименьшаго кратнаго. 


Найти общее наименьшее кратное въ сл$дующихъ примрахъ: 
1. 62—х—1Ти 213 5—29. 


о. 2—1 и 21° 7—. 

3. 22—91 —15 и 2—Зи-+Т. 

4. 3—5 х--9 и 42—45 —9-+1. 

5. (1—1) (2—1) и 2—1. 

6. 23-929 2у?— 93 п 23— Эа? ху 943. 

1. 9—1, 4—1 п 42-1. 

8. м, 2—1 и 4-1. 

9. 22—44, (ха) и (х—24)3. 

10. 23—61°+111—6, 28—92?--26%—24 их—82*+19%—12. 
11. 23 —91°+261—24, 23 —102+315—30 п 22—11 

3831—40. 

12. 2‘—101?-9, 21+1023+201—105—91 и 4+ 45° 
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13. 2*—44°, 2 Зал 4-83 и 2—9 а? 4а?х— Заз. 
14. 2’—(а-бх-наб, х*—(ф- с) 6е и 27— (сах ва. 
15. 22'+(2а—36)2“— (26° Заб)х-+3603 и 92—(36—9с)х 

| | -—36с 
16. 6(°—56°)(а—6)з, 9(44^—5“)(а—5)? и 12(а*—?)з. 


ГЛАВА УШ. 


Д роб ин. 


131. Въ этой глав$ мы намфрены обратить вниман!е учащагося на 
н$которыя предложен1я относительно дробей, извфетныя ему уже изъ 
Ариеметики, и затфиъ показать, что предложентя эти въ ихъ общемъ 
вид$ остаются справедливыми и въ Алгебрф. Въ нижесл5дующихъ 
статьяхъ, буквы представляютъ вообще цфлыя числа, если не отово- 
рено противнаго. 

( 
б : 
 равныхъ частей и что такихъ частей взято ©. Выражен1е это назы- 
вается дробью, причемъ а называется ея числителемь, а 6 знамена- 
телем, такъ что знаменатель показываетъ, на сколько равныхъ частей 
нужно раздзлить единицу, а числитель показываетъ, сколько такихъ 
частей нужно взять. 


Всякое цфлое число можно разсматривать какъ дробь съ знаменате- 


132. Выражешемъ — мы показываемъ, что единица раздфлена на 6 


лемъ единица, то-есть вт. 
133. Правило для умножен1я дроби на цЪлое число состоитъ въ 
томъ, что нужно или умножить на это утьлое число числитель, или 
раздълить на это число знаменатель. 
а 
Пусть > означаеть н%которую дробь и с-—нзкоторое цфлое число; 
0) ас — в 96 
х Же=т. Дфйствительно, въ каждой изъ дробей ‚из. еди- 


6 


(Х 
ница раздфлена на © равныхъ частей, но въ дроби 7 ИХЬ вЪ с разъ 


тогда 


а 
больше, чфмъ въ дроби > 


Алгебра. 
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Это доказываетъ первый способъ умножен1я. _ 


а 
Теперь, пусть ‚- ОЗначаеть какую-нибудь дробь, а с— какое-нибудь 


( @ 
цфлое число; тогда будеть и: Дъйствительно, въ каждой изъ 


а а 
дробей СИ р ВЗЯТО Одно и тоже число частей, но каждая часть въ дроби 


а 0 
> 1Ъ С разъ больше каждой части въ дроби р-› ПОТОМУ ЧТО ВЪ дроби 


( 
ро ДИНИЦа раздёлена на число частей въ с разъ большее того, на 


0 а 

которое раздфлена она въ дроби >; ПОЭТОМУ дробь > ВЪ С разЪ больше 
Е 

дроби Ра 


Это доказываетъ второй способъ умноженя дроби на цфлое число. 


134. Правило для дфлен1я дроби на цЪлое число состоитъ въ томъ, 
что нужно или умножить знаменателя на это цтълое число, или 
раздълить числителя на это иуълое число. 


а 
Пусть > означаеть какую-нибудь дробь и с— какое-нибудь ц$лое 


( О ь 
число; тогда мы будемъ инЪть >: Е ДъЪйствительно, по ст. 135, 


въ с раз ожьше р слфдоват "ес 1 часть дроби“ 
— ВЪ Ъ —, & слЪдовательно -— есть — тя, 
р р а А ве Тс И 
Это доказываетъ первый способъ дфленя. 
а 
Теперь, пусть 7 означаеть какую-нибудь дробь, а с какое-нибудь 
о, 


(, 


С 


. ДЪйетвительно, по ст. 133, д 


| С 
п$лое число; тогда =: С въ С разЪ 


б 


а _ а 1 _ ас 
больше --, а сл5довательно ‚ воть _ часть дроби т 


Это доказываетъ второй способъ дфлен1я дроби на цЪлое число. 


135. Если какое-нибудь количество будетъ уиножено и раздьлено 
_на одно и то-же число, то величина его не изифнитея. Поэтому, ебли 
числитель и знаменатель дроби помножимь на одно и то-же число, 
то величина дроби не измфнится. ДЪйствительно, умножая числител” 
дроби, мы Умножаемь самую дробь на данное число, а умножая 6я 
знаменателя, мы дёлимъ дробь на то-же самое число. (Ст. 133 и 134). 
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(4 


| я 96. ь 
Такимъ образомъ Е т Точно также, если числитель и знаменатель 


дроби раздьлить на одно и то-же число, величина, дроби не измфнится. 


136. Слфдовательно алтебраическую дробь можно приводить къ дру- 
гой равной ей дроби посредствомъ дфлен1я ея числителя и знаменателя 
на общаго имъ дзлителя. Когда числитель и знаменатель будутъ разд*- 
лены на ихъ общ1й наибольний дзлитель, то дробь приведется къ ея 
простфйшему виду и будетъь несокреитимой. Наприм%ръ, раземотримъ 

с 61°— 1х—20 
РР ор 5 
знаменателя будетъ 2—5; раздфливъ на него чиелителя и знамена- 
теля, мы найдемъ, что 

62"— 14—20 35-4 

42—91 5 БАГ 


. эдЪеь облай наибольший д%литель чиелителя и 


137. Такъ какъ = (Ст. 94), то очевидно, что мы можемъ 


измзнять знаки числителя п знаменателя дроби, не изифняя этимъ ве- 
личины дроби. 


138. Чтобы привести дроби къ одному знаменателю, нужно иомно- 
жить числитель каждой дроби на всъ знаменатели, кромъ своею, 
+ перемножить между собою встъть знаменателей; первыя произве- 
дея дадуть соотвьтственные числители дробей, послльднее— иль 
общий знаменатель. 


с е 
Такъ, положимъ, что данныя дроби будуть Е и 7 тогда, по 


цу @ЯГ с сб е еб ЧТ сб 
ст. 135, и ее ТОР такимъ образомъ дроби т т 
ь еба 
Бор 
но знаменатель у нихъ будетъ одинаковый 647. 

139. Если знаменатели имфютъ какихъ-нибудь общихъ множителей, 
то мы можемъ поступать слфдующимъ образомъ: Найдемь наименьшее 
кратное знаменателей—это будеть обийй знаменатель; чтобы 
получить новый числитель, соотвътетвуюций каждой изь дробей, 
умножимь числитель этой дроби на частное отъь дъленля наименз- 
иойо кроитнойо на знаменатель этой дроби. | 

@ : С 

Положимъ наприм$ръ, что данныя дроби будуть мк, ный я 
ЗдЪсь общее наименьшее кратное знаменателей будеть 722; и 
_@ _ 442 б 6х2 се _ с44 


тх тлуг’ ту тлуг те те 


будуть соотв тетвенно имфть ту-же величину, какъ п данныя, 
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140. Чтобы сложить двз дроби или вычесть одну изъ другой, \ 
нужно привести иль къ общему знаменателю и тозда сложить 
или вычесть ихъ числители, удержавь общиело знаменателя. 


ри. ас : 
Наприм%ръ = р а вы это непосредственно сл дуетъ изъ понят1я 
о’ дроби. | 
а С .6 _@а__ СВ _ а--еб. 
ааа вы‘ 
и 1 и —6 в. 2 
ЧИ За: ке ИИ 
а а-в 92—59? ``? а 
БбБафб ас 6 Аи 
рощ —=—; 
с 1 с се с С 
а+ь а—6 2(9%—6°) аа (а—56)* 
+ а+ь а? 5? —6* УВЕ ры" 
_ 24 а 2 барона — 26-5" и 
аб—6* р 
ИН? 
ВБ Ь’ 
а с аа 66 а4— с 


Ба @’ 
а с+а_а(с—а) 6-4) ас—аа- (60а) 


= ——=— ———ы—_“—_— 


р са 69а. Ые—а) _ (с—а) 
_ ас—аа—6е— ба. 
_ ба) Е 
а-ь а—б (4+5) (а—5)* (а-+-б)’—(а— 0) 
а а 2 о — 6“ 
_ а "+ 2аб-н6“—(а—Зар-н 0) 
и— 6" 
ада Ь*— а 2а65—6 406 
— и— 0" а” 


141. Правило для умножен1я двухъ дробей состоитъ въ томъ, 910 о 
для полученля новоло числителя надо перемножить числителей, и 
для полученля новазо знаменателя перемножить знаменателей дан- 
ныхъ дробей. 


| ($ ( 
Это доказывается обыкновенно сл$дующимъ образомъ: Пусть И 
будутъ двЪ дроби, которыя нужно перемножить между собою; положимъ, 
( С 
что = и ==; тогда 
б ( 
а=фх, ве=ау, 
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а потому ас=фаху; 
раздфлимъ 00$ части равенства на 64; тогда найдемъ, что 
ас ас 
а ха 


Этотъ ©10собъ удовлетворителенъ, когда хи у на самомь дюль 
будуть цълыя числа, хотя и представляются въ дробномъ вид®, по- 
тому что здфсь мы понимаемъ слово умножене въ обыкновенномъ 
смысл$. Онъ будетъ также удовлетворителенъ, когда одно изъ двухъ 
чисель хи У будетъь цфлымъ, потому что мы можемъ свести это къ 
умножен1ю дроби на цЪфлое число, какъ въ ст. 188. Но когда хи у 
0ба—дробныя, то мы не можемъ показать умноженя ихъ другъ на 
друга, не опредёливъ, чтб мы понимаемъ въ этомъ случаф подъ сло- 
вомъ умноженле, потому что по обыкновенному понят!ю объ умножени 
иножитель долженъ быть цфлымъ чиесломъ. 


Въ самомъ дфлЪ, такъ-называеное правило умножен1я дробей есть 
въ сущности опредъленае того, что мы Условно понимаемъ подъ умно- 
жешемъ дробей. И это опред$лен!е такъ выбрано, что когда одна изъ 
двухъ дробей, которыя мы желаемъ перемножить, есть цфлое число, 
представленное въ дробной фори$, или 06$ онё—цфлыя числа, то ре- 
зультатъ опредфлен1я совпадаетъ со сл$детыями, вытекающими изъ 
обычнаго пониман1я слова умноженле. 


142. СОлфдующее опредфлен1е словами можетъ боле ясно указать 
на связь между смысломъ слова умножен1е, когда оно прилагается къ 
цфлымъ числамъ, и смысломъ его въ приложен1и къ дробямъ. Когда мы 
умножаемъ одно цфлое число а на другое 6, то это дВйстве мы можемъ 
опредфлить такимъ образомъ: какь мы поступили съ единицей для 
полученя числа 6, такъ-же мы должны поступить в съ а, чтобы 
получить © разь а. Но 6 получено изъ единицы повторенемъ этой 
единицы 6 разъ, поэтому и число @ нужно повторить 6 разъ, чтобъ 


| в с 
получить 6 разъ а. Теперь пусть требуется умножить дробь > На; 
допуская предыдущее опредёлен!е, мы можемъ сказать: Аакъ мы 70- 

ь 4 ‚С 
ступили съ единицей для получетя —, такъ-же должны . посту- 


0) са :. 2 
х чтобы получить 1 Раз 7. Для полученя т изъ еди- 


ницы, единица была раздфлена на @ равныхъ частей и взято было с 
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Я 


С | „ @ 
такихъ частей; поэтому, чтобъ получить -_ Разъ 1,, нужно Е 2 


раздфлить на Я равныхъ частей, и такихъ частей взять с. Но по ст. 134, 
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ыы 
(, 


и если взять с такихъ частей, то результатъ будетъ 


(#1 


раздфлить на 4 равныхъ частей, то каждая изъ нихъ будетъ т 


если 
@С 
ра 

_Такимъ образомъ можно дать слфдующее опредфлен1е умноженя: 
Чтобы получить произведене множителя и множимаго, мы должны по- 


ступить съ множимымъ точно такъ-же, какъ было поступлено съ еди- 
ницей для получентя множителя. 


143. Чтобы умножить 7ири или болфе дробей между собою, нужно 
перемножить всь ить числители—это будеть новый числитель, и 
всъ иль знаменатели—это будеть новый знаменатель. 


а с 
144. Положинъ, что намъ нужно раздьлить > На оДФеь По 


свойству двленя мы должны отыскать такое количество, которое по 


С (й : 
т т, Таковь смысль слова дзлене въ при- 


ложени къ цфлымъ числамъ, и тотъ-же смыелъ мы должны придавать 
ему, прилагая его къ дробямъ, такъ какъ другого опредзленйя не было 
дано до сихъ поръ. 


умножен1и на — давало-бы 


а сах =“; отеюда я И Ри. 
5‘а Ба ат". Вс 
Такимъ образомъ мы получили правило дфлен1я одной дроби на другую: 
нужно обратить дълитель и поступать какъ при умножени. 


Пусть —=4; тогда 


145. До сихъ поръ мы предполагали въ настоящей главф, что 
буквы представляютъ с0б0ою Умлия числа, и такимъ образомъ лишь 
повторили тф правила и доказательства, какя извфетны учащемуся 
изъ Ариеметики. Но, благодаря нашинъ обобщеннымъ опредёлен1ямъ, 
мы можемъ доказать, что вс$ данныя правила и формулы остаются 
справедливыми и тогда, когда буквы означаютъ собою как1я нибудь 


а @с 
цлыя или дробныя числа. Возьиемъ, напримфръ, формулу "Зы 44. 


положимъ, что мы желаемъ показать ея справедливость, когда 


@== ==. БР и с= = 
7% 0 $ 
а тр т Ч Ч 
$ Е о — — ——° 
ЗАЗСЬ 7 я х РТ 
ту у 
также с = — и = -; 
7$ 158 
ас ту’ рт ту 0$ 71745 
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Такниъ образонъ, мы доказали, что формула справедлива. 

Сверхь того эти формулы и правила остаются справедливыми и 
тогда, когда буквы означаютъ количества отрицательныя, въ силу 
замъчан1й, сдфланныхъ выше. въ главф У. 


146. Посредствомъ предыдущихь правилъь и формуль мы можемъ 
упрощать такля алгебраическая дроби, въ которыхъ числители и зиа- 
менатели сами представляютъ дробныя выражен1ая. Наприм$ръ 


( (, (а )-5* 


$ 2-5 Ба чак аа _ ае-) 
а 6 0 5(а—0) — В(а-+5) Х аб —_ (а 6})` 
4—6 $ а(а—6) 


147. Не лишне будетъь предостеречь начинающаго, что при упро- 
щен1и дробныхъ выражен1й онъ долженъ, во избфжан1е ненужнаго тру- 
да, останавливаться на простфйшихъ видахъ ихъ, как!е можно допу- 
стить. Наприм$ръ, положимъ, что намъ нужно привести слёдующее вы- 
ражен1е къ одной дроби 

( 6 С 
(а—5)(а—@—а) * ©—96—9а—) (9—5) 

Мы могли-бы принять за общай знаменатель произведене вефхъ зна- 
менателей и преобразовать соотвфтетвенно каждую изъ трехъ дробей, 
но небольшое размышлене покажетъ намъ, что здфеь существуетъ бо- 
л$е простой знаменатель, который мы можемъ ен ВЪ вы 
ющемъ симиетрическомъ видф. 


(а—5)(6-—с)(—а)(#—а)(#—5)(а—5). 
Поэтому предыдущя выражен1я мы можемъ написать такимъ обра- 
ЗОМЪ: 
ао | С 
© с-—9е—а) — (6—6) (-960—9@а—>’ 
тогда посредствомъ приведентя къ одному энаменателю мы найдемъ 
__ @6—6) (2—6) в)-+Ме-а) (г ааа 6) (ааа 5) 
(@—5) 6—6) (—)(#—а)(&#—5)(—о) 
Произведя перемножене въ числител$, мы найдемъ, что онъ при- 
ведется къ 
,, а(с?— 6?) (а?— с") с(6—а*)} 
_И мы найдемъ точно также, что 
—а(с*—5 1) (а—с*)-нс( —02)} = (а—6)(6—в)(е— а). 
Такимъ образомъ предложенное выражене обратится въ 
х 
(2—в)(#—5)(#—в). 
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Въ видф другого приифра можно показать, что 
о" р С? 
(6) (а—6)(#—@) " $—в) 6—2, — ее 
17 
— (2—9)@—)@—9) 


Прим$ры дробей. 


Упростить сл$дующ!я дроби: 


ин 0д—3 12—Зд—4 
2+ 6л—Т 2 4д— 5. 
ие 23—61“+117—6 93а” 3а0 "03 
2—2 аб 6? 
: ‘+ 102-855 505--94 323 —165°+23х—6 
| 23—94“26х--24 93 —11252-+177—6' 
т 643—554 223-95-77 —3 
дно ° ° 323+ 541—152 4° 
д. 32°--12х-+9 10 23—62^—37х—210 
_ 2252-+6° ° 3-44 415— 210 
# ‘92-9 19 ых, 
Г и — 493-444 —9' 2--4х 
13 —°—д1 ыы и—6— аб“ 6? 
9 ох-т а“ —@ баб -наб 
15 фу--2 (дну) — 7—7 


_ 96-+ (6*—4)5— 26? 


(ау —— у" 


Произвести сложен!е и вычитан!е, указанное въ слёдующихъ при- 
ч$рахъ отъ 17 до 37. 


Же. 9 
а ‘а 

| а 

ыы 2а—96 ры 96—94. 


7 2—1] 412—1 


23. 


24. 


25. 


26. ——- 


28. 


29. 


30. 


31. 


За. 


33. 


24: 


35. 


36. 


ЭТ. 


38. 
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ПИ ИИ ВИ: 
2(2-1) 10(%—1) 5(2%-н3) 
5ЬЬФп 09—26 32(а>5) 
д—6 д д— 6? 
32%  2—8х 16%—2* 
2х Эх г—4 ` 
3 и 4—20х 
1—2 1+9 42-1 
| И 
а-- в и—6° 9-0" 
| 1 1 1 
у — (2+) (2—9 
ни ав, 
а$(а— 6)" |, й) Бо 
#5 34а 29% | 
а—х ах 0—7" 
34—46 Ва—б—с 159а—4с 4—46 
49 __ 10046 _ , 
1 Э 12 21 
а--ь + са 
0—96—) Се) (5609 
а — с 6—9 6*—@6 
(а Ъ)(а-нс) — (б-не(-на  (с--а(с--ь’ 
а— с. оса | с*--аф 
(@—В(@а—® ' 6+09060— ‘с 9+ 
с со аб 
(с—в)(а—5) ‘(а ‘ое 
| | | | 
а(а—Ъ)(а—в)  Б5—6)@6—а) се—а)е—5 
а—6, бе, ста, (а 6) 6—6) а). 
ан чес сна (а-+-б(-не(с-а)о 
я, 2 (в—6)+ (6—5) (с—а)* 
а—$ МЕ —_ @560—59-9 
7. 
Умножить ое И 
2 8—3 
Уиножить а а, ме 


м 
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Е 


Зах а—5 9-х сх 
_ 40. Перемножить др’ Яд’ ках и 
41. ры что 
\2 . 9 с\/а с 
$. а 2) ы а „у—4 д са 

1—2 1—4 У 

42. Перемножить и, ия И | че 
х(а—х) _ в(а--х) 


43. Умножить 
а*—0* а— 6 
а—Заб-н- 0? ^`а?-наб' 
я - в 
д—у г+у т 


44. Упростить 


45. Упростить ( 


46. Упростить 


2 в 2* 
47. Умножить а 


48. Умножить 2'—х-1 на к 1. 


2 2__ 
49. Упростить и‘ ж(а-нб)-аб  х—а 


_ ах— 2" > 34 
50. РаздЪлить (+2) РИ 
4(4*—а5) баб 
51. Раздфлить В+) Ислии т. 
ИР 
52. Раздфлить г. на 
и у—-х 
ИИ 2 
59. Раздфлить Селье ЗА ву в 


_ 54. Упростить (2: -) : р + =). 
55. Упростить (5+ т, ( а _ 


у х 


ан а—6/ °\а—Ь 


56. Упростить фены. ых. АР ыг) и: 


уху 9 


57. Раздфлить 5 ое На и 
| Н, и, 


1; > 
НЕ На ЕЬ 
( с" 


2— (аб у-наб ^^ 4—6" 


——_——_ а —. 
ад ах-на2“ а—Зах-н-т* 


ай 


99 ` 


а`—0° а о, 
а—+03° а—6 \а-наб-+- 6? 


6 


Ц 


) 


8. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


12. 


Разд лить 
РИ 
Раздфлить 
Раздфлить 


РаздЪлить 


`Раздфлить 


Раздфлить — 


Упростить 


У простить 


Упростить 


Упростить 


Упростить 


Упростить 


Упростить 
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. 1 . 
и— а на +. 
Я _б 


ЕН: | На 1 уд 
>. |] 


&^/ 


а-+6—с 


а — ос 96 ва 
абс 


а3-+ зат Зах? 
д— уз. 


(ан х)* 


а2—02—6*—96 6 на 


22° ИИ Е на 3х—6ба— ы 
д-3За д-За 


66. Упростить 
а+х а—% 


Забе_ а. 5“ С 
фе-н-са— аб м 


6 с 
Га--® ря (= 4 


= а— В" х+ь а 3/° 


ие с. (6-8 _ 
\с+Ь с3+603/ °\е—Ь 

ны 2—5 ‚ (2+9 = 
ит, ‘Аду д 
=) , а а 


а--ь а2—9° ан би 


1 
== 
(1 


риА 


62—Ь?2/` 


о 
С 
+72 
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13. Упростить —— ОБЕ 


1 1 
в фе ( + с*— а" 
74. Упростить т г 1 ти 
а ф-+с 
1 | С 
15. Упростить о, 16. Упростить и 
д 6--—— 
х—ф1 | е 
1] о-+— 
3—4 | Г 
ГЛАВА 1. 


Уравненя первой степени. 


148. Всякая совокупность алгебраическихь символовъ называется 
выроженемь. Когда два выражения соединены между с0б0ю посред- 
ствомъ знака равенства, то происшедшее отъ того новое выражен1е 
` называется вообще уравнещемь. Соединенныя тавкимъ образомъ выра- 
жен!я получають назван!е частей уравненя, причемь выражение, 
стоящее по л5вую сторону знака равенства, называется первою частью, 
& стоящее по правую сторону —67й0рою частью уравненя. 


149. Уравнен!е называется яюжественнымь или просто 70%е- 
ством», когда 06$ части его остаются равными, кавя-бы числа мы не 
подставили виЪсто буквъ; наприм$ръ_ 

(2—5)(1—6)=5*—6*. 
представляетъ собою тожественное уравненме, или тоэжество. 

До сихъ поръ учаш]йся занимался исключительно почти т0же- 

ствани. Такъ выводы, данные въ статьяхъ 55 и 68, представляютъ 


выражен1я тожественно равныя, какъ равнымъ образомъ и 18, каыя 
получатся, если мы рёшимъ примфры главъ Ш и [\. 


150. Уравнене называется условнымь, если оно справедливо не 


для всякихъ значенй буквъ, но лишь для извЪфетнаго числа значенй; 
напримръ 


д-1 =1 
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не можетъ быть справедливымъ ни для какого значен1я х кромф х=6. 
Условныя Уравнен1я называются просто уравненлями. 


151. Та буква, которой должно дать одно или нфеколько частныхъ. 
значенй, чтобы содержащееся въ уравнении услов1е было справедливо. 
называется неизвъстною величиною. Говорятъ, что такое частное зна- 
чен!е удовлетворяеть уравненю и называютъ его корнемь уравненяя. 
Р$8шить уравнен1е значилъ найти одно или нёсколько такихъ частныхъ 
величинтъ. 


152. Если уравнен!е заключаетъ въ себ$ одну неизв$стную вели- 
чину, то говорятъ, что оно такой степени, какую выражаетъ показатель. 
наивысшей степени этой неизвестной. Такъ, если обозначимъ неизв$ет- 
ную величину чрезь 2, то уравнен1е будетъ первой степени, когда 
ВХОДИТЬ ТОЛЬКО ВЪ Иервой степени; такое уравнен1е называютъ также 
простымъ уравнешемъ. Если въ уравнен1е входитъ 2” и н$тъ степени 
2 выше чфиъ 2”, то оно называется уравнен1емъ в7иорой степени или 
квадратнымь уравненлемъ. Если въ уравнен!е входить 21° и нфть въ. 
немъ степени 2 выше, ч$мъ 23, то оно называется уравненлемь третьей 
степени или кубическимь уравненлемъ. И такъ далЪе. 

Нужно замфтить, что эти опредфленя предполагаютъ, что’ 00$ 
части уравненя суть Улыя выраженля по отношению къ.х и не 
содержать х подъ знакомь корня. 


153. Покажемъ теперь нфкоторыя дфйствя, какля можно произво- 
дить надъ уравненемъ, не нарушая выражаемаго имъ равенства. Мы 
увидимъ впослфдетв1и, что эти дфйств1я окажутся для наеъ полезными, 
когда намъ придется рёшать уравненя. | 


154. Если каждый членъ въ объижь частяхь уравненя помно- 
жшть или раздълить на одно и то-же количество, то равенство: 
объихь частей не нарушится. Это слфдуеть изъ ст. 100 и 101. 


155. Главнфйшее примфнене предыдущей статьи состоить 65 
освобождении уравненля оть дробей; послфднее совершается посред- 
ствомъ умножентя каждато члена на произведене всзхъ знаменателей 
дробей, или, если утодно, посредствомъ умножен1я на общее наименз- 
шее кратное этихъ знаменателей. Положинъ,что мы имфемъ, на- 
прим$ръ, уравнене 

х д хх 
———-н —=13. 
я 3 4 | 

Помножимъ каждый членъ эго на 2ЖЗХ 4; тогда получимъ 

Зх4АЖл+9х4Ахх+н2ж 3 жхх=13х2ЖЗЖ4; то-веть 
122 8х=6л=312. 
Раздфлимъ каждый членъ на 2; тогда получимъ 


6:47 3х=156. 
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Вито того, чтобы умножать каждый членъ на 2Ж3Ж4, мы 
могли-бы умножить на 12, которое представляетъ наименьшее кратное 
2, Зи 4. Тогда мы сразу получили-бы 

6423 х=156. 
156. Бсякое количество можно переносить изъ одной части 
уравненая въ друую, измтнивь у этою количества знакх. 
Такъ, пусть будеть уравнене 
—а=6— У. 

Приложимъ къ обфимъ частямъ по @ (ст. 98); тогда 

—аа=б—у-а 
то-есть 

д=б-а—ч. 

Теперь вычтемъ изъ обфихъ частей по 6; тогда 

—6=б-на—у—6=@а—9. 
Мы видимъ здЪсь, что— а изчезло изъ одной части уравненя, & 


зъ другой части появилось на; и 6 исчезло изъ одной части урав- 
нен1я и появилось въ другой въ вид — 6. 


157. Если знакь у каждолю члена уравнентя будеть измъненъ 
на обратный, то равенство не наруииитися. 

Это слёдуетъ изъ предыдущей статьи, если переставить вс$ члены 
изъ одной части уравнентя въ другую. Такъ положимъ, что 


х—@в=6—. 
Перестановляя члены, получимъ 
у—6—=а— г, 
то-есть 
а—х=у— 6; 


тотъ-же результать мы получили-бы, если-бы измнили знакъ у каждаго 
члена въ первоначальномъ: уравнении. 


158. Теперь мы можемъ дать правило для рёшен1я простого урав- 
нен1я съ одною неизв $стною величиною. 


Бо-первыхь нужно освободить уравнене оть дробей; потомъ 
перенести всъ члены, заключаюийе въ себъ неизвъетныя величины, 
въ Одну часть уравненля, а всъ извъстныя величини—въ друцую; на- 
конець раздълить объ части на коэффиицленть или на сумму коэф- 


Фиилентовъ неизвъьстной величины, тозда и получится искомое зна- 
ченле неизвъстной. 


Справедливость этого правила очевидно вытекаетъ изъ началъ, 
выраженныхь въ предыдущахъ статьяхъ, и мы приложимъ теперь его 
КЪ иБеколькимъ прии$рамъ. Въ этихь примфрахъ неизвъстная вели- 
чина будетъ обозначалься буквой 2, а если въ нихъ будуть ветр}- 
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чаться другя буквы, то мы будемъ предполагать, что онф представ- 
ЛЯЮТЪ ИзвЪСстНныя величины. 


159. Решить уравнене. 
_ 312—4=94—%. 
Перенесемъ члены 
31-7 =24-+4; 
то-есть 
4%=28; 
раздфливЪ, находииъ 
„28 _ 
м 


Мы можемъ повюрить фезультатъ, подставляя 7 вифсто х въ 
первоначальное уравнен1е. Первая часть тогда будетъь 3х1—4, то-есть 
21—4, то-есть 17; вторая часть будетъь 24—7, то-есть 11. 


5% 4х 5 х 

0. Рёшить уравнен1е —— -——18=— + 5-. 

ыы УВВ, +4 
Умножимъ на 96, т. е. на наименьшее кратное знаменателей; тогда 


95х48 Хх—4Ж 32 Жхх—13Ж96==5х 12-н3х 


Г 


то-есть 
240%х—128%—1248 =60—н 3х; 
перенесемъ члены 
| 240%1—1281—3х=1248+ 60; 


итакъ 
109%=1308; 
раздфливъ, найдемъ з 
1308 
м 12. 


Мы можемъ повфрить результатъ, подетавивъ 12 ви$сто х въ 
первоначальное уравнен1е; тогда найдемъ, что каждая часть уравнен1я 
будетъ равна 1. 


161. Иногда бываетъ удобно уничтожать дроби йо частямъ, посл? 
чего можно дфлать нфкоторыя упрощен1я, прежде ч$мъ перейти къ осво- 
божденю уравнен!я отъ остальныхъ дробныхъ коэффищентовъ. Напри- 
_М$ръ, р5шимъ уравненте 


т 29—16 2+5 „1 ХТ 


——- = == —. 
11 3 4 3 12 
ЭдЪеь намъ удобно помножить на 12; тогда 
12(%—Т7) 


т —4(2%—16)--3(22-—=5)=16 Ж4-32-Т, 
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то-есть 
Твен базебачн16 = 64-8. 
‚ Перенеся члены и сдфлавъ приведен1е, найдемъ 
5. 


Умноживъ теперь на 11, получимъ 
12х-+-84-+88=55х; 
по перенесен1и членовъ 
172—435; 
раздъливъ, найдемъ 


Этотъ результатъ мы можемъ повфрить, какъ и раньше. 
Учан]йся долженъ обратить особенное вниман1е на одно обетоя- 


22— 
тельство, встр$зтившееся въ этомъ прим$рф. Дробь 


1 | 
что -(2%—16). Предъ этой дробью стоитъ знакъ —; и когда мы умно- 
> 


жимъ ее на 12, раскрывъ скобки, то получимъ—8х7-64. [акимъ 
образомъ, при освобождени отъ дробей, мы должны поступать со зна- 
ками членовъ, стоящихъь въ какомъ-нибудь числител$, такъ-же, какъ 


еслибы они стояли въ скобкахъ. 
2 
+1 5—8 
_Умножимъ на (22+1)(55— 8); тогда 
5(55—8)=2(21— 1), 


162. Р&шить уравнен1е-——- 


то-есть 
ВЫ 25%5—40—=4л-н2; 
° перестановимъ члены, 


| 214=42; 
раздфливъ, получимъ 
ПР 


Этоть результать мы можемъ пов®рить, какъ и раньше. 


. 2—3 4—5 
163. Р Не = 
9. Ршить уравнен!е 2-4 6" 
Умножииъ на (31—4)(6%—7); мы получимъ 
(22—3)(65—7)=(45—5)(31—4), 
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то-есть 124^ —32х-+21=1252—31%-+20. 
Отнимонт оть обЪихъ частей по 1257; тогда 

21—32 = 20—31: 
перенесемъ члены — 

21—20 —=32%— 315; 


итакъ = Х=. 
Этотъ результатъ можно повфрить, какъ ин раньше. 
10% 7 


164. Р$шить уравнен1е ‚—8= 5—8: 
Униножимъ на 6; тогда. 
31—48=20%—14; 
перенесемъ члены — | 


раздёливъ, найдемъ ды 9. 


Результатъ этоть можно повбрить; мы найдемъ, что каждая часть 
‚уравнентя обратится въ —9. 


165. Рфшить уравнен!е алена. 


Церенесемь члены — _ ар—вл=а— 6; 
то-есть (а—с)л=а— 6; 
_ 4—6 
раздЪливЪъ, получимъ аж" > 
Повтърка. Вставимъ эту величину вифсто х въ первоначальное 
| а(4— 6) 
уравнен1е; тогда первая часть сдзлается ————0, то-есть 
а(а—6) (ас а-—6с (4—6 
а { < Сань то-есть ————. Вторая Часть будетъ ь |, 
(— С 4—6 4—С Е. 
(4—6) ще) Ча-— сб 
то-веть -, то-есть ———.. 
_а—с а— с’ а— с 


166. Уравнеме первой степени не можеть ‘имьть больше 
одною корня. 

ДЪйствительно, всякое уравнене первой стенени можно привести 
КЪ ВИДУ 4%=06, вели неизв$стныя величины перенесевы всЪ въ первую 
часть, а изв$стныя—во вторую; но для справедливости этого необходимо, 


чтобы 2 равнялось ми ничему другому. 


Тотъ-же выводъ получаютъ иногда слфдующимъ образомъ. Предпо- 
ложимъ, если возможно, что это уравнен1е имфетъ два различные корня 
хи В: тогда согласно предположентю 


аа=6, аВ=6; 
Алгебра. | | 5 
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вычтя одно изъ другого, получимъ 
а(аи-—В)=0; 
но это невозможно, потому что по предположеню х—В не равно нулю, 


и а тоже не равно нулю. Такимъ образомъ уравнен1е первой степени 
не можеть имфтъ больше одного корня. 


_Примф$ры уравнен!й первой степени. 


ох+1 1+5 


и д х 
ГВ О не 8 » 2. 2—1 * 51. 
м 2+1, 324 1 62+! 
“29 5 8 8 
7 57—П _2—1 115—1 
14 10 12 
дхх 1 +1 +2 2-3 
Г. ре: 90— 8. 1925 (7—2) 4+9. 
| з 2 у, 
"сы. РЕ слннь ВИ лнн ЛАльж 
"4 39 8 
о 5—1 2+То 
10. 2—8 —=31—14. 
. 1] 2—3 _ 9%—5 _41 31—8 526 
"4 6 60 5 15 _ 
513 3—1 
1—6 т 
13. 58-2 [3 = ИС 5 
„ 2+3 2—2 35—5 1 
15 32—1 18—2 12 (+3) 
°’ 5 2 3 6 
5—3 9—х 5 19 
16. и а (х—4). 
17 2—1, 92—5 _92—1 
у 11 5 
18. 37-5 _ ах+7 + 10—82 —0. 


Ч „9 5 


ыы 
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д эхд8 25—9 | 19—25 92—11 
1 а - 20. 2х о а 


1—8 157+8 — = 31% 
—- = 
11 13 я, 
оф—11 28—97 „поз 
8 —=4%—14°|«.- 
2%—1 _ 32—2 _ 52—4 Фан 6 
‘г 8: 4 6 12 ° 
2—9 2 д—3 
97 18 4 
#—1 41—°/, 712—6 2—2 3З2—9 
к О 
3 5 о. у 10 
22—6 2—4 _ 3 р я ТИ. В 
ет АЯ ВЕТ. —0. 30. 2—8х- 5 (4 2). 
32—71, 25 42 5214 
9 3 
225 40-х _1 0%1—427 
° 13 80’ 


2—1 2—2 2+8, 2+4 | 
2 3 4 6 
—1 1—9 1—5 2—6 
‘29 заб 
‚ (2—5) (4—2)—(х—5)(2х — 5)--(х-7)(2—2) =0. 
‚ 3—9(х—1)(х-2)=(&—3)(5— 22). 
‚ я8—(3—#)(и-1)= @—з)а-на)+3—. 


— — © 
го —8 ый + (32—2; ми 3) и 


| (5) ео 


еее 
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12 92-55, 82—71 _862--15  10'/, 
^^ 14 67-2 56 14° 
ел ор— __ _ 
43 62-7 22 2221 яд 61 62—1 _ 27— 4 _ 22—1 
15 17—56 5 15. — 12—16 — Бо 
р 2 т _ 37 
ыы 9 +8 дж ьб. 
46. (21) =]6—(1—42){5—2. 
1 1 1 1 
а аа 6 а 
| 2 1 6 | 
ЕВ п 
25—12 165—41 23 
ЕР, т от че ВУЗА Да > 
х—1 3-2 ИЕ 
А ЗИ ВА 4/4 Б/ 
51. (а-х) (6-2) —(е-2)(а-++2). 
52. = ты ы а. 55. РИ Е.В 
. фа ба у 6 
ед т 2—0, 1—с _а— (абс) 
б С а вос 
И 
55. (ана) —фа(ъ-нед ина. 
-6 ао _а_ | ах? бе ао 
‘ие да 2  ра’-нахнт риа 
Зафс  @*6°  (3а-+60)6х 6х 
а ав (а+5} а 2 
`59. да щь.) ыы А. кл. ИР 60. ны Ино 
— Ж-Ь да л-+Ь да-н26 
61. (1—а)-+(#—56)*-+ (#—6)=3(1—а)(#—5)(е —6). 
62. 0.15х—1.515—0.8175х=0.0625х. 
68. 1.21 9:08 0 4рь 8.9. 
0.5 
84. ТР 9-1 6+ 8.9, 


0.5 
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ГЛАВАХ. 


задачи, приводапия къ простымъ уравненямъ еъ едною 
неизвЪетною величиною. 


167. Приложимъ теперь данные выше способы къ рёшеню н- 
сколькихъ задачъь и такимъ образомъ покажемъ учащемуся образецъ 
пользован1я Алгеброй. Во всякой задач однф величины даются, & дру- 
я, находяшляся въ данныхъ соотношеняхь съ ними, должны быть 
найдены. Эти соотношен1я въ словесномъ изложении задачи обыкновенно 
выражаются общеупотребительными фразами, и способъ рфшеня за- 
дачъ можно вообще описать такимъ образомъ: Нужно обозначить не- 
извъетныя величины буквами ц выразить амебраическимь языком 
ить соотношетя, которыя существують между неизвестными 
величинами и данными; такимъ образомь мы получимь уравненля, 
изъ которыхь моуть быль выведены значенля неизвьстныхь величин. 

Мы дадимъ теперь нЪфеколько примфровъ, и ограничимея въ этой 
глав5 лишь такими задачами, которыя могутъ быть ршены при помощи 
одной неизвфстной. | 

168. Сумиа двухъ чиселъ равна 89, а ихъ разность равна З1; 
найти эти числа. т | | 

Означимъ чрезъ л меньшее изъ чиселъ, тогда большее число будетъ 
31-7; и такъ какъ суима ихъ равна 89, то мы будемъ имЪть 


81 хнх=89; 


то-есть | 31—21—=89; 
перенося члены, 2%=89—31==58; 
Г | 58 
и раздфливъ, найдемъ ——5 —29. 


Итакъ, меньшее число есть 29, а большее будетъ 29-+51, то-есть 60. 


169. Несостоятельный тортовецъ долженъ тремъ лицамъ: лицу В 
онъ долженъ вдвое больше чфмъ А, а лицу С столько, сколько долженъ 
_ Аи вы%ет%. Сколько каждый изъ нихъ получить изъ 300 рублей, 
приходящихся на ихъ долю? 

Означимъ чрезъ х то число рублей, которое получить А; тогда, 
число рублей, которое получить В, будеть 25; а х+ 21, то-веть 97 
будетъ то число рублей, которое получить С. Вея сумма должна быть 
300 рублей; итакъ | 

| 9-8 х=300; 
то-есть 6л=300; 


и о п=—=50. 


то ЗАДАЧИ ПРИВОДЯШ1Я КЪ ПРОСТЫМЪ УРАВНЕН1ЯМЪ 


Слфдовательно „4 долженъ получить 50 р., В 100 р. и С 150 р, 


170. Раздълить лин1ю въ 91 дюймъ длиною на дв% части, такъ 
чтобы одна изъ нихъ составляла три четверти другой. 


35 
Означимъ чрезъ х число дюймовъ въ одной части, тогда —- выра- 


4 
ЗиТъ число дюймовъ въ другой части; итакъ 
37 
+4 =21; 
освободимся отъ дробей; тогда 
47-3%=84, 
то-есть _1=84; 
84 
слъдовательно Де == 12. 


_ Итакъ, одна часть будеть имфть 12 дюймовъ, а другая 9 дюймовъ 
ВЪ ДЛИНУ. 


171. Если А можетъ исполнить нзкоторую работу въ 8 дней, а Б 
ВЪ 10 дней, то во сколько дней они кончатъ ее, работая вмЪетЪ? 


Означимъ искомое число дней буквой х. Въ одинъ день .4 можеть 


1 | 
ИСПОЛНИТЬ я часть работы, сл5довательно въ х дней онъ сдфлаеть 


д _ | | 
а частей работы. Въ одинъ день _Б можетъ исполнить 0 часть работы, 


| & 
слфдовательно въ 2х дней онъ сдфлаетъ то ч8отей работы. Но такъ 


какъ въ х дней 4 и Б оканчиваютъ всю работу, то мы имфемъ 


2 _.. 
ВО" 
освободимся отъ дробей, унноживъ уравнен!е на 40; тогда 
Бх+4%=40, 
то-есть 9%=40: 
40 
сл$довательно даты м 


172. Быль нанять рабоч1й на 60 дней съ услов1емъ, что за всяюй 
день, въ который будетъ работать, онъ будетъ получать 75 копфекъ, & 
за каждый день, который онъ прогуляетъ, съ него будутъ вычитать по 
25 копфекъ. По окончан!и срока рабоч1й получилъ 14 рублей. Спра- 
шивается, сколько дней онъ работалъ? 

Означимъ чрезъ х число рабочихъ дней; тогда число прогульныхъ 
дней будеть 60—52; поэтому 75х будеть его заработная плата, выра- 
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женная въ ЕД а 25(60—5) будетъ означать сумму, которую 
нужно удержать за прогулъ, то-же въ копфйкахъ. Итакъ 


155—25(60—#)=1400; 


то-всть 155—1500255%=1400; 

слёдовательно 100%=1400—1500=2900; 
2900 

& потому — 100 =29- 


`Итакъ, онъ работалъ 29 дней, а прогулялъь 60—29, то-есть 31 день. 


173. Сколько четвериковъь нужно прим$шать ржи по 1 р. 20 к. 
за четверикъ къ 50 четверикамъ пшеницы по Тр. 80 к. за четверикъ, 
чтобы. см$еь можно было продавать по 1 р. 60 к. за четверикъ? 

Означимъ искомое число четвериковъ чрезъ 2; тогда 6х будеть 
стоимость ржи въ двугривенныхъ, а 450 будетъ стоимость пшеницы 
ВЪ Т$хЬ-Же единицахъ. 


Цнность смфси будеть 8(50+) такихъ-же единицъ. Итакъ 
8(50-%)=6х-—450; 


т0-ееть. З35400=6;-450; 
ИЛИ _ 9х=50, 
оттуда 1=—25. 


174. Контрабандисть провозитъ н$которое количество водки, 3& 
которую надфется получить 63 руб.; но, спрятавъ 5 ведеръ, онъ попался 
. таможенному чиновнику, захватившему у него третью часть остальной 
водки, велфдетв1е чего контрабандистъ выручаетъ за водку только 52 р. 
БО к. Сколько ведеръ водки было и что стоило ведро ея? 

Означииъ число ведеръ водки черезъ 2; въ этой задач$ удобно 


м 126 
выразить цфны въ полтинникахъ; поэтому Г. будетъ цфна ведра 


Е 1—5 
водки въ полтинникахъ. Количество захваченной водки равно ты 


д—5 „126 
ведеръ, а пфна его —_ ж- —__ ПОЛТИННИКОВЪ; ТакИМЪ образомъ: 
ох =126—105= 21. 


Унножимъ на 3х, тогда 

126 (2—5) = 3%Ж91==6345; 
слБдовательно 126—630 = 635, 
Т0-всть 63% =630 


630 
"а 
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63 
Итакъ, водки было 10 ведеръ, а цЪзна ведра будетъ то рубл.; т.-е. 
6 руб. 30 коп. 


175. Учанайся можетъ уже теперь самъ упражняться въ рёшенш 
задачъ. замфтимъ, что во всфхъ задачахъ главнфйшая трудность заклю- 
чается 6% перевод задачи съ обыкновенно языка на омлебраически, 
_ и занимающ]йся не долженъ приходить въ отчаяне, если иной разъ на 
первыхъ порахъ онъ ветрфтитъ нфкоторое затруднен1е, такъ какъ ничто 
кром$ упражнен1я не можеть ему дать ни умфлости, ни увзренности 
ВЪ ЭТОМЪ ДЪЛЪ. 


иди запачтъ. 


1. Сбережен1я двухъ лицъ составляютъ 3870 рублей, но одно 
лицо имфетъ вдвое больше другого; найти сбережен1е того и другого. 

2. РаздЪлить 425 рублей между двоими такъ, чтобы одинъ полу- 
_чилъ столько четвертаковъ, сколько другой— рублей. 

3. Сколько денегь въ кошельк$, если четвертая и пятая части 
этихъ денегь вмфетЪ составляютъ 14 р. 40 к.? 

4. Н%кто, уплаливши седьную и зат$мъ пятую часть своего долга, 
остается еще должнымъ 579р. 60 к. Какъ великъ былъ весь его долгъ? 

5. Разложить 46 на дв$ части такъ, что если одну часть разд$- 
лить на 7, а другую на 3, то сумма частныхъ равнялась-бы 10. 

6. Общество изъ 266 липъ состоить изъ мужчинъ, женщинъ и 
дфтей; мужчинъ вчетверо больше, чЪмъ дфтей, а женщинъ вдвое больше, 
чфиъ дфтей. Сколько каждыхъ изъ нихъ? 

1. НЪкто издерживаетъь третью часть своего дохода на столъ п 
квартиру, одну восьмую часть на одежду, одну десятую на благотвори- 
тельность и сберегаетъь 318 руб. Какъ великъ его Доходъ? 

3. Три города уплачиваютъ извфетнаго налога 594 рубля; такъ 
‘что, когда на долю Б приходится платить 20 р., А уплачиваеть 12 р., 
& С уплачиваеть 17 р. 50 к. Сколько приходится всего уплатить 
каждому городу? 

9. Раздфлить 1520 рублей между А, Би С такъ, чтобы В иифлъ 
на 109 р. больше, чфиъ А, а С на 270 р. больше, ч$мъ В. 

10. Нужно раздзлить НВ которую сумиу денегъ между тремя лицами 
А, БиС. А долженъ получить на 30 рублей меньше половины этой 
тины, В— на 10 рублей меньше третьей части и С на 8 руб. больше 
четвертой части той-же суммы. Сколько получить каждый? 

11. Сумма двухъ чиселъ равна 5760, а ихь разность равняется 
одной трети больнаго числа. Найти эти чиела. 

12. Въ двухъ боченкахъ находится по одинаковому количеству 
пива; изъ перваго боченка отливаютъ 34 кружки, а изъ второго 80 
‚хружевъ; посл$ этого въ одномъ боченк$ остается пива вдвое больше, 
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чвиъ въ другомъ. Сколько о ы пира было въ каждомъ боченк% 
сначала: 

13. НЪ%кто покупаетъ картину за извфетную цфну, и т актю же 
цзну платить за раму къ ней. Если-бы рама стоила на 6 руб. 30 коп. 
дешевле, а картина была-бы дороже на 4 р: 80 к., то цфна рамы 
составляла-бы лишь половину цфны картины. Найти етОИМОСтЬ картины. 

14. Два овцевода, владЪвие сообща стадомь овецъ, рфшили раз- 
_ дЪлить свое имущество по-ровну: одинъ беретъ себф 72 овцы, а другой 
92 овцы и приплачиваетъ первому 220 р. 50 к. и, Во ЧТо 
цънилась овца? = 

15. Домъ съ садомъ стоить 5355 р. причемъ пяти-кратная стои- 
ность дома равна двфнадцати-кратной стоимосги сада. Найти пфну дома 
„И сада отдЪльно. 

16. Десятая часть шеста окрашена въ красный цвфтъ, двадца- 
тая—въ оранжевый, тридцатая—въ желтый, сороковая—въ зеленый, 
пятидесятая въ голубой, шестидесятая—въ синй, а остальная часть, 
длина которой равна 302 дюйнамъ, окрашена въ ф/олетовый цвётъ. 
Найти длину шеста. 

17. ДвЪ трети нЪкотораго числа людей получили каждый по 48 К. 
& одна треть по 78 к. каждый, Вся, издержанная на нихъ, сумма 
денегъ равна 17 р. 40 в. Сколько было людей? 

18. Найти число, третья часть котораго, сложенная съ седьмою 
частью, составить 20. 

19. Разность квадратовъ двухъ пос оватдьныхь чисель равна 15 

Найти эти числа, 
. 20. Въ н$зкоторой династ!и третья часть королей носила одно имя, 
° четвертая часть—другое, восьмая часть-—третье, одна двзнадцатая— 
четвертое, и было еще паять иныхъ именъ. Сколько королей носило оди- 
наковыя имена? | 

21. Артель гребцовъ, которая можетъ двигать лодку въ стоячей 
воДБ с0 скоростью 9 верстъ въ часъ, разсчитала, что потребуется вдвое 
больше времени, чтобы плыть противъ точеитя, чЪиъ по течен!ю. Найти 
скорость течентя рЪфки въ часъ. | 

22. Англичане Аи Б, играя въ моем игру, условились, 
что проигравший долженъ каждый разъ платить выигравшему однииъ 
шиллингомъ больше половины остающихся у проигравшаго денегъ; при 
начал$ игры у нихъ денегь было по ровну, но посл того, какъ Б про- 
играль первую парт1ю и выигралъ вторую, у него стало вдвое больше, 
ч$иъ у А. Сколько денегь было у каждаго изъ нихь при началф игры? 

23. НЪкто, имвюшй 75600 рублей, употребляеть часть этихь 
денегь на постройку дома; затЪиъ третью часть оставшихся денегъ 
поифщлетъь въ банкъ изъ прибыли по 4 на 100, а другя двф трети 
изъ прибыли по 5 на 100, причемъ иметь ежегодный доходъ отъ этихъ 
прибылей въ 2469 р. 60 к. Найти, сколько стоилъ домъ. 
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24, Сельск1й хозяинъ продалъ быковъ но 78 р. 80 к. за штуку 
и овецъ по 13 р. 24 к. за штуку, причемъ тБхь и другихъ висеть 


было 35 толовъ, а вся, вырученная отъ продажи, сумма составила 


1203 р. 30 к Сколько было быковъ и сколько овецъ? 

25. Аи В нашли кошелекъ, въ которомъ находилось нёсколько 
гривенниковъ. 4 взялъ себф два гривенника и шестую часть остатка; 
потомъ В взялъ три гривенника и шестую часть остатка; тогда оказа- 
лось, что они взяли по ровну. Сколько гривенниковъ было въ кошельк® 
И ПО скольку взялъ каждый изъ нихъ? 

26. эаяцщъ находится въ 80 своихъ скачкахъ оть бФфгущей за 
НИМЪ охотничьей собаки; онъ усп$ваетъ дфлать три скачка въ то вреня, 
какъ собака дълаетъ только два, но собака при одномъ скачкЪ подви- 
гается впередъ на столько-же, на сколько заяцъ при двухъ. Сколько 
скачковъ сдфлаетъ заяцъ, прежде чЪмъ будетъ схваченъ собакой? 

21. Длина одного участка земли вдвое больше его ширины; дру- 
гой участокъ, который на 50 саженъ длиннзе и на 10 саженъ шире 
перваго, заключаетъ въ себ$ на 6800 квадратныхъ саженъ больше, 
Чч$мъ первый. Найти площадь каждаго участка. 

28. Сосудъ можетъ быть опорожненъ посредетвомъ трехъ крановъ; 
чрезъ одинъ первый онъ опоражнивается въ 80 минутъ, чрезъ одинъ 
второй въ 200 минутъ и чрезъ одинъ тремй въ 5 часовъ. Во сколько 
времени опорожнится сосудъ, если будутъ открыты всф три крана? 

29. Если обложить налогомъ по 3 к. съ рубля ве$ доходы меньше 
1000 руб. въ годъ и по 5 коп. съ рубля вс$ доходы, превышающ!е 
1000 руб. въ годъ, то можно будетъ съ имуществъ, оцфненныхъ въ 
5000000 руб., получить налога 190000 руб. Сколько налога при- 
детея на вез доходы, ниже 1000 руб. каждый? 

30. НЪкто покупаетъ чай двухъ сортовъ-—одинъ по 96 коп. за 
фунтъ, & другой по 1 руб. 60 коп. за фунть и желаетъь смфшать оба 
сорта такимъ образомъ, чтобы, продавая см$еь по 1 руб. 17'|, коп., 
можно было имфть 10 процентовъ прибыли на каждомъйпроданномъ 
фунтЪ. Найти, сколько фунтовъ низшаго сорта должно прии$шать къ 
каждому фунту высшаго сорта чаю? 

_ 31. Разнощикъ продалъ за 6 руб. 24 коп. нфеколько апельсиновъ 

и яблоковь, причемъ послфднихъ было больше чёмъ первыхъ на 
180 штукъ; яблоки онъ продаетъ по 16 коп. за десятокъ, а за 15 
апельсиновъ беретъ 4 копфйками больше, ч$мъ за 35 яблоковъ. Сколько 
продалъ разнощикъ апельсиновъ и яблоковъ? 

32. Бочка 4 содержитъ 12 ведеръ вина и 18 ведеръ воды; другая 
бочка Б’ содержитъ 9 ведеръ вина и 3 ведра воды. По скольку ведеръ 
надо взять изъ каждой бочки, чтобы составить смфсь изъ 7 ведеръ 
вина и 1 ведеръ воды? 

33. А можеть выкопать канаву въ половину того времени, въ 
какое ее выкопалъ-бы В, а Б ножеть выкопать ту-же канаву въ '/, 
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того времени, въ какое выкопалъ-бы ее С; всф-же они вифет® могутъ 
выкопать ве въ 6 дней. Найти время, въ которое каждый можеть вы- 
копать канаву, работая отдЪльно. 

34. НЪкто, уплативъ въ казначейство по 3 коп. съ каждато рубля, 
имфеть 2570 руб. 50 к. Сколько у него было до этого? 

35. Въ какое время между однимъ и двумя часами минутная 
стр5ёлка часовъ находится въ точности за одну минуту впереди часовой 
стр$лки? 

36. НЪ®кто имфеть въ своемъ распоряжении ровно @ часовъ вуре- 
мени; какъ далеко можетъ онъ съфздить въ карет$, дфлающей 6 верстъ 
въ часъ, чтобы возвратиться во-время домой, идя назадъ изшкомъ и 
проходя по с верстъ въ часъ’ 

37. Известные предметы потреблепля были обложены пошлиной 
по 6 шиллинговъь за центнеръ; велфдетв1е посл$довавшато потомъ 
уменьшен1я пошлины потреблене увеличилось на половину, & доходъ 
казны уменьшился на одну треть. Найти величину новой пошлины за 
центнеръ въ шиллинтахъ. | 

38. Корабль отправился въ путь, имфя сухарей на 60 дней, при 
ежедневной выдачЪ по фунту на человЪка; пробывъ въ мор$ 20 дней, 
корабль подвергся шторму, во время котораго 5 человЗкъ были смыты 
и сброшены за бортъ, и получилъ поврежденя, причинивийя замедлен1е 
на 24 дня; тогда едълалось необходимымъ уменьшить ежедневную выдачу 
сухарей до °|. фунта. Найти первоначальное ‘число команды корабля. 


ГЛАВА ФХ|. 


Совмфетныя уравнешя первой степени съ двумя неиз- 
вфетными ведичинами. 


176. Положимъ, что мы имбемъ уравнен!е, содержащее дв$ неиз- 
вфетныя величины хи 9, наприм$ръ 55—2у=4. Для всякаго произ- 
вольнаго значен1я, какое мы припишемъ одной изъ неизв$стныхь вели- 
чинъ, мы можемъ опредфлить соотв тствующее значен1е другой величины 
и такимъ образомъ найти сколько угодно паръ величинъ, удовлетво- 
ряющихъ данному уравнен1ю. Такъ напримфръ, если У=1, т0 Мы 
найдемъ, что 2= =; если у=2, то => и такъ далфе 

Положимъ также, что есть другое уравнен1е того-же рода, какъ 
наприм®рь 42+ 3у=17. И здфсь мы можемъ найти сколько угодно паръ 
величинъ, удовлетворяющихъ этому уравнен1ю. 
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Но положимъ, что мы ищемъ тав1я значемя хи 9, которыя удо- 
влетворяли-бы обоимь уравненямъ; тогда мы найдемъ, что существуетъ 
только одно такое значене для х и одно-же для у. ДЪйствительно, 
Умножимъ первое уравнене на 3; тогда 


151—6бу== 12; 
умножимъ второе уравнен1е на 2; тогда 
82—61 =: 34. 


Сложивъ эти два уравнен1я, получимъ | 
151 —бу-8х—нбу = 12—34, 

то-есть | 23%=46, 

а, 

Такимъ образомъ, если нужно удовлетворить обоимъ уравнен1ямь, 
то д должно равняться 2; подставииъ это значен!е: х въ которое нибудь 
пзъ двухъ данныхь уравнен1й, наприм8ръ, во второе; тогда получимъ 

в--3У=11; 
а потому Зу=17—8 
И У=3. 


177. Два уравнен1я или болфе, удовлетворяющляся одними и т- 
ми-оюе значенями неизв5стныхъ величинъ, называются совмюстными 
или совокупными уравненями. Мы начнемъ съ разсмотр®н1я совмЪст- 
ныхъ уравнен1й, заключающихь дв неизвфстныя величины, причемъ 
он входятъ только въ первой степени и не перемножены одна на другую. 


178. Существуетъь три способа, обыкновенно употребляющихся для 
р%шен1я такихъ уравненй. Цфль каждаго изъ этихъ способовъ одна и 
та-же, именно—получен1е изъ двухь данныхъ уравнений, содержащихъ 
дв неизвЪстныя величины, одного уравнев1я съ одною только неиз- 
въетною величиною. Однимъ изъ такихъ способовъ мы, какъ это гово- 
рится, исключаемь ту неизвестную величину, которая не замЪчается 
болЗе въ полученномъ одномъ уравнении. 


179. Первый способъ. — Первый способъ — тотъ самый, который 
мы уже употребили въ прим р$ стальи 176. Онъ состоитъ въ сл5дующемъ: 
Оба уравнетя умножаются на таня числа, чтобы коэффииенть 
одной изь неизвюстныхь величинь сдюлался однимь и тъмъ-же в 
обоихь, получающихся оть этою, уравнешяхь; тода, при помощи 
сложеня или вычитаная, мы составляемь ‘изъ нихъ одно уравненае, 
содержащее только одну неизвъетную величину. 


Прим ръ 
4х-3у=22; 55-.Ту=6. 
Если мы хотимъ исключить 9, то умножимъ 7ервое уравнеше на Т, 
т. е. на коэффищентъ при у во второмъ уравнении, а второе уравне- 


СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЪСТНЫМИ ВЕЛИЧИНАМИ. (а 


н1е—на 3, т. е. на коэффищентъ при 9 въ первомъ уравненш. Итакъ 
МЫ ПОЛУЧиМЪ 
08#+914=154: 155—919=18. 
Сложимь ихъ: о 
28%—15х=154-+18; 
то-есть — 432—112 

172 
Й ат 


Посл этого подставимъ найденное значен1е х въ которое-нибудь 
изъ Данныхъ уравненй, наприм$ръ--въ первое; тогда получимъ 

| 16=3у=20; 
поэтому 2У==6, 
а, о | =. 
| Если мы желаемъ ршить эту задачу посредетвомъ исключеня , 
то умножимъ первое уравненте на 5, & второе—на 4; такимъ образомъ 
получаемъ | 
р" 20%=15у9=110; 205—28у=24. 

Вычтемь второе уравнен1е изъ перваго; мы получинъ 

20%159—(20х —28%)=110—24; 

откуда 43у—=86, 
И | ==. 

180, Второй способъ. Выразимь одну изъ неизвьстныхь вели- . 


чин поередествомь дрой изъ котораю-нибу% уравнентя и подста- 
вимъ это ея значене въ друюе уравнете. 


Такъ, беря прежний приифръ, мы изъ перваго уравнен1я получаемъ 


4%=22—39; 
раздфлимъ на 4; 
„— 22—89. 
4 ы 
подставивъ это значен!е х во второе уравнене, мы получимъ 
52—89) в 
› 4% 
умножимъ на 4, 5(22—3у)—28у=24; 
то-ееть = 110—15у—28у=24;. 
перенесемъ члены | 43у=86, 
откуда | _у==2. 


Подставивъ это значеве у въ которое нибудь изъ данныхъ уравне- 
ЕЙ, МЫ ПОЛУЧИМЪ 7—4. 
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Или такъ: Изъ перваго уравнен1я мы имфемъ 


3у=22—45; 
29 
разд$лимъ на 3, у= | т я 
подставивъ это значене у во второе уравнен1е, получимъ 
умножимъ на 3, 15%5—7(298—4%)=18; 
то-есть 15%5—154285=18:; 
то-есть | _ 48 5=1712 
д=4. 


Подставивъ Теперь эту величину х въ которое нибудь изъ данныхъ 
уравнен1й, мы получимъ у==2. 


181. Трет1й способъ. Выразимь одну и ту-же неизвьстную 
величину посредствомь друзой изъ каждалю уравненля и уравняемъ 
между собою полученныя такимь образомь выраженяя. 


_ Такъ, беря опять прежн!й примръ, находимъ изъ первато уравнен!я 


22— зу 67у_ не 
еее изъ второго 7——_—`; ТАкимЪ образомъ 


22—39 6-79. 
45’ 
освободимся отъ дробей 
5(22—39) =4(6- Ту); 


то-есть 110—15у=24-н 289; 
переставимъ члены— 43у=386 
И у=2. 


Отсюда, Как и раньше, выведемъ 1—4. 


22—45 
Или такъ: Изъ перваго уравневя мы получаемъь у= 5 + 


5и— 
второго у= 


6 
; такимъ образомъ 
22—4% 5—6 


3 Т 
Отсюда, какъ и прежде, найдемъ, что х=4, и тогда получимъ у=2. 


Примвры совм$стныхъ уравнений съ двумя не- 
изв$стными. 


1. уну==15, Х—у=1. 
2. 35—2у=1, Зу—4х=1. 


со 0 — < мь 


22—59 —-3 кк. 
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. э—5у=13, 25—Ту=81. 

‚ 27-3у=43, 10%—9=—1. 

‚ од—Ту=э93, 119-12 у=100. 

‚ ЗУ—1%=4, 2у+5х=22. 

. 21у9+205=165, ТТуУ—305=995. 
. ол-Ту=43, 115 9у=69.. 

. 85—21у=33, 6%+35у=117Т. 

‚ 12—10у=14, 5+ Ту=41. 

. 167 174=500, 11х—Зу=110. 


одре ЗРВелим —]]. 
5 4 


11—59 57+ 
11 16 


‚ 88—59=1. | 
зу тух 


| = 
3 2 4 126 2 - 6 

‚ 4р+8у=9.4, 10.25—6у=3.48. 

2—4у, (ору) —1—5(92—6у--1). 


рва р-р (у—1), (4-89) 2. 


и 


Е. 5 4 9 
3294 Хх у 829,11 


10 15 9 12 1” 3 1 10 
4%—3у—7 _ 35 __24 5 ут 2 39 У, 
5106 па 20 15 6 


2х 5у зл УЧ 


оиишасииичилиыии ЕКЕНЕЗССЯЕЕРО — пртииинииниининикь чинить — ЧДИЕаньнифИр  пннницивь 


31223 д—у 1 


3 р. 


19 


по 
10. 
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05. Иа 


со 5. — 
15 42—2 _562-- 7+1 
м: В 8 ° 
| | 0.36%—0.05. 2.60.0059 
26. 2.42—0.521 5 "5 = 
0.04у—-0.1 _ 0.07%—0. 0.1 
0.3 0.6 _ 
27. 18 119у=4а, 12х—6у=4. 
28. — ем ыы 
чу ху 
у. би а 
И 2 Е 
_ 30. ах-нбу=е, тх—пу=4. 
б.у аз— бу _ 
и, (а 5)“ 
но бб, У о У _ 
ыы ан а ыы, 47Ь | 
ГЛАВА ХИ. 


Совифетныя уравнешя первой степени боле, чБиъ 
еъ двумя неизвестными величинами. 


182. Если мы имфемъ три простыя уравнен1я съ тремя неизв$ст- г 
ными величинами, то выводимъ изъ двухъ какихъ-нибудь изЪ нихъ 
одно уравненте съ двумя только неизвзетными по правиламъ предыду- 
щей главы; потонъ изъ третьяго уразнен1я и котораго- нибудь изъ пер- 
выхъ двухъ выводимъ другое уравнен!е, содержащее т$-же двЪ неиз- 
вЪетныя величины; изъ двухъ полученныхъ такимъ образомъ уравненй 
найдемъ заключающяся въ нихъ неизвстныя по предыдущему. Третья 
неизвестная найдется посредствомъ подстановки и ДВУХЬ 
величинЪъ въ одно ‘изъ данныхъ уравненй. 


Напримфръ, положимъ даны уравнен1я 
ох+3/-+42=16. .. . . (1), 
3д-+99—52=8 ... . . (2), 
Бд— 6/3 =6 .. . . . (3). 


БОЛЬЕ, ЧЪМЪ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЪСТНЫМИ. — 81 


_ Для удобства ссылаться на то или другое уравнен{е мы обозначили 
ихъ нумерами (1), (2), (3), и счетъь этотъ будемъ продолжать и 


дальше, въ ходф рБшенля. 
Умножимъ (1) на 3, а (2) на 2; получинъ 
бд -+-99122=48, 
6%—-4у—102=16; 
вычитая, найдемъ Бу+-222=32... 0... (4). 
Умножимъ (1) на 5, а (3) на 2; получимъ 
104-15у+202=80, 
102—129 62=19; 
вычитая, найдемъ 219-142=68 .. . . . (5). 
Умножимъ (4) на 27 и (5) на 5; получимъ 
1359-+5942=864, 
_ 13859-= 7102=340; 


вычитая, найдемъ 5242=524, 
слёдовательно 8==1. 
Подставимь значен1е 2 въ (4); получимъ 
5у+22=32, 
сл5довательно ИЕ: 4 
Подетавимъ значення уиё въ (1); получимъ 
| 9х6—-4=16; 
олфдовательно Ид. 


_Въ иныхъ случаяхъ удобно пользоваться слБдующимъ правиломъ: 
изъ двухъ уравнен!й выразить значене двухъ неизвфетныхъ величинъ 
посредствомъ третьей и подставить эти выражен1я въ третье уравнен!е; 
отсюда найдется эта третья неизвестная, & потомъ и двф остальныя. 


Возьмемь наприм$ръ уравненя 


3144—168=0... . . (1). 
Бд—8у-+102=0. .. . . (2), 
2лбу-- 72=52. . . . . (3). 


_Умножимъ (1) на 2 и сложимъ со (2); получимъ 
_ 12—992=0, а потому х=28г. 
Умножимъ (1) на 5, а (2) на 3 и вычтемъ; получимъ 


° 98 
44)—1102=0, а потому у 


Подставимъ въ (3); найденлъ 
42+152-7г=59; т. е. 262=52; 
Алгебра. | 
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слЪдовательно 
52 
=: И д=92==4, у=— 5 =5. 


Т%-же способы прилагаются и въ томъ случа$, когда число простыхъ 
уравнений и неизв$отныхъ будетъ больше трехъ. 


Прим$ры совм$стныхъ уравнен1й первой степени 
болфе ч5мъ съ двумя неизв$5стными. 


1. 3129—42=15, 55—34—-92=98, Зу+42—1=94. 
2. хну—2=1, 8539—62=1, 32—41—9=1. 
3. 27—Ту-42=0, 3зх—3Зун=0, 9х 5у-+-32=98. 
4. 4—3 у-—-28=9, 2жн5у—32=4, эх--6бу—22=18. 
5. 22—4у92=28, Чл 3Зу—52=3, 9х10,9— 112=4. 
6. 5—2у+32=6, 2х+3/—42=20, 35—29—52=26. 
1. 4д—Зу22=40, 55+9у—72=417, Эхн8у—32=91. 
8. Зх+2у-2=23, 5у-2у42=46, 105 5у+42=15. 
9. 55—6у+42=15, 1л-4у—32=19, 27+ у+62=46. 
| | 
10. о ф Е. С ИИ 8 
х у Я @# у 9 
о 9 д 114 
1 Е, 2, АН 
хруаа чу а 3 
34.138 1, 1. 2_61 4 1 4 161 
|2, не ее — 3-99 
д Бр 5735 94 р 65% у 2 10 
13 387—162 _ Ч . 9 ох 42 _ к 
И О ДЕ Г 
9х1 2 1 22 . 9 
—— —-- —е 
1 146 21 3 
1057-4у—52 4х+6у—32. 
14. ——Бж— 
Е: 9) 
10%24у9—52=4х-нбу—32—8 
1074у— 22, 42+6у 32 _ у2 
10 3 4 
15. Ч%—3у=1, 16. Зи—2у=2, 11. 22—Зу-+92=13, 
112—Ти=1, 5%—72=11, 4у-22=14, 
42—ТУ==1, 273у=39, 4—9 д==30, 


19%—3Зи-—1. 4у+32=41. 5у3и=3а. 


18. 


20. 
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1и—132=81, 19. 17—22 3и=11, 
10/— 3%=11, 4—2 =11, 
эи14%=57, — 5у—31—2и= 8, 
21—112=50. _  4у-Зи- 9% = 9, 
ЮР. 228и=33. 
31—4у+32—30—6би=11, | 


91. 
_99. 
03. 
94. 
ОБ. 


26. 
21. 


28. 


31—59-+92—4и=11, 
109у—32—3и—2%0=2, 
52+4и20—97т=3, 
6и—304%—9у=6. 
х 94 у 28 


х 2 
о Е СЕ |. 
( С 


р Па с В 


ау-бх=с, схнаа= 0, б2су=4. 

а 6. 6 с са 

———=1., —н—=1, —=н— =]. 

ху 2 4 

дун2=0, (беду (с--а)у-+(а-—5)г2=0, 


бен сау-афе=1. 

ад-фуч-се= А, в х-нб’у-с*2= А*, вд--усз2= 3. 
хуа=а(у2—2х—ху)=ь(22—ху—у2)= с(у— у2 —27). 
2--уне=а-о-нс 

ре--су-наг==ед-нау-- аа? 6?. 

#—двуна’е=аз, х— був? а=63, х—сунс’а=53. 


ГЛАВА ХИ. 


Задачи,  приводяшщия къ уравненшямъ первой степени, 


болбе ч6мъ съ одною иеизвзетною. 


183. Дадимъ теперь несколько прим$рныхъ задачъ, приводящихъ 
къ простымъ уравнен1ямъ, больше ч$мъ съ одною неизвЪстною величиною. 


А и В играютъ въ извфетную игру; въ первую парт 4 выигры- 
ваетъ столько рублей, сколько у него было и еще четыре рубля, такъ 
что у него стало вдвое больше денегь, чфнъ у ВБ; во вторую партю Б 
выигрываетъ половину того, что онъ имфлъ сначала и еще одинъ рубль, 
причемъ оказалось, что у него втрое больше денегъ, чёмъ у 


Сколько денегъ было у каждаго изъ нихъ? 


# 
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Пусть 4 представляеть число рублей, бывшихъь у А, а У— число 
рублей, которые им$ль Б; тогда послф первой игры 4 имфеть 97-4 
‚ рубля, а у Б остается у—х— рубля. Итакъ, по услов1ю вопроса 


274=2(у—2-—4)=23у—25—8; 
елфдовательно 2у—4х=12, 
ПЛМ. у—2х=6б. 
_ Посл второй игры „А имфетъ 29-4—5—1 рублей, а у Б 6\- 


детъ уфа +1 рублей. Такъ что, по Услов1ю вопроса 


а 1 (а —— )= 62-1 2—9 —3. 
селфдовательно 
2у—2л—8-ну+2=127+-24—34— 6; 
иначе _бу—14х=24, 
ИЛИ зиу—Тх=12. 
Изъ перваго уравнемя 3Зу—6х=18; 
вычитая, находимъ д==6; 
слЪдовательно = 18. 


184. Н$которую сумиу денегъ нужно раздфлить между нЪеколькими 
лицами; если-бы людей было тремя больше, то каждый получилъ-бы 
рублемъ меньше, а если-бы ихъ было двумя меньше, то каждый полу- 
чилЪ-бы рублемъ больше. Сколько было людей и сколько каждый изъ 
нихЪ полуЧчилъ? 


Пусть х означаетъ число людей, а у—число рублей, полученныхь 
кажкдымъ изъ нихъ. Тогда распредфлявшаяся между ними сумна выра- 
зится чрезъ ху, и по услов1ю вопроса. | 


(2=3)(у—1=4у,. 
а также (2—2)(у-+-1) =49. 
Первое уравнен1е даетъ 
дуЗу—х— 3 =4; 
откуда _ 3уУ—%=3. 
Второе уравнен1е даетъ ,_ 
ху—2у-+д—9 =; 
откуда — д—9у=9. 
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Сложивъ, получииъ 
| 3—1 -=2у==5, 
то-есть | и=5. 
Отсюда —=94/-+-9=19. 


3 
185. Какая дробь становится равной дз Когда числитель ея уве- 


] 
личимъ на 6, и обращается въ ›., когда уменьшимъ ея знаменатель на 2? 
р) 
Означимъ чрезь х числитель и чрезъ у знаменатель этой дроби; 
тогда по условшю вопроса 
6 5 РИ 1 
у 4 1—2 9 
Освободимъ первое уравнен1е отъ дробей, умноживъ его на 49; тогда 
4(7—6)=39; 
слЪдовательно 
| 31/—4%=94. 
Освободимъ второе уравнен!е отъ дробей, умноживъ его на 2(у—2); 
мы ПолуЧимМЪ 


| 22=у—2, 
слфдовательно и—25==9, 
И 31/—6х-=6. 
Вычитая, найдемъь 3/—47— (39—61) =24— 6; 
то-есть | 9%=18 
И м + =9. 
Отеюда, у=2+2%=20. 


9 
Итакъ, искомая дробь есть 50. 


Прим$ры задачъ. 


1. НЪкоторая дробь обращается въ 1, если приложить 3 къ ея чис- 
лителю, и ВЪ 5, если приложить 2 къ ея знаменателю. Какая это’ 
дробь? 

2. Аи В имють вифст% 570 рублей. Если-бы у А было втрое 
больше денегь, чфмъ у него есть на самомъ дфл$, ау Б—въ пять разъ 
больше, чфиъ у него въ дёйствительности есть, то у обоихъ было-бы 
вмзетф 2350 рублей. Сколько денегь у каждаго изъ нихъ? 
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3. Если числитель нфкоторой дроби увеличить на единицу, те дробь 
1 
обратится въ —, а если знаменатель увеличить на единицу, то дробь 


„1 
одфлается равной 1. Какая это дробь? 


4. Найти два такихъ числа, что если первое сложить съ учетве- 
реннымъ вторымъ, то сумма будеть 29; а если второе сложить съ 
ушестереннымъ первымъ, то сумма бдеть 36. 


5. Если дать 36 копфекъ -.4, то у него будетъ въ три раза больше, 
ч$мъ у 6; а если взять 5 копфекъ у Б, то у него останется только 
половина того, сколько у 4. Сколько денегь у каждаго? 


6. Два англичанина 4 и Б бьются объ закладъ въ 10 шиллингов?ъ. 
Если проиграетъ 4, онъ будетъ имЪть на двадцать пять шиллинговъ 
меньше, ч$мъ двойная сумма, какая тотда будеть у Б; если-же про: 
играетъ Б, то онъ будеть тогда иифть пять семнадцатыхь того, что 
будетъ у А. Найти, сколько шиллинговъ имфетъ каждый изъ нихъ. 

7. Найти два такихъ числа, чтобы удвоенное первое, сложенное со 
вторымъ, равнялось 17, а удвоенное второе, сложенное съ первымъ, со- 
ставило 19. 

3. Найти так1я два числа, чтобы половина перваго и три четверти 
второго вы$ст$ равнялись избытку троекратнаго перваго надъ вторымъ, 
& этотъ избытокъ равнялея-бы 11. 

9. На 33 рубля можно купить 32 фунта чаю и 15 фунтовъ кофе; 
или 36 фунтовь чаю и 9 фунтовъ кофе. Найти пфну фунта того И 
другого. 

10. Найти три такихъ числа, чтобы сумиа ихъ равнялась 9; сумма 
перваго, удвоеннато второго и утроеннаго третьяго была-бы 22, а сумма 
перваго, учетвереннаго второго и девятикратнатго третьяго была-бы 58. 

11. Фунть чаю и три фунта сахару стоятъ 2 р. 88 к.; но если бы 
‘сахаръ вздорожалъ на 50 процентовъ, а чай на 10 процентовъ, то это 
стоило-бы 3 р. 36 к. Найти цфну чаю и сахару. 

12. НЪкто покупаетъ процентныхъ бумагъ на 20400 руб. —трехъ- 
процентныхъ государств. бумагъ по 648 р. за каждую и желфзнодорож- 
ныхъ акщй по 192 р.; эти акщи приносятъ доходу по 4 рубля на свою 
номинальную стоимость 200 рублей. Найти, сколько акц1й долженъ одъ 
купить, чтобы имфть съ нихь такой же доходъ, какъ съ остальныхъ 
своихъ денегъ, обращенныхъ въ государственныя бумаги? 

13. Одно лицо владфетъ извфетнымъ капиталомъ, отданнымъ въ 
_ роетъ за извзетные проценты. Другое лицо обладаетъ капиталомъ на 
8000 р. большимъ, чфиъ первое, и получаетъ съ своего капитала однимъ 
процентомъ болфе, причемъ доходъ его превышаетъ доходъ перваго лица 
на 640 рублей. Третье лицо владфеть капиталомъ на 12000 рублей 
больше капитала перваго и получаетъ двумя процентами больше, чё мъ 
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первое, такъ что его доходъ превышаетъ доходъ перваго на 1200 р. 
Найти капиталъь каждаго лица и размфръ приносимаго капиталомъ 
процента. 

14. НЪкоторая сумма денегъ раздфлена поровну между извфетнымъ 
числомъ лицъ; если-бы ихъ было четырьия больше, то каждый полу- 
чилъ-бы рублемъ меньше; а если-бы ихъ было пятью меньше, то каж- 
дый получилъ-бы двумя рублями больше. Найти, между сколькими ли- 
цами раздБлена эта сумма и сколько получилъ каждый. 

15. Въ дн нЪкотораго водоема, содержащато въ себ$ 192 ведра 
‚ воды. ИМБЮтТся два крана; оба они были одновременно открыты; спустя 
три часа одинъ изъ нихъ былъ завернутъ вновь, и чрезъ другой кранъ 
водоемъ опорожнился втечен1е одиннадцати часовъ послЪ этого. Еели-бы 
кранъ былъ завернутъ спустя шесть часовъ, то потребовалось: бы только 
шесть-же часовъ, чтобы посл этого опорожнить водоемъ. Сколько ве- 
деръ вытекаеть въ часъ чрезъ каждый кранъ, предполагая, что исте- 
_чен1е совершается равном рно? | 

16. Англичанинъ, уплативъ налогъ въ пользу бфдныхъ и подоход- 
ный налогь по 7 пенсовъ съ каждаго фунта стерлинтовъ, имзетъ 
486 фунтовъ капитала; въ пользу бдныхъ онъ уплатилъ на 22*/, фунта 
ст. больше противъ суммы подоходнато налога. Найти, какъ великъ 
былъ его первоначальный капиталъ въ фунтахъ и сколько пенсовъ съ 
фунта платится въ пользу бфдныхъ, зная, что отношен!е между фун- 
томъ и ценсомъ равно 240. 

17. НЪкоторое число людей подразд$ляется на три разряда; боль- 
шинство перваго и второго разряда выфст$ противъ третьяго на 10 
меньше, чфмъ большинство второго и третьяго разряда вм$5ст$ противъ 
перваго; но если-бы въ первомъ разряд было на 30 челов$къь больше, 
а во второмъ и третьемъ вм$ет® на 29 челов$къ меньше, то тогда въ 
первомъ разрядЪ было-бы однимъ человЪкомъ болфе, чфмъ въ двухь 
остальныхъ. Найти число людей въ каждомъ разряд$, если все число 
людей на 34 больше, ч$мъ восьмикратное большинство третьяго надъ 
вторымъ. 

18. Фермеръ издержалъ-бы вс® свои деньги, если-бы купилъ 4 бы- 
ковЪ и 32 ягненка; но вмфсто этого онъ покупаетъ то-же число быковъ 
и половинное число ягнятъ, такъ что когда онъ уплатилъ за ихъ пере- 
возъ по желёзной дорог среднимъ числомъ по 2 р. 88 к. съ головы, 
_ то у него оказался еще остатокъ денегъ въ 86 р. 40 к. Каждый быкъ 
стоилъ въ двадцать разъ дороже стоимости его перевозки, а всБ ягнята 
висеть стоили въ 60 разъ дороже стоимости перевозки каждаго изъ 
нихъ. Сколько денегь было у фермера до покупки? 

19. Ли В играютъ на бильярд$ и „4 ставить три четвертака 
противъ двухъ въ каждую парт; посл извфетнаго числа парт!й ока- 
залось, что 4 выиграль три четвертака; но если-бы А ставиль пять 
четвертаковъ противъ двухъ, и проигралъ-бы одной парт1ей больше | 
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ЧБИЪ теперь, то онъ проигралъ-бы тридцать четвертаковъ. Сколько, 
парти выигралъ каждый изъ игроковъ? 

20. Пять лицъ 4, В, С, 0), Е играютъ въ карты; послф того. 
какъ А выигралъ половину денегь В, В— одну треть денегь С, 
С— одну четверть денегь 0), /)—одну шестую денегь Е, 10 у каж- 
даго изъ нихъ стало по 14 р. 40 к. Найти, сколько денегъ имфлъ каж- 
дый изъ нихъ, приступая къ игр? 

21. Если-бы не случилось никакого приключен1я, то понадобилось- 
бы для перефзда изъ 4 до Б по желфзной дорог$ вдвое меньше вре- 
мени, ч5мъ въ конной карет%; но если пофздъ учотребитъ три часа на 
разныя случайныя остановки, то карета, въ это время, про$детъь сверхъ 
этого разстоян1я еще 15 веретъ; если-бы разстоян!е равнялось только 
двумь третямъ дфйствительнаго, а на остановки употреблено было-бы. 
позздомъ столько-же времени, то въ карет® можно было-бы дофхать отъ 
А до ВБ какь разъ въ то-же время, какъ и по желфзной дорог. 
Узнать разстояне. 

22. Аи БВ взялись исполнить извфетную работу, которую они мо- 
гутъ окончить, работая вм$етЪ, въ 30 дней, за что получать 115 р. 
20 к. Когда работа была уже сдфлана на половину, .4 не работалъ во- 
семь дней, а Б—четыре дня, велёдетв!е чего окончан1е работы замедли- 
лось на пять съ половиной дней противъ предполагавшагося раньше. 
Сколько придется получить тому и другому изъ нихъ? 

23. А и ВБ 6б$гуть на разстоян1и 1760 аршинъ. Сперва 4 даетъ 
Б отбфжать на 44 аршина и догоняетъ его чрезъ 51 секунду; въ другой 
разъ „4 даеть Б бфжать виродолжене 1 минуты 15 секундъ, и тоть 
пробфгаеть въ это время 88 аршинъ. Найти, во сколько времени А и 
„Б могутъ пробфжать каждый разстоян1е въ 1760 аршинъ. 

24. А и Б стали подниматься одновременно отъ подошвы горы къ 
ея вершин%; 4 достигъ-бы вершины за полчаса раньше Б, но, сбившись 
съ дороги, онъ прошелъь цфлую версту въ сторону и возвратился на- 
задъ, идя вдвое скор5е, чфиъ раньше; велфдетв1е этого онъ достигаетъ 
вершины за шесть минутъ до Б.--С отправляется въ путь черезъ двад- 
цать минутъ послЪ выхода Л и Б и, идя со скоростью двухъ съ 
одной седьмой верстъ въ часъ, достигаетъ вершины чрезъ десять ми- 
нутъ посл$ Б. Найти скорость ходьбы 4 и БВ и разетояне отъ подошвы 
торы до ея вершины. 

25. Пофздъ желфзной дороги чрезь часъ посл выхода встр5чаетъ 
препятетве въ движен!и, причиняющее ему остановку въ одинъ часъ, 
посл чего онъ отправился дальше со скоростью, равною °/, первона- 
чальной, и достигаетъ станц!и тремя часами позднфе, ч$мъ сл$довало; 
если-бы препятствие встрётилось 50 верстами дальше отъ станщи вы- 
хода, то пофздъ пришелъ-бы на 1 ч. 20 м. раньше. Найти длину пути 
и начальную скорость пофзда. 

26. А, Ви С садятся играть, имя каждый по нфекольку рублей. 


ПРИМЪРЫ ЗАДАЧЪ. | _89 


А проигрываетъ В и С столько рублей, сколько каждый изъ нихъ 
инфетъ. Потомъ В проигрываетъ 4 и С столько, сколько каждый изъ 
нихъ теперь имфетъ. Наконецъ С проигрываетъь А и В столько руб- 
Лей, сколько каждый изъ нихъ теперь имфетъ. Послб этого у каждаго_ 
изъ нихъ оказалось по 16 рублей. Сколько денегь было У каждаго въ 
начал? а | | 

21. Два лица А и Б могли окончить извзстную работу въ 77 дней; 
они работаютъ вмфстф и дней, посл чего А былъ отозванъ къ другому 
ДФлу, а Б докончилъ работу чрезъ р дней. Въ какое время могъ-бы 
сдфлать эту работу каждый изъ нихъ отдфльно? = 

28. Пофздъ, шедиий изъ Лондона въ Кэмбриджъ, испытываетъ въ 
пути н$которое приключен!е, велфдств!е котораго его скорость. умень- 


шилась на —_ Часть первоначальной, а потому онъ опаздываетъ на 


@ часовъ. Если-бы приключен!е произошло на 6 миль ближе къ Кэм- 
_бриджу, то пофздъ опоздалъ-бы на с часовъ. Найти скорость, съ ко- 
торой пофздъ шелъ первоначально. 

29. Переднее колесо повозки дфлаетъ шестью оборотами больше чфиъ 
заднее на протяжени 120 аршинъ; если окружность передняго колеса 
увеличить на одну четверть его длины, а окружность задняго—на одну 
пятую его настоящей длины, то вмфето шести лишнихъ оборотовъ по- 
лучится только четыре. Найти окружность каждаго колеса, 

30. Н%которое число выражается двумя цифрами и равняется трех- 
кратной сумиз его цифръ; если-же приложить къ этому числу 45, то 
цифры его помфняются м%стами. Найти это число. 

31. Н®которое число выражается двумя цифрами и равняется семи- 
кратной сумм$ его цифръ; если-же вычесть изъ этого числа 27, то 
цифры его помфняются мфстами. Найти это число. 

32. Н®кто предполагаетъь профхать изъ А въ Б или прямо въ 
почтовой карет%, или сперва изъ 4 дозхать до С по желфзной дорог%, 
а оттуда по другой желфзной дорог до ВБ. Нофздъ двигается въ три 
раза скорфе кареты, но, выфхавъ съ нимъ одновременно, можно пр1- 
ъхать въ Б въ каретф, если не произойдетъ никакой остановки, 20-ю ми- 
нутами раньше пофзда. Но есля пофздъ опоздаеть прибытенъ въ С, 
‘то путешественнику придется тамъ ждать новаго поззда столько-же 
времени, сколько нужно, чтобъ дофхать отъ С до Б, и его перезздь 
займетъ вдвое больше времени, чфмъ въ почтовой каретё. Но если-бы 
карета промедлила въ пути’ одинъ часъ, а пофздъ пришелъ-бы въ С 
своевременно, то путешественникъ усиёлъ-бы по желфзной дорог$ до- 
фхать до В и сдфлать еще полпути обратно оть В къ С въ то время, 
которое онъ профхалъ-бы въ карет® изъ 4 до Б. Длина всего круго- 
вого пути АВС.А равна 76*/з верстъ. Требуется найти скорость 
кареты. 

33. А берется пробфжаль три раза кругомъ по арен$ въ то время, 
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въ которое Б дзлаетъ только два круга; но „4 усп5ваетъ пробфжать 
только 150 аршинъ своего третьяго круга, когда Б достигъ уже цЪли. 
Тогда А предлагаетъ сдфлать четыре круга въ то время, когда В д%- 
лаетъ три, и теперь такъ соразм$риль свой бЪгъ, что пробфгаетъ ровно 
четыре аршина въ то время, въ какое прежде пробфгаль только три 
аршина. Точно также и Б ускориль свой б$гъ и пробфтаетъ теперь 
9 аршинъ въ то время, въ которое раньше пробфгалъ только 8 аршинъ, 
но, начиная со второго круга, устаетъ и возвращается къ прежней 
скорости бЪга, а при третьемъ круг дБлаетъ только 9 аршинъ въ то 
время, въ какое при первомъ круг$ дфлалъ 10; благодаря этому 4 
выйгрываетъ 180 аршинъ и достигаеть цзли. Опредфлить длину арены. 

34. ИЪшеходъ вышелъ за р часовъ до выфзда почтовой кареты, 
подвигаясь впередъ равномЪрно, какъ и карета; послЪдняя чрезъ вз- 
сколько часовъ обгоняетъ ифшехода. Съ этого момента карета увеличи- 
ваетъ свою скорость до °/; первоначальной, между тфмъ какъ пиБшеходъ 
увеличиваетъ свою до °/. первоначальной скорости, и съ этими увели- 
ченными скоростями они продолжали двигаться впродолжен1и 4 часовъ, 
начиная съ того момента, какъ карета догнёма пфшехода; посл$ этого 
они оказались другъ отъ друга на разстоян1и 92 веретъ; но если-бы они 
втеченте того-же времени двигались со своею первоначальною скоростью, 
то были-бы лишь на разстоянти 80 верстъ. Показать, что начальная 
скорость кареты была вдвое больше скорости пфшехода, & также, по- 
ложивъ 72-+0=16, показать, что начальная скорость кареты была 
10 верстъ въ часъ, а скорость иБшехода 5 верстъ въ часъ. 


ГЛАВА ХУ. 


Разборъ н5которыхъ задачъ, приводящихъ къ уравне- 
шямъ первой степени. 


186. Займемся теперь рёшенемъ нфкоторыхъ задачъ, приводящихъ 
къ уравненямъ первой степени, ‘и изелфдуемъ разныя особенности, ко- 
торыя могутъ представиться при ихъ рфшени. Начнемъ со слёдующей 
задачи: Накое число нужно приложить къ числу а, чтобы сунма рав- 
нялась 6? 0бозначимъ это число буквой 5; тогда 


а+х=6, 
а елЪдовательно д=ф— а. 


Эта формула даетъ значен!е л соотвфтственно значенямъ величинъ 
аиб. Такъ, наприм$ръ, если а=12 и 6=25, то мы будемъ ИМТЬ 


РАЗБОРЪ ЗАДАЧЪ. 91 


1=25—129=—13. Но положимт, что а=30, а 6=24, тоглах ==94— 
—30——6, и мы естественно должны спросить себя, какъ понимать 
этотъ отрицательный результатъ? Если мы возвратимея къ задач, то 
увидимъ, что ве теперь надо читать такъ: какое число нужно прило- 
Жить къ 30, чтобы сумма равнялась 24? Теперь, очевидно, что если 
слова приложить и сумма понимать въ ихъ ариеметическомъ смысл», 
то предложенная задача невозможна. Но въ то-же время мы видамъ, что 
слфдующая задача можеть быть рёшена: Какое число нужно вычесть 
изъ 30, чтобы разность равнялась 24? Число 6 предетавитъ тогда 
отвзтъ на вопросъ. Вторая задача отличается отъ первой только тмъ, 
что слова приложить къ замфнены словами вычесть изъ, а слово 
сумма словомъ разность. 


187. Такимъ образомъ, изъ этого прим$ра мы видимъ, что ожри- 
цательное рф шене указываетъ на то, что задача въ строгомъ ариеме- 
тическомъ смыслЪ невозможна, но что изъ Нея, посредетвомъ надлежа- 
щихъ измфнен!й въ ея выражен1и, можетъ быть составлена другая за- 
дача, для которой абсолютная величина отрицательнаго рё шея будетъ 
правильнымъ отвЪтомъ. 


188. Это указываетъ на удобство употреблетя въ Алгебр$ слова слс- 
жить въ болфе обширномъ смысл, чЪмъ въ АриеметикЪ. Пусть 5 озна- 
чаетъ количество, которое нужно аллебраически сложить съ а, тогда 
алгебраическая сумма будетъ ал все равно, будетъ-ли х положитель- 
нымъ или отрицательнымъ. Такимъ образомъ а+-х==6 алгебраически 
всегда возможно, будетъ-ли а больше или меньше 6. 


Перейдемъ теперь къ другой задачз. 


189. Возрасть А равняется а годамъ, а возрасть Б равенъ 6 то- 
дамъ. Черезъ сколько лфтъ 4 будеть вдвое старше Б? Положииъ, что 
это будетъ черезъ х лётъ отъ настоящаго времени; тогда по смыслу 


вопроса 
анх=2(6-н5); 


откуда. о д=@а— 96. 
Такъ напримёръ, если а=40, 6=15, то х=10. Но положимъ, 
Что 4(=35 и 6=20, тогда х=—5; и здфеь, какъ въ предыдущей за- 


дач, намъ приходится вникнуть вь смыслъ отрицательнаго рёшезя. 
Но если дать а и 6 послдн1я изъ предыдущихъь значенлй, то уравне- 
н1е, которое намъ придется рёшать, будетъ 


эх =40-н2х, 


и очевидно, что если придавать символамъ х и + узый ариеметиче- 
ск смыелъ, то это уравнен1е невозможно, потому что 40 больше 35 и 
2% больше х, и равенство между обфими частями невозможно. Но изм$- 
НимЪ задачу такинъ образомъ: Возрасть А равняется 35 годамъ, & воз- 
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расть Б 20 годамъ; когда А быль вдвое старше Б? Пусть это было 
за х лЪтъ до настоящаго времени; тогда по смыслу вопроса 


85—2=9(20—2)=40— 9х, 
Откуда Д=5. 


ЭдЪесь опять мы видимъ, что отрицательное рБшене въ строго- 
ариеметическомъ смыслЪ невозможно, но что, измфнивъ надлежащимъ 
образомъ выражен1е задачи, мы составляемъ изъ нея другую, въ кото- 
рой абсолютная величина прежняго отрицательнаго рЪшен1я является 
правильнымъ отвЪфтомъ. 


Легко видфть, что уравнене, соотвфтетвующее новому выражен1ю 
задачи, получается изъ первоначальнаго простымъ измфненемъ 2 
ВЪ —,. 


190. Положимъ, что задача эта первоначально была выражена такъ: 
Возрасть „А равняется @ годамъ, а возрасть ВБ равенъ 6 годамъ; найти 
такую эпоху, когда возрастъ „4 вдвое больше возраста ВБ. Въ этихъ 
словахъ нЪтъ намека на то, что искомая эпоха была раньше или 0у- 
детъ позже настоящаго времени. Если предположимъ, что она будетъ 
позднтъе, то получимъ, какъ въ ст. 189, для искомаго числа лфтъь 
х=а— 26; если-же положииъ, что искомая эпоха была раньше наетоя- 
щей, то получимъ х=26—а. Если 26 меньше а, то будетъ в$рно пер- 
вое предположене и приведетъ къ ариеметической величин$ 2, а вто- 
рое предположен1е окажется невфрнымъ и приведетъ къ отрицательному 
значен1ю для х. Если 26 больше а, то окажется в$рнымъ второе предноло- 
жен1е и также приведетъ къ ариеметической величин$ х, а первое пред- 
положен1е будеть невЪрно и дастъ отрицательную величину для 2. 
ПослЪ этого можно сказать, что отрицательное р$шен1е указываетъ на 
то, что мы должны сдфлать наудачу любое изъ предположений, допускае- 
мыхъ задачей. Но необходимо зам$тить, что когда мы открываемъ, что 
сдфланное предположен1е невфрно, то намъ уже нфтъ надобности в03- 
вращаться снова къ началу и повторять все изсльдованае, потому что 
мы можемъ воспользоваться 727%щенлемь, полученнымъь при ложномъ 
предположенш. Для этого намъ нужно будетъ взять только абсолютную 
величину оприцательноюо рфшен1я и понимать въ задачЪ будущее 
время, если событ!е послёдуеть посл настоящаго момента, и 720№е0- 
шее время, если оно случилось раньше настоящаго момента. 


_ 191. Обратимъ теперь вниман1е на другой случай. Положимъ, что 
задача выражена такъ-же, какъ въ конц ст. 189: Возрастъ „4 рав- 
няется & годамъ, а возрасть Б равенъ 6 годамъ; когда А быль вдвое 
старше Б? Пусть х означаетъ искомое число; тогда 

а—т=2(6—х), 
откуда 
д=96— а. 
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Теперь яовъримь это р3ёшеше. Поставимъ найденное значене 7 въ 
уравнен1е, тогда а— 1 обратится въ 4—(26— а), т.е. 2а— 25; а 2(6—х) 
перейдетъ въ 2(6—20-на), то-есть въ 2а— 95. Еслиб меньше а, то оба, 
результата будутъ положительными и не представятъ никакого ариемети- 
ческаго неудобства. Но если 6 больше @, то хотя 06% части алгебраически 
равны, но такъ какъ 00$ он$ омрииательны, мы не можемъ все таки 
сказать, что повзрили р5шен1е въ арионетическомъ смысл%. И когда мы 
возвращаемся къ задачЪ, то уб$ждаемся, что невозможно, чтобы а было 
меньше 6; потому что, если въ данное время возрастъ 24 меньше возраста В, 
то 4 никогда не быдъ вдвое старше В и никогда не будетъ. Но и безъ 
предыдущей провфрки р5шеня мы могли-бы зам тить, что если 6 больше 
а, то и х также больше а, чего нельзя допустить. Такимъ образомъ 
становится понятнымъ, что задача можеть быть въ сущности нелзпой, 
а р5шен1е ея можетъ не представлять непосредственно никакого неудоб- 
ства, хотя когда мы изсл$дуемъ или повфримъ это р$шен1е, то мы от- 
кроемъ признаки нелфпости. 


192. Уравнете ан-х=2(6-н=х) можно разсматривать какъ’ симво- 
лическое представлен1е сл5дующаго словеснаго выражен1я: Положимъ, 
что аи 6 представляютъ н$которыя дв величины; какую величину 
должно придать къ каждой изъ нихъ, чтобы первая сумиа сдфлалась вдвое 
_ больше второй. ЗдФеь слова величина, сумма и придать иогутъ быть 
понимаемы въ алгебраическомъ смысл, такъ что 2, в и 6 могутъ быть 
какъ положительными, такъ и отрицательными. Такая алгебраическая 
постановка вопроса заключаетъ въ себ$ между другими возможными ея 
истолкован1ями и вопросъ о л5тахъ .4 и Б. Такимъ образонъ очевидно, 
что когда мы переведемъ какую нибудь задачу въ уравнене, то это 
уравнен1е можеть служить символическимъ выражевемъ болфе ши- 
рокой задачи, ч$иъ та, изъ которой оно было выведено. 

Изслдуемъ теперь другую задачу. 


193. А и Б Здуть по одному направлен, профзжая соотвт- 
_ ственно @ и 6 верстъ въ часъ. Въ извфетное время 4 доститаетъ 
н%которой точки Р, а чрезъ 7 часовъ посл этого Б достигаетъ н$- 
которой точки (0. Найти, когда встр®тятся Ди Б? — 


Р О В 


Означииъ разстоян1е РО буквой с и положимъ, что путешествен- 
ники дуть по направлен!ю отъь Р кь ( ивстр®чаются въ А, черезъ 1 
часовъ посл% того, какъ А быль въ точк* Р. Тогда, такъ какъ 4 Фдеть 
со скоростью а верстъ въ часъ, то разстояне Р.А будетъ заключать 
ВЪ 660% ах верстъ. В употребить поэтому х—" часовъ, чтобы про- 
%хать разстояне ОВ, такъ что ОВ равняется 6(х—яп) верстамъ. Но 
РЕ равняется сумиз РО и ОР, а потому 

ах =ес-—нь(х—п)=с-нох— би; 
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слБдовательно 
с-—/п 


а—®` 


Изелдуемъ теперь это рёшене при различныхъ предположен1яхъ, 
какя можно сдфлать относительно значен1й данныхъ величинъ. 


[. Положимъ, что & больше 6, и с больше 61; тогда величина х 
положительная, и встрфча произойдетъ, какъ мы предполагали, Иосль 
того, какъ А профдетъ чрезъ точку Р. ДЪйствительно, когда А на- 
ходится въ Р, то пространство, которое надо профхать Б, чтобы до- 
ститнуть (, равняется би верстамъ, & такъ какъ би меньше с, то 
отсюда слфдуетъ, что когда А находится въ Р, то онъ оказывается 
еще озади В, такъ какъ а больше 6. Слфдовательно, А можеть 
догнать ВБ. 


Разстояне РА = пе ) Поэтому 
ОВ— а(с— 6"), __ а(е—6")—с(а—6) _с6—абпт __ 6 (е— т) 
— @-6 № а— 6 а. 


Но если с больше ап, то выражене это будетъ представлять по- 
ложительную величину, такъ что А придется, какъ мы предположили, 
впереди за точкой 0. Мы видимъ, что это и дЪйствительно такъ, по- 
тому что, когда с больше ап, то для А потребуется больше, ч$мъ я 
часовъ, чтобы прибыть изъ Р въ (), такь что онъ не можетъ встр$- 
тить Б, иначе какъ профхавъ чрезъ точку (0. Но если с меньше ат, 
то выраженте для /Ё становитея опричательнымь, и это заставляеть 
насъ предположить, что въ нашемъ взглядЪ на задачу нужно сдз- 
лать нфкоторое измфнен1е. ДЪйствительно, теперь для 4 потребуется 
меньше п часовъ, чтобы отъ Р дозхать до О, такъ что онъ ветр- 
титъь В раньше, ч$иъ прибудеть въ 0. Такимъ образомъ на чертеж 
это надо будетъ представить такъ: 
Р В ( 

И теперь, такъ какъ РА= Р— АО, то уравнеше для опредфле- 

ня 2 естественно нужно будетъ писать такъ: 


ах =ес—б(п—х)=с—бп-+-6х. 
Но это, какъ мы видимъ, въ сущности совершенно то-же уравнене, 
какъ и прежнее. 


Если наконецъ с равно ап, то величина РА) обратится въ нуль, 
и точка А совпадетъ тогда съ ©; въ этомъ случаЪ 


РАЗБОРЪ ЗАДАЧЪ. 95 


_ ОлБдовательно А и В ветрётятся въ точкф О черезъь и часовъ 
послЪ того, какъ А былъ въ Р. 


Ц. Теперь положимъ, что а больше 6, и с меньше Би. Значене х 
будетъ тогда оирицательнымь, и мы можемъ на основан!и тото, что 
было зам чено объ отрицательныхь количествахъ раньше, догадаться, 


и— 6 
того, какъ А профдетъ черезъ Р, встрфтятся на самомъ дЪлф за 


67—с 
— Часовъ раноше, чфмъ А прибудетъ вь Р. И дфйствительно, 


что Аи Б вы$ето того, чтобы ветрфтиться чрезъ часовъ поелф 


такъ какъ с меньше би, то изъ этого сл$дуетъ, что В былъ позади А, 
когда 4 быль въ Р, такъ что 4 долженъ обогнать В раньше прибы- 
т1я въ Р. Сл5довательно правильное рф шен!е задачи будетъ такое: 


В Р 0 


Положимъ, что Аи В встр$Зчаются за д часовъ раньше при- 
быт1я А въ Р; пусть В будетъ точка ихъ ветр%чи. Тогда АР=ал и 
П9=6(л-п). А также ВР-ЛО-РО; такинъ образомъ 


ах=ф(х-нп)-— с; 
слЪдовательно | 
6и—с 

а— В’ 


Ш. Теперь предположимъ, что а меньше 6, и с больше би. Въ этомъ 
случаЪ первоначальное выражен1е для х принимаетъ также отрииа- 
тельное значене, и мы найдемъ слфдовательно, что Аи В ветр®тятся 
фаноше, чфмъь А быль въ Р. Въ самомъ дл, Б теперь Здетъ ско- 
рфе, чфиъ А и находится впереди А, когда А находится въ Р; такъ 
что В долженъ обогнать А, прежде чфмъ А быль въ Р. Въ результат 
оказывается, какъ и во второмъ случаф, что А и Б ветрёчаются за 


р— 


ГУ. Наконецъ предположимъ, что @ меньше 6, и с меньше фи. 
эДЪсь первоначально полученное выраженте для 2х будетъ количествомъ 


и | 
„_ часовъ раньше, ч$мъ .4 быль въ Р. 


ри—с о 
положительнымь, а потому его можно писать такъ ——. Теперь Б 


$деть быстр%е, чфмъ А и находится позади 4, когда А находится 
въ Р; такимъ образомъ В долженъ чрезъ нфкоторое время обогнать 4. 
Если мы предположимъ, что А и В ветр$тятся посль тою какъ А 
_былъ въ (), то чертежъ надо расположить такъ: 


Р () в 
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Здсь мы должны-бы были естественнымъ образомъ писать уравнен1е 
такъ: 
ах=с—(л—п) =с--0х— ва. 


Если мы положимъ, что 4 и Б встр%чаются раньше, чЪнъ А будетъ 
вЪ (), то чертежъ предетавится въ такомъ видф: 


О НИИ ООО АОИ 


ЗдЪсь естественнымъ образомъ надо было-бы писать уравнен!е такъ 

ал —6с—б(п—х)=с—бт-нох. 

Въ обоихъ случаяхъ мы пмФемъ въ сущности одно и то-же уравие- 

_ 6и—с 
ве, и одинаково получаень 2——_—_— 

194. Предыдущая задача можетъ быть различнымъ образомъ видо- 
изифняема; напримЪръ, вмЪсто предположен1я, что А и Б Фдутъь п _ 
одному направлен1ю, мы можемъ предположить, что А Фдетъ, какъ 
прежде, а Б—въ противоположномъ направлен. Въ этомъ случа», 
если мы предположимъ, какъ и раньше, что 4 и Б встр$тятся чрезъ 
2 часовъ посл того, какъ А будеть въ Р, то найдемъ, что 


с 07 


орех Такимъ образомъ моментъ встрфчи необходимо наступитъ 


посл% того, какъ А оставитъ за собою Р, и душе встр$тятся въ н%- 
которой точкф вираво отъ Р. Читатель легко замфтитъ, что значен!е 
въ этомъ случаФ совпадаетъ съ результатомъ измёненя 6 на—б въ 
первоначальномъ значени 1, полученномъ въ ст. 193. 


195. Но вмЪсто того, чтобы предполагать, что прибыте ВБ въ точку ( 
произойдетъ черезъ я часовъ 70сл% прибытя А вь Р, мы можемъ 
предположить, что оно произойдетъ за и часовъ прежде того, и пред- 
положить, какъ и раньше, что „4 и Б Фдутъ по одному и тому-же на- 
правленю. Въ этомъ случа, если 2 пмфетъ то-же значене, какъ и прежде, 


. сви | 
мы найденъ, что д=-— >. Это выражене будетъ представлять 70лс- 


жительное количество, если @ больше 6, и Здущие тогда встрфтятся 
посл$ прибытя А въ Р. Если-же а меньше 6, то значене х будеть 
отримсительное; это показываетъ, что Фдуше теперь ветр®тятея за 


ел 
-— Ча00вЪ раньше прибыт1я 4 въ Р, и изелфдован!е покажетъ, 


что это такъ и есть. Учацтйея легко зам$титъ, что значенте х въ на- 
стоящехъ случа совнадаетъь съ выводомъ, какой мы получимъ, если 
напишемъ—” вмфсто я въ первоначальномъ значени 2х, полученномъ 
ВЪ ст. 193. 
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196. Положимъ еще, что А и В Фдутъ въ противоположномъ на- 
правлен!и и что прибыте А въ Р происходить за и часовъ до при- 
быт1я Б въ ©; и положниъ, что Ри © вь первыхь чертежахъ пом*- 
НЯЛись мъстами, такъ что теперь Д достигаеть © раньше, чфмъ Р, & 
Б напротивъь достигаеть сперва Р, а потомъ уже 0. Если х имжетъ 
то-же самое значене, какъ нп прежде, то мы и тенерь найдемъ, что 

фи—с и 

и Тогда, если бу больше с, то значеше х будетъ иоложи- 
тельное, и Бдущ1е встр$5тятся, какъ мы предполагали, послф прибытия 
А въ Р. Если-же би меньше с, то значеше х будетъ опричательное, 


РЕ с—бп 
и мы найдемъ, что Здущ!е встр$тятся за тр Ч8008Ъ раньше прибы- 


тя А вь Р. Учащийся легко замфтитъ, что значен1е 1 въ настоящемъ 
случа будетъ то-же самое, какое получится, если мы напишемъ—с 
вм$ето с въ значен1и 7-са въ ст. 194; оно совпадетъ также и съ зна- 
чентемъ х-са въ ст. 193, если въ послёднемъ поставимъ-—® вм%ето В 
И —с ВМБеТо С. 


197. Изъ раземотр$н1я задачъ, разобранныхъ въ настоящей главъ, 
а равнымъ образомъ и другихъ подобныхъ задачъ учапийся пруобрфтетъ 
надлежащее довЪр1е къ отрицательнымъ величинамъь и умФнье обра- 
щаться съ ними. Ниже мы приведемъ н%Ъкоторыя общ1я начала, объ- 
яененныя на примфрахъ въ предыдущихъ статьяхъ, вфрность которыхъ 
выяснится для учащатося, по мЪзр$ того, какъ онъ будетъ подвигаться 
въ изучени предмета. | 


1) Отрицательное р шен1е можетъ происходить отъ того, что выра- 
жен1е задачи заключаетъь въ себЪ услове, которому невозможно удо- 
влетворить; въ этомъ случа мы можемь приписать неизвфетной вели- 
чин ярямо противоположное качество въ сравнени съ тфмъ, какое 
было ей приписано, и тогда получимъ возможность составить задачу 
подобную той, которая заключаетъ въ себЪ невозможное требоване. 


2) Отрицательное рфшен1е можеть произойти отъ того, что, при 
переводв задачи съ обыкновеннаго языка на алгебраическе символы, 
сдфлано было невфрное предположене о качествъ извфстнато рода 
величины; въ этомъ случа мы можемъ исправить наше предположен!е, 
приписавъ этой величин$ противоположное качество и такимъ образомъ 
получить положительное рёшене. 


3) ВКотда мы желаемъ измЪнить предположен1я, сдзланныя нами 
относительно качества извфетныхъ или неизвЪстныхь величинъ въ 3а- 
дачф, и приписатьимъ качества противоположныя, то инфтъ надобности 
составлять н0вое уравнен1е; достаточно измфнить въ ирежнемь урав- 
нен1и знаки символовъ, представляющихь каждую изъ величинъ, у ко- 
торыхъ нужно перемфнить качество. 


Алгебра. у 
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198. Мы не утверждаемъ, что предыдущ1я обийя начала были 
доказаны; они вытекаютъ сами собою изъ разбора частныхъ случаевъ, 
и учащемуся предоставляется провЪрить пхъ тфиъ-же способомъ. Такъ, 
когда при рфшен1и какой-нибудь задачи результатъ получится отрица- 
тельный, то учашийся долженъ постараться истолковать этотъ резуль- 
татъ, причемъ вышеуказанныя общля начала могуть послужить для него 
руководствомъ. Вогда задача приводить къ отрицательному результату, 
и онъ пожелаетъ составить аналогичную задачу, которая привела-бы 
къ соотв5тствующему положительному результату, то долженъ поступать 
сл5дующимъ образомъ: изм$нить 2 на—х въ томъ уравненш, которое 
онъ получилъ, и тогда, если возможно, изинить словесное выражение 
задачи, такъ, чтобы оно соотвфтетвовало новому уравненю. Мы гово- 
‚ римъ, если возможно, потому что въ нзкоторыхъ случаяхъ никакого 
подобнато изм$неня повидимому достигнуть невозможно, и тогда уже 
надо считать такую задачу совершенно невозможною. 


199. Этимъ мы закончимъ разсмотр$ не отрицательныхъ количествъ 
п изелфдуемъ еще двЪ друг1я особенности, могушйя представиться при 
р5шен1и уравненй. 


—=>— у 


с—бп 
Вь ст. 193 мы пришли къ такому выводу: олени ча Положимъ, 


что @=0; тогда знаменатель этого значен1я лх сдфлается нулемъ; обозна- 
чивъ числителя одною буквою №, мы получимъ тогда 7—т; страши- 


вается, какъ надо понимать такой рззультатъ? Такъ какъ 4 п Б тенерь 
Бдутъ съ одинаковою скоростью, то они должны постоянно оставаться 
на одномъ и томъ-же разстоян!и другъ оть друга, а потому они никоз0а 
не встр$фтятся. Но вместо того, чтобы предполагать, что а въ точности 
№ 
равно 9, положимъ, что а только очень близко къ 0; тогда Нет можеть 
быть очень большою величиною, потому что если разность а— 6 будетъь 
очень мала по сравнен1ю съ Л, то она будетъ содержаться очень большое 


М 

число разъ въ №; и чфмъ меньше «—6, т$мъ больше будетъ изв 
ра о” . 

Дтя краткости вмЪсто этого употребляютъь выражен1е < < Равняетоя 


| | Хх 
безконечности» и пишуть это выражен!е такъ: ко, Но читатель 


долженъ помнить, что это выражев1е есть лишь сокращенае п что ему 
не нужно приписывать никакого абсолютнаго смысла. 


200. Необходимо изслдовать всякую задачу, р шен1е которой пред- 


. № ® о 
ставляется въ видъ 9 ›И ПОПЫТаЛЬСя объяснить это рёшене. Учащийся 
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„можеть ожидать, что въ подобномъ случаЪ задача окажется невозмож- 
ной, но что надлежащимъ образомъ видоизмфняя вопросъ, можно соста- 
вить новую задачу, отвфтомъ на которую будетъ очень большое число, 
и что число это будеть т$мъ больше, чфмъ ближе будеть подходить 
новая задача къ прежней. 


_201. Предположииъ еще, что когда въ ст. 193 мы имфемъь а=Ъ. 
| 0 
будеть также и с=6"; тогда значеше х приметъ видъ 0: Изелфдуя 


задачу, мы увидимъ, чго вел$детв1е сд$ланнато предположен1я А и В 
одновременно находятся въ Ри Фдуть съ одинаковой скоростью, такъ 
что постоянно остаются виЪстЪ. Поэтому вопросъ о томъ, когда А и В 
были одновременно вм5ст%®, въ этомъ случав оказывается неопредълен- 
нымъ, потому ‘что не допускаетъ одного опредзленнаго отвЪта или 
вообще конечнаго чиела отвзтовъ. 


202. Учащийся долженъ изслфдовать также каждую задачу, приво- 
О: 

дящую къ рёшен1ю вида <’ ПОНытаться истолковать р$нен!е. Въ н$- 

которыхъ случаяхъ онъ найдетъ, какъ въ разсмотр5нномъ выше при- 

ирЪ, что задача не можетъ быть ограничена конечнымъ чиесломь р%- 

шенй, но допускаеть ихъ сколько угодно. Мы не утверждаемъ здЪеь, 


Е: . 0 | 
какь и въ ст. 200, что истолкован1е особенностей о#о будетъ 


всезда таково-же, кавъ и въ разсмотрнныхъ нами простыхъь прим*- 
рахъ; поэтому учащйся долженъ разсматривать особо каждый отдфль- 
ный видъ могущихъ ветрфтиться примзровъ. 


_ Разные примфры къ главЪ ХУ. 
1. Упростить выразжене 


__ По Е НИИ 
За |6-= 124 (6 6); |=, 1 * 
2. Сократить и привести въ простфйпий видъ выражен!е 


6“ -+ 1023 --942-—90%5—98 


Зл3-+ 14299-49] 
1—&. 6 42 
Э. Найти значене —-———— д—=——. 
Й енте р ы ‚ когда о— 
] 


ы Упроотить (— Ре” (6—6 6—а) ож 
4" (а— 6)(6—с) +"(а—а)(е—а) 6—4 
| 5. Показать, ЧТо са 6) (а—а)-на"—6)(—а). а—с’ 


когда #=1, или 9. 


$ 
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6. Привести къ простёйшему виду выражен!е 
аз 63-с3—3Забе 
(а—6)*-+ (6— с)? (с—а)" 
Т. Если хууг--ел=1, то показать, что 
К 8 47222 
а а (191) а—2) 
8. Рёшить уравнене 
| (1—2а)3-(х—96)°=9(1—а— 6). 
9. РЕшить совм5етныя уравненя: 
АЕ 
фх-н су-наг=схау--бе=аб-н беса. 
10. Найти общее наименьшее кратное выражентй 
23-64”+11%7-6, 2372 +147-8, 
2382219112 и 24391260 --21. 


ГЛАВА ХУ. 


Особенности, представляюнияся при щен и уравнений 
первой степени. 


: м о | 
203. Въ предыдущей главЪ мы указали на формы у 9’ МогушЯ 


встртиться при рзшен1и уравнен1й первой степени. Теперь мы изсл$- 
дуемъ смыелъ такихъ формъ, когда он представляются намъ при р5- 
шен1и совмъстныхь уравнений первой степени. Припомнимъ сначала 
уже полученные нами результаты. 


204. Взякое уравнен1е первой степени съ однимъ неизвфетнымъ 
р 


можеть быть приведено къ виду ах=0. Отсюда мы получаемъ х= 


| | р 
Если а=0, то значен1е х принимаеть видъ 9; ВЪ этомЪ случав не 


существуетъь никакого конечнаго значення для 5, которое могло-бы 
удовлетворить уравненю, потому что, какова-бы ни была конечная 
величина, данная 1-су, такъ какъ 4%==0,то мы всегда имфемъ 0=9, 


что не возможно. Если а=-0 и 60=0, то значенше 2 принимаетъ видъ 0 
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въ этомъ случав всякое конечное значен1е х можеть считаться удовле- 
творяющинъ уравнен1ю, такъ какъ, каково-бы ни было конечное значе- 
н1е, данное 2.су, мы всегда ив емъ 0—0. Если 6=0, а а неравно 0, 
тогда, разум$ется, х==0; этоть случай не требуетъ никакого зам чая. 


205. Положимъ теперь, что мы имфемъ два уравнен!я съ двумя 
неизвфстными величинами; пусть они будуть 


ал бу=с пах у= с". 


СдЪзлаемъ сперва замфчан!е относительно принятаго обозначен!я. 
Въ первомъ уравненш мы употребляемъ нъкоторыя буквы для озна- 
чен1я извЪетныхъ величинъ, а потому для обозначеня соотв тетвую- 
щихъ величинъ во второмъ уравнен1и мы употребляемъ соотвтяственно 
т-жюе буквы со значками; здЪеь а и а' не им$ють никакой взаимной 
зависимости по величин$, хотя ииФютъ то общее, что каждое изъ нихъ 
составляетъ коэффицлентъ при 2, одно въ первомъ, а другое во второмъ 
уравнен1и. Опытъ покажетъ учащемуся выгоды такого обозначеня. 

Вмфсто значковъ или ударенй иногда употребляють числа, подии- 
сывая ихъ внизу буквъ; такъ 4, иа, могутъ употребляться соотв 
ственно вм%сто виа. 


Р%шая данныя уравнен1я, мы получаемъ 
_ бе 6’  абаб’ 
Кафа’ ” аъ’ 
Г. Положимъ, что 6'а—5а'=0; тогда значения хи у принимаютъ 


виДЪ  И- ; Поэтому мы должны возвратиться къ даниымъ уравне- 
Няиъ, чтобы найти симель въ такого рода результатахь. Изъ усломя 
ра—0 =0 мы нолучаемъ ет = (положимъ); тогда @ =#а и 
ь'—А6. Подставивъ эти значеня @'и 6', мы найдемъ, что второе изъ 
уравнен1й можно написать тавъ: 


Ках-коу=с, 


.с 
откуда ах-бу=- 


С . 
Но если -- отличается оть с, то второе уравнене несовмьстно 


съ первымъ изъ данныхъ уравнен!й, потому что ат-+-бу не можеть 
равняться двумъ различныуъ величинамъ. Такимъ образомъ мы можемъ 
заключить, что когда рёшен1я представляются подъ видомъ о Ио, 0 
это указываеть на то, что данныя узавнен1я несовм$стны, а слЪдова- 
тельно и не моуть быть ръщены. 
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П. Теперь положнмъ, что ба— ба =0, такъ что Ре < & также 
| ' ' | | | 


с а 
н —=——, а слёдовательно и==- 
са 6 


ченяхъ хи у будутъ равняться нулю такъ же, какъ и знаменатели, 


. ВЪ этомъ случа числители въ зна- 


0 
такъ что выраженя для х и у примутъ видъ 0 


казали раньше, второе изъ данныхъ уравнен1й можеть быть написано 
ВЪ ВИДЪ 


Но какъ мы уже по- 


ат-н 64 & 


Но теперь 0. такъ что второе данное уравнен1е является про- 
стымъ повторенемъ перваго; и такимъ образомъ мы въ сушности имфемъ 
одно уравненте, заключающее дв$ неизв$етныя величины. Но тогда мы 
не можемъ опредълить х и у. потому что здфеь можно найти сколько 
угодно значентй, которыя удовлетворяли-бы одному уравнен1ю съ двумя 
неизвфстными. Въ этомъ случаЪ мы говоримъ, что данныя уравнен1я не 
независимы, и что значення 5 и 9 неопредъленны. 


206. До сихъ поръ мы предполагали, что ни одна изъ величинъ 
а 6, са, 6’, с не равняетея нулю; такимъ образомъ, если значен1е 
одной пзъ неизвфетныхъ принимаеть видъ О ПЛИ < то и значенте 
другой принимаетъ 7207%-же видъ. Но если нзкоторыя изъ предыду- 
щихъ величинъ будутъ нулями, тогда не необходимо, чтобы оба неизвЪст- 
ныя представлялись въ одномь и томь-же вид. Напрем$ръ, положимъ, 


что аиа будуть нули; тогда значен1е х приметъ видъ г % значен1е 9 


—. Но въ эТомъ случа данныя уравненя 


представится подъ видомъ О 


пряводятся къ фз 
бу=си бу==с; 
д № е 
они даютъ у; и у» 
Такимъ образомъ мы будемъ имфть два случая. Во-первыхъ, если 


, С 
>» То уравнения не совиЗСтНы. О а, если ›_ равно 


-. То два уравненя обралщаются на самомъ дзлВ въ одно. Во второмъ 


не равно 


| м © 


С 
случаВ, такъ кавъ соотношене -- 


Е 
‚р Заставляеть равиымъ образомъ 
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| | () 
уничтожаться и числитель, то хиу 06а принимаютъ видъ <; ВЪ ЭТОМЪ 


случа 2 остается неопредзленныиъ, но /— наобороть ня 


С 
потому что онъ равняется >. 


207. Прежде чёмъ разсматривать особенности, могущтя ветр$титься 
при рёшенйи трехъ совифстныхъ уравнен1й заключающихь три неиз- 
вфетныя величины, мы покажемъ еще другой способъ рёшен1я такихъ 
уравнений. 

Пусть данныя уравнен1я Ду тЪ 

‚ах--фу-нсе=д, ахуе =@, а’ бус" а==4". 

Пусть Ги 20 означаютъ дв величины, значен1я которыхъ пока 
остаются неопредЗленными или неизв$етными. Умножимъ второе изъ 
данныхъ уравненй на [, а третье на 72; сложивъ ихъ затВиъ ВСЪ, 


ПОлуЧиИМЪ: 
ад-нфу-нсе(ал-нру-нсг)-нт(а Ве —=-6'2) =а-нГа-нт' 4, 
то-есть 
(а -нта’)-ну(о-- ныть”) 2(е-Не тес) =а-нРа-нт’ а. 
Дадимъ теперь так1я значев1я / п 2, ири которыхъ бы коэффи- 
тенты у и 2 въ послфднемъ уравнении обратились ВЪ НУЛИ, ТО. сть пусть. 
р--Б’-нть" =0, с[е-нте"=0. 
Такимъ ‘образомъ уравненте ла КЪ 


х(а--ю та’) =а-—@’та”, 
а елЪдовательно 
_ 49 74". 


_ @-+ [4 -—+- та" 


Намъ нужно теперь найти значен1я Фи 2 ип подставить ихъ въ это 
выражен1е для #-са, тогда значен1е ето сдфлается извЗетяымъ. Мы 
иифеиъ 


6 б’+тб" = 0, сю -нтс"'=0; 
ИЗЪ ЭТИХЪ уравнений мы получимъ 
ре бс' е— Вс. 
Ире" бое 
подставивъ эти значен!я [п 7% въ выражене для д и сдвлавъ упро- 
щен1е, мы получимъ | 
_ а('с"— 6’ с’) -а(6"е— с") а (66—65) 
— а('е"— о") -на’(Ь"е— Ве" )-на"6е'— 6") 
Нодобнымъ-же путемъ мы можемъ получить значемя уг 2. 


208. Предыдущий способъ рёшен1я называется способомъ неопре- 
дъленныхь множителей, потому что здфсь иы употребляемъь иножи- 
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тели, которыхъ не опредзляемъ впередъ, но которымъ даемъ нужное 
для насъ значене во время самаго изелфдования. 


209. Теперь мы перейдемъ къ заифчан!ямъ относительно значенй 
2, у иг, выведенныхь изъ уравнений 


ах-фунса=а, вх уыие=а', а"х-- "ус" е=а". 


оначене 2-са дано было въ ст. 207. Если учанййся изслфдуетъ зна- 
чен1е у-ка, то онъ найдетъ, что знаменатель его будетъ 707-же са-. 
мый, какъ ц знаменатель в5 выражении для х, или можетъ быть сд*- 
ланъ тзиъ- же самымъ посредствомъ изм$нен1я знаковъ у каждаго члена | 
въ числител$ и знаменатель. То-же нужно сказать и относительно зна- 
менателя для выраженя 2. 


210. Мы можемъ впрочемъ получить значен1е у и 2 изъ выраже- 
н1я, найденнаго для значеня х. ДЪйствительно, начальныя уравнен!я 
могуть быть написаны такимъ образомъ: 


бунал-с2=4, Гуналеа=0, В"ужа'л-нс'2=0'; 

мы можемъ сказать тогда, что уравнен!я, написанныя въ этомъ вид%, 
отличаются отъ уравневй, написанныхъ въ первоначальномъ видф, 
только слфдующими частностями: въ нихъ помфнялись мЪстами 12 и У, 
аира иб, а’ иб’'. Поэтому мы можемъ вывести значене у изъ 
‘значеня для 2 по слёдующему правилу— вы ето а, а’и а’ будемнъ пи- 
сать соотвфтственно 6, 6'и В’ и наобороть. Такимъ образомъ изъ 

_ а(6'с"— 6" сна (Ф"е— вс") 4" (66—56) 

— бе" 6") на (6—6) нае —6' 6) 
мы можемъ вывести 

_ а(ае"— ас) а’ (а'с—ас")-а"ас — ас) 

— Кас’—а"в) ва" с—ас")-н 6" (ас ас). 

Сравнивая эти выражен1я, мы найдемъ, что знаменатель выражен1я 
ДЛЯ 4/ ТОТЪ-Же, что и въ выражеюми для 5, но знакъ каждаго члена 
измфненъ на противоположный. 

Подобнымъ- же образомъ, зам$няя а, а’, @” соотвфтственно на с, 
с', с и наоборотъ, мы можемъ изъ выраженя для х вывести выра- 


жен!е для 2 или вывести то-же выражен1е дия 2 изъ выражен1я для 9 
путемъ замфны 6, 6’, 6’ соотвЪтственно на с, с'ис’ п наоборотъ. 


211. Существуетъ и другая система, замфны, съ помощью которой 
можно вывести значеня у и 2 изъ выражен1я для 7. Данныя уравнея1я 
были 


ад--фу-нсе=а, вл у-нс!е=а’, а’ о"у-но"е= 4"; 
ихъ можно написать еще такимъ образомъ 
ру-се-нах=а, Бу г--ах=4, 6"у-нс"г-на"1=4’. 


РЕШЕНТИ УРАВНЕЕЙ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ, 105 


Мы можемъ поэтому сказать, что второй видъ отличается отъ пер- 
ваго только слфдующими особенностями: х изм$ненъ на 9, у измненъ 
на 2, 2 изм немъ на %; а измфнено на 6, 6 нас, с на а; а’ ‘изм*- 
нено на ©’, К—на с’, с' на а’; а” измнено наб’, 6” на с’, С наа”. 
Поэтому мы моженъ вывести значен1е у изъ х по слздующему пра- 
_вилу: измёнимь 4 на 6,6 на с, снаа, и сдВлаехь такую же замБну 
ВЪ буквахъ съ однимъ и съ двумя знаками. эначен1е 2 можно вывести 
изъ выраженя для 9, пользуясь опать 79%мь-же самымь правиломь. 


212. Эти способы выводить значен1е у и 2 изъ выражен!1я для т 
посредетвомъ перемфны буквъ могутъ пожалуй показаться сначала 
учащемуся трудными, но за то они заслуживаютъ большого внимания, 
_ и въ обобенноети способъ, данный въ ст. 211. 

Перэйдемъ теперь къ изелёдованю особенностей, могущихъ пред- 
ставиться въ неизвфстныхъ величинахъ, выведенныхъ изъ уравнен1й 


ах-нфу-се=а, ах усе=а’, аи б"ус'е=4". 


213. Наиболфе важнымъ представляется тотъ случай, когда @, 
Ч и Я” вс% равны нулю. Тогда данныя Уравнен!я будутъ 
ах бу--са= 0, их е=0, а’ж-нб"ус"г=0. = 
Очевидно, что х=0, у=0, г=0 удовлетворяютъ этимъ уравне- 
н1ямъ, а изъ значен1й, найденныхъ въ ст. 210, слфдуетъ, что это един- 
ственныя значення, могущ1я удовлетворять уравненямъ, если только 
данный здЪсь знаменатель не уничтожается, то-есть, если не будеть 


а(6' с" — 6" с’) на (6—6 с")-на "(66 —6'с) =0. 
Если такое соотношен1е между коэффицентами существуетъ, то 


найденныя для 2%, ун2 значеня принимаютъ видъ 01 мы тогда должны 


будемъ возвратиться къ даннымъ уравненяиъ для дальнфйшато изел$- 
дованля. 

Мы замфчаемъ, что когда такое соотношен!е существуеть, уравненя 
перестаютъ быть независимыми, и одно пзъ нихъ можетъ быть выве- 
дено какъ сльдетв1е изъ двухъ другихъ. Въ самомъ дфлф, Умножимъ 
первое изъ данныхъ уравнен!й на 6’с— В’с”, второе на 6е”—6”'с, п 
третье на 6'с—6с’ и сложимъ потомъ результаты. Тогда всл$детв!е дан - 
нато соотношен1я мы придемъ къ тожеству 0 ==0. Итавъ дЪйствительно, 
если первое уравнен1е помножимъ на 6”с'—6'с”’, второе на 6е"”— "сн 
сложимъ ихъ, то полученный результатъ бдеть равнозначущь съ 
третьимъь уравненемъ, потому что оно можетъ быть получено умноже- 
немъ найденнаго уравнен1я на 6с'— с. 

Положимъ-же, что такое соотноптен1е существуеть; мы можемъ 
_ ограничиться первыми двумя изъ данныхъ уравнений, потому что зна- 
ченя 2, у и 2, удовлетворяющия имъ, будутъ необходимо удовлетворять 
п третьему уравнен1ю. Раздёлияъ это уравнен1е на х; мы получииъ 


106 ОСОБЕННОСТИ, ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЯСЯ ПРИ 


у с2 ` б6У са 
а . Ана, = 0. 
а ый у сё—еа а @’—9&а6- 
0 найдемъ м, а, 
7 р х ео Хх 66—60 


Слфдовательно, мы можемъ приписать 2 какое угодно значене п 
вывести соотвфтетвующтя ему значен1я у п 2. Полученный результалъ 
мы можемъ писать въ болфе симметричномъ видф; пусть р означаетъ 
какое нябудь произвольное количество, тогда данныя уравнен1я будуть 
удовлетворяться, если 

= (0'—6'с), у=р(са--ва), а=р(а'—юв 6). 
Мы могли-бы точно такимъ-же образомъ воспользоватьея вторымъ 


и третьимъ изъ данныхъ уразнен1й и опустить первое; тогда мы при- 
шли-бы кь р5шен1ямъ такого вида: 


д=9(’с"— р’), у=а(с'а'— са, 2=9(а’0"' —а"Ъ5', 
гдЪ 0 какое-нибудь произвольное количество. Однако эти значен1я въ 


сущности равнозначущи съ первыми, потому что вел детв1е предпола- 
гаемаго соотношен1я между коэффицщентами мы найденъ 


2(6е'—6'с) _ р(са —са) _ р(аб'— аб) 
(9 с"— 6") — а(с'а”—с"а) 9(а5”— %'6’) | 
214. Теперь разсмотримъ т$ особенности, которыя могутъ пред- 
ставиться, когда 4, Фи Я” не будуть вс нулями. | | 


Сперва мы покажемъ, что если значене какой-нибудь изъ неиз- 
№ 
вфетныхъ величинъ принимаетъь видъ 0’ То данныя уравневя стано-_ 


вятся несовмфетными. Положимъ напримзръ, что такой видъ прини- 
маетъ значен1е 1, то-есть положииъ, что 


а(6'’с"— 6" с')-на' (6—6 с" )-на"(6е'— Вс) ==0. 


Понятно, что если-бы данныя уравнен1я были совмЗетны, то всякое 
уравнен1е, правильнымъ образомъ выведенное изъ нихъ, должно быть 
справедливо. Помножимъ теперь первое изъ данныхь уравнеюй н& 
Б"'с'—6' с’, второе на с" —6''с, третье на 6’с—6с’ и сложимь ихъ. Мы 
найдемъ, что коэффицпленты при 9 и 2 въ полученномъ уравнения увич- 
тожатся, а коэффищентъь при х равень нулю по предположению. Та- 
кимъ образомъ первая часть полученнаго уравнентя уничтожается, но 
вторая часть не уничтожается; отсюда сл$дуетъ, что полученное та- 
кимъ образомъ уравнен1е невозможно, а сл$довательно уравнен1я, изъ 
которыхъ оно выведено, не могутъ быть совмФетными. 


215. Однако мы не могли-бы съ увфренностью сказать, что, если. 


значен1е одной изъ неизв$етныхъ величинъ принимаетъ видъ о’ То Рав 
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нен1я совифетны, но не независимы. ДЪйствительно, возможно, что зна- 
чен!е одной изъ неизвЪетныхь можеть принять такой видъ, между 


т$иъ какъ значен1е другой представитея подъ видомъ © ›Н0 Еакъ ны 


| . , м , 

показаля въ предыдущей статьф, появлен1е — есть указан!е на то, что 

данныя уравнен1я несовмюстны. НапримЪръ, положимъ, что уравне- 

н1я будуть | 
ад-н-фу-нер=0, а х-нфу-нса=0', а'--фу-нве =’. 


р № 
одфеь мы найдемъ, что значен1я У и 2 примутъ видъ о 1970 2 пра- 


метъ видъ <<. 


Сверхъ того, если значеня всъжоь неизв стныхъ величинъ примутъ 
0 
ВИДЪ „> ТО МЫ н6 мОоженЪ съ увЪренностью утверждать, что данныя 


уравненя совмЪфстны, но не самостоятельны. НапримЪръ, ноложимъ, 
что уравнентя будутъ | 


ах--фу-нса=й, ас фу--с2= а’, ах-фу--с2=а”; 
здЪеь мы найдемъ, что значеня неизвЪстныхъь величинъ примутъ видъ 


0 й | 
-0› Е И самыя уравнен1я очевидно несовмфетны, если только 4, 9’, 


_@’ не равны между собою. 


216. Мы можемъ показать, что если числители въ значеняхь и. 
у иг вс® обращаются въ нуль, то и знаменатели также уничтожаются, 
если принять, что 4, 9’ и” не ве равны нулю. 


ДЪйствительно, предположивъ, что эти чиелители уничтожаются, 
мы будемъ имЪть 
4(6’ с" — В" с") + а’(6"е—с")-на"е'—с)=0, 
Ч(е’а’—с"а’)-- 4’(в"а— са’) + а" (сх —с'а)==0, 
(аб"— а’) 4’(&'6— аб") +а"(@а'— 9 6)=0.. 
Означимъ эти соотношен1я для краткости такииъ образомъ: 
 АЯ--Ва’--Оа’=0, А’д-- В'--С’а’=0, А"а--В"а’-- ("а = 0. 


На основанш ст. 213, такъ какъ 4, 9,4” не вов равны нулю, должно 
существовать также лбдующее соотношен1е 


А(В’С"—Б" 0’) А’ (В"0—В0"”)-- А"(ВС' —В'’О) —0: 
Мы найдемъ, что 
В'0"— В" 0’ = щас" —В"е)-на’6"е—6е")-на"е'— Вс; 
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В"С—ВС” и ВС'’—В’С мотуть быть выражены подобнымъ-же 
образомъ, такъ что соотношен1е окончательно выразится 


ос" — Вс’) на’ (6"с— ве" )-на" бе =. 
Это доказываетъ искомый результатъ. 


2171. Если мы примемъ способъ неопредфленныхъ множителей, дан- 
ный въ ст. 207, то можетъ случиться, что два уравнен1я для нахож- 
дея Ги 7 окажутся не совмёетными, и намъ нужно изслЬдовать 
этотъ случай. Положимъ, что въ этомь случа б'”’с'—6'с'=0, такъ 
что два уравнен1я ст. 205 не совм$стны. Тогда значен1е л можетъ быть 
получено изъ второго и третьяго изъ данныхъ уравнений, а первое должно 
быть оставлено бэзъ употреблен1я. ПЦйствительно, помножимъ второе 
изъ данныхъ уравнений на с”, а третье на с’и вычтемъ; тогда коэф- 
фищенты при У и 2 исчезнуть, и мы получимь уравнене для опре- 
дълен1я х. Напримфръ, положимъ, что уравненя будуть 

4х=2у32=19, ху42=9, ху 82=15. 


ЭдЪеь значен!е л можетъ быть найдено изъ второго и третьяго уравие- 
Н1Й; МЫ ПОЛУЧИМЪ 2=3; подставииъ это значеяе х въ три данныя 
уравнен!я. Изъ перваго мы будемъ имфть 2у32=1, а изъ второго и 
третьяго у-+-42==6, елБдовательно и=2 и2=1. 


= ъ (0) 
Съ другой стороны значеня Ги 7 могутъ принять видъ о’ ТЕ 


что два уравнен1я для нахожденя ихъ окажутся не самостоятельными. 
6 7 77 
Изслфдуемъ этотъ случай. ЗдЪсь мы имемъ 6’ —В'с’=0, 66” —6'с=0 
ибс—0с'=0; эти предположен1я равнозначущи съ двумя соотношеняии 
Бе р’ с" | 

рН ег Положимъ тогда, что 6’=р6, а сл довательно с’ =16, _ 


а также что 6”'—06, сл$довательно с”’==0с. Такимъ образомъ даниыя 
уравнен1я будутъ 

ал бу-нсг=4, вл-нрбу-нрее=9,, а'-нафунасг=4', 
п ихъ можно будетъь написать такъ: 


м # Г’ Ш 
ах-буж-са=а, — ху са==—, ——нбунса=—. 
р р 4 Ч 


ЗдЪсь д можеть быть найдено изъ какихъ нибудь двухъ уравнений; 
если мы не лолучаемь одного и того-же значен1я изъ каждой пары, т0 
данныя уравнен1я, разум$ется, несовмьстны; если-же мы получает 
то-же значен1е для 2, тогда данныя уравнен1я не будутъ независимыми, 
и дЪйствительно, въ посяфднемъ случаз мы должны имфть только 00% 
уравнен!е для нахожденя бу-+с2, такъ что значения у п 2 будуть #2 
опредъленными. Наприм$ръ, положимъ, что данныя уравнен1я будут?: 


д-2у32=10, 3х—4у-62==23, хт-бу-+92=24. 
Взявъ кав1я нибудь два изъ этихъ уравнен!й, мы можемъ найти 
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4—8; подотавивъ затёмъ это значен!е 2 въ какое нибудь изъ трехъ 
уравнев1й, мы получииь 2у+32=7; такимъ образомъь у и 2 оста- 
нутся неопредъленными. Если кром® того правая часть одного изт 
данныхъ уравнен1Йй будетъь изм$нена, то мы не получимъ одного и тото- 
же значен1я 2 изъ каждой пары уравнений, и такияъ образомъ данныя . 
уравнения будутъ несовиЪетны. | 


218. Въ предыдущихъ статьяхъ мы предполагали, что данныя 
уравнен1я рёшены, и изъ особыхъ видовъ рёшевй выводили заключе- 
НЯ 0 свойств$ данныхъ уравнений. Возьмемъ теперь одинъ прим$ръ 
изолёдован1я соотношен1я между уравнен1ями, предварительно не рёшая 
уравнен1й. Положииъ, что уравневя будутъ, какъ и раньше - 


ах бу-нсе=4, вх уне'е=4’, а’ е=4"'; 


и найдемъ, как1я соотношентя должны существовать между извфетными 
величинами, чтобы третье уравнен1е можно было вывести изъ другихъ 
двухъ посредствомъ умноженя ихъ на прилично выбранныя количества 
п сложен1я результатовъ. Положимъ, что умноживъь первое уравнене 
на ^, а второе на л и сложивь ихъ, мы получаемъ результатъ, совпа- 
дающий или тожественный съ третьимъ уравненемъ. Такъ, положимъ, 
что уравненте 


(Лана )л--(Ф-ныбу--Оенние") = Ханы 
равнозначительно съ | | 
а’ уно" е=а"; 
то-есть положимъ, что 
о Мена а’ №-Н’ Ь’ № с 
лань’ Я” ани а” а-ньа’ а" 
Изъ этихъ уравнеюй мы выводимъ о 
и а''—а' а у р — Ба \ с'-— 6 а" 
о ао”а’ в Иа, в а" 
Слфдовательно, чтобы третье уравнене могло быть выведено изъ. 


другихъ двухъ по предложенному способу, мы должны имфть слБдую- 


_ ще соотношен1я между извфстными величинами 
а'’-—аа р" —Ь с"ф— са” 


аа"—а’а Фа"—%"'а  са’—в"а’ 


Легко показать, что если такя соотношеня существують, то зна- 


РУ 


0 
чен1я х, У иг принимають видъ -. ДЪйствительно посредствомъ пере- 


множен1я мы получаемъ результаты, показывающие, что числители въ 
значен1яхъ 2, у и 2 уничтожаются; и тогда по ст. 216 знаменатель 
тоже уничтожится. 


110. _ РАЗНЫЕ ПРИМЗРЫ. 


Разные нприм$ры къ главЪ ХУ. 


2“ -- 323 — 712—915—36 


1. Привести дробь д'-2—10—а—12 


ВЪ простЪйпий видъ. 


2. Показать, что 
{а+б-нс)(а +6 сонаве) (аб --Ъо-+ ва) (а 50-6?) =а-- нс. 

2 2 2 | 

5. Если ини 2—7 ву > то найти отно- 
шене между гит. 


4. Если 28=а-+-+с, то показать, что 
1 1 1 | | абс 


868 — 

_ 5. Показать, что общай наибольшй дфлитель двухъ количествъ есть 
наименьшее кратное ихъ общихъ дфлителей. 

6. Р5шить уравнене 

(2—9) (#—1)(#—5)(#—1)= =@—2)(—4)@—6)#—10) 
1. Решить совокупныя уравнен1я 
х—у-=2=0, ах-нбужсе=0, 
бел сау-набг-н(а—6)(6—с)(с—2)=0. 


111 И жь 
8. Если РЕ Ч РР показать, что 
1] ] | 1\ 2+1 1 
аи С р т ат рн +1 оп 


9. Н$кто завЪщалъ 121632 рубля своимъ пяти сыновьямъ и 
тремъ братьямъ, такъ чтобы, по уплат$ правительственнаго налога съ 
наслфдетва, доля каждаго сына была вдвое больше ч$иъ доля каждаго 
изъ братьевъ. эная, что налогъ на долю дзтей равнялся одному про- 
центу, & на долю братьевъ-—тремъ процентамъ, найти, сколько дол- 
женъ получить каждый изъ наслфЬдниковъ. 


10. Рёшить уравнен!е | 
1 2 3 6 


фроте 
——————————————- 


Е Е Е. 
анба л—3За ха т+а 
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ГЛАВА ХУ. 
Возвышене въ степень. 


919. Если какое нибудь количество послфдовательно, нёсколько разъ 
помножается само на. себя, то говорятъ, что оно возводится въ степень, 
п показатель этой степени опредвляется т$мъ, сколько разъ количество 
это берется множителемъ. (Въ англ йскихъ сочинешяхъ возвышен!е въ. 
степень называется инволющей, а пзвлечене вс ен 


Такъ, какъ уже сказано раньше (ст. 16), аЖа или а? называется 
второю степенью а; ажажа или @а° называется е ыы степенью &@; и 
такъ далЗе. 


220. Если предъ возвышаемымъ количествомъ стоитъ знакъ минусъ, 
то знакъ четныхь степеней будетъ положительный, а знакъ нечет- 
ныхь степеней— отрицательный. 


Дфйствительно, —@Ж —в=а7, —ах —ах —а=ах —а=-—, 
—ах—аж—ах —а=— 9 Ж—а==а“, 
и такъ далфе.. | 


221. Какое вибудь простое количество, или одночленъ воззодится 
ВЪ степень умножен1емъ показателя У каждаго множителя въ этомъ 
количеств$ на показателя той степени, вь которую возводится, при- 
чемъ знакъ его опредЪляется на основан!и сказаннаго въ предыдущей. 
статьф. 


Такъ 4", возвышенное въ 7-ю степень, будетъ "”; дЪйствительно, 
если мы составимъ произведен1е изъ и множителей, каждый изъ кото- 
рыхъ есть @", то результатъ по правилу умножен1я будеть а"”. Точно 
также (а6)"—=аб хаб Х аб... всего п множителей, т.е. ажажа... всего 
множителей ХОЖЬХЬ... всего ® множителей, то-есть а" Ж О”. По- 
добно этому 4°63е, возвышенное въ пятую степень, будеть абс” 
Такъ-же — а”, возвышенное въ я-ую степень будеть 9””, гд% надо 


взять знакъ -+ пли —, смотря по тому, будеть-ли и четное или не- 
` четное число. Но такъ какъ —а”-==—1Жа”, то И-ю степепь отъ —а" 
моно писать еще такъ: (—1)” Жа"”” или (— Ра". 


222. Если возводимое въ степень количество будеть дробнымъ, то 
должно возводить въ данную степень отдфльно числителя и знамена- 
ие ее 142). 


‚ Если возводиное въ степень количество будетъ сложное, или 
вн то возвышен!е можетъ быть или только обозначено, или. 
же выполнено на самомъ дфлф. Пусть требуется возводить въ послЪдо- 
` вательныя степени количество «+6; тогда 
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& В раб 0”. а?—-За‘6-н3а? -- 6 

а 6 ах 6 а-нь 

ана 29а 6-н ад” ‘+36 За?6*-н аб? 
наб 5" + 96+ 206 6° = 46+ 3а20+ заб?“ 


а 2а-+-0* аз За? За? о’ 66 4-м 
Такииъ образомъ, квадратъ или вторая степень отъ ан будетъ 
и--2а6--0*“, третья степень его а°—3а*6-нЗаб?--з, четвертая сте- 
пень его будетъь “+490 6а^6”-+40%3-+5“, и такъ далфе. 

Подобно эточу мы найдемъ, что вторая, третья и четвертая сте- 
пени количества @—б соотв$фтетвенно выразятсея: @а“—2аб-н 5", 
а —3 40-3 а6`—93 и а“—4936 + 69*6*—4а63-+0“; то-есть ве№ не- 
четныя степени © будуть имфть предъ собою знакъ отрицательный. 

Впосл$дотв!и мы дадимъ теорему, называемую биномбальной, или 
Ныютоновой теоремой, которая дасть возможность получать какую 
угодно степень двучленнаго выражен1я, не требуя для этого умноженя 
На самомъ дЪлф. 


224. Очевидно, что я-я степень а” тожественна съ 772-ю степенью 
4", потому что каждая изъ нихъ будетъь а””, и такимъ образомъ мы 
можемъ достигать одинаковато результата, пользуясь разныхи с1посо- 
бами возвышен1я въ степень. Наприм$ рт, мы можемъ найти шестую 
степень а-+6 послФдовательнымъ умножен1енъ на а+0, или можемъ 
найти кубъ отъ а--б и возвести въ квадратъ найденный результатъ, 
такъ какъ квадратъ отъ (а-+6)3 будетъ (а—+6)°, или мы можемъ найти 
сперва квадратъ отъ @-+6, а потомъ найти кубъ этого результата, 
такъ какъ кубъ отъ (а 6)” тоже будетъ (а--5)°. 


22 Перенножентень на самомъ дДЪл$ можно показать, что 
(ан б-нс)* = ан ф-но” аб + 26е-+- ас. 


(ан беса)“ =а-—н 0 с” аа оббайньа ре офа-н са. 


Въ этихъ и подобныхь примфрахъ легко замфтить слздующее по- 
лезное правило: квадрать какого нибудь мнозочлена состоить изъ 
квадрситовь всъхь ео членовъ и изъ удвоенныль произведений каждой 
пары членов. 

Полученнымъ выводамъ можно дать также и другой видъ: 

(ан ф-нс)* =а2а(ф-не-но* 2 е-нс", 
(ан са)" =а?-на(ф-не-на)-+ 626 (с-на)-нс’н еда". 

Въ этихъ и подобныхъ примфрахъ заключается сл$дующее полезное 
правило: квадрать какою нибудь мноючлена состоить изъ квадра- 
70въ каждео ею члена и изъ удвоенназо произведенля каждоло члена 
на сумму всъхь сльдующихь за нимь членовь. 

Правила эти могуть быть строго доказаны путемъ математическаго 
наведения пли индукцли, который будетъ объясненъ впослфдетвии. 
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226. Добавимьъ слфдующе два приифра, въ которыхъ мы восполь- 
зуемся обоими правилами, данными въ предыдущей стать: 


(а—б-нс)* =а? 0+" — 206 —2е-н ас, 
(1—9 7-34)" =1 9—4 12а 
—=1—47-+ 105—129, 
(1-527-548-0995 
=] +297 34-43-н З-на. 

227. Выводы, данные въ ст. 55 для куба а-+0, куба 4—6 и куба 
а--б-нс, слфдуетъ особенно замзтить. Можно убфдиться такъ-же въ 
справедливости слфдующаго вызажентя: 

—_ (а-нб-не-на): = 63 

—3а*“($-не--д)-36“(а-не-н-а)-нЗс(а-нб-н-нЗа (абс) 

—=6бсед-н баса-- баба-- бабе. | 


Прим$ры возвьитенйя въ степень. 


1. Найти (122-327). 2. Найти (1—х-+2—23)?. 

3. Найти (а-нб —с)з. 4. Найти (1-+257-+42^)3. 

5. Найти (1-+ 35342 -+43)*+ (1—3 342—223). 

4___ 2712 _74\а 2\3(7р2.—_ ы 

6. Показать, что и вк Внех ежа =20°”, 

7. Показать, что (а7°+-26ху-н су?) (в Х?--26Х Ус 7?) 

—адХ--еуУ--Иа Уч 9Х)-(в—)(2У—ух). 

8. Показать, что (22-н-рлу-94")(Х-рХ УЧ“) = 
(#„Х--руХ--ау ние Х--руХ+-чуТ)(#У—ух)-+еУ—ух), 
& также _ 
=(хХ-нух У-+ду У) -+р(оХ-нрх Г-+-9уУ Кух—7 )-5+9(хУ— ух) | 

9. Упростить выражене 

(1—1042-+524)(5 —302?-52°)-+ (55—1023+25)(205—205°) 
(545—102 42?)?+(1—10455°? | 

10. Показать, что (ан 6?-нс’на?)(р"-н а? 7-8“) 
— (ар —Ба-нсг-н аз)? (аа врр—сз— а") 
+ (а7—$5-—ср-наа) + (аз-нфи-неа-нар). 


Алгебра. 
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ГЛАВА ХУИ. 
Извлеченте корней. 


228. Извлечен1емъ корней называется способъ опредфлять такое ко- 
личество, которое, будучи возведено въ вы степень, равнялось- 
бы данному количеству. 


229. Такъ какъ И-я степень отъ-@” есть @"", то корень 7-й сте- 
пени изъ а" долженъ быть а”; то-есть, чтобы извлечь какой нибудь 
корень изъ простого количества, мы должны раздфлить показатель этого 
количества на показатель искомаго корня. 


230. Если извлекаемый корень будетъ нечетной степени, то знакъ 
корня будетъ такой-же, какъ и знакъ даннаго количества; это сл?- 
дуетъ изъ ст. 220. Такимъ ва 


ИС =— 

331. Еели извлекаемый корень будетъ четной степени, а Данное 
количество будетъ положительное, то корень можеть быть или поло- 
жительнымъ, или отрицательнымъ; потому что какъ положительное, 
` такъ и отрицательное количество, возвышенныя въ четную степень, 
даютъ количество положительное, какъ это слФдуетъ изъ ст, 220. Такъ 

И (&)=-на. . 

Ро. ели извлекаемый корень будеть четной степени, а данное 
количество будетъ отрицательнымъ, то такого корня извлечь нельзя, 
Потому что никакое количество, по возвышен!и его въ четную степень, 


не дастъ отрицалельнаго нь зе корни называются #е603- 
моэюными. 


233. Корень изъ дроби находится извлеченень корня отдфльно изъ 
ея числителя и знаменателя. Такъ 
3 3 


ИИС 


234. Раземотримъ теперь способъ извлеченя о а корня изъ 
сложнаго количества. 

Такъ какъ квадратный корень изъ &?--2а6-н0* есть а-+6, то мы 
можемъ придти къ общему правилу извлечен!я квадратнаго корня изъ 
какого нибудь алгебраическаго выражен1я, зам тивъ, какимъ образомъ 
можно вывести а-+-6 изъ ан 3аб-н6?. 


и Ваф-+ 6? ( а 6 
^ 
За-нб) 2аб-- 6" 
2аб-+-6? 
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Расположимъь члены по степенямъ одной буквы @; тогда первый 
членъ будеть 4”, а квадратный корень его будетъ а, иэто представить 
собою первый членъ искомаго корня. Вычтемъ его квадратъ, т. е. а? 
изъ даннаго выражен1я и снесемъ остальные члены 2а6-+?. Разд\- 
лимъ 2а6 на 29, частное 6 будетъ другииъ членомъ искомато корня. 
Умножимъ сумму удвоеннаго первато и второго члена, т е. За на 
второй членъ, то-есть на б и вычтемъь произведеще, то есть 2аб-+5? 
изъ остатка. Этимъ и закончится въ настоящемъ случа все дЪйстве. 
Если-бы было больше членовъ, то мы должны-бы были поступить съ &-н6 
такъ-же, какъ поступали съ а; но квадратъ его, т.е. а’+-26-—-5? быль 
уже вычтень изъ даннаго выражен1я, такъ что нужно-бы было лишь 
ДБлить остатокъ на удвоенное &-+-6 для получен1я новаго члена корня, 
и тогда, чтобы получить’ новое вычитаемое, мы должны бы были умнчо- 
Жить этоть членъ на удвоенные члены первый и второй, сложенные съ 
этимъ членомъ. ДЪйстве это должно продолжать до тфхь поръ, пока 
не будетъ найденъ искомый корень. ыы 


выражен1я 44“-+125°-+55’—н62-1. 
44“— 1228-57651 (22—83 5—1 


235. Наприн%ръ, пусть. требуется извлечь квадратный корень изъ 


42“ | 
41—32 ) —1948-52--65—1 
—12243+ 95“ 
4 —6%—1) —45°+ 65-1 


—44°--65-+1 


Здфсь квадратный корень изъ 42" есть 2422, который будетъ пер- 
вымъ членомъ искомато корня. Вычтемъ квадратъ его, т. е, 427 изъ 
всего выражен!я; остатокъ будеть —125—55” 65-1. Раздфлимъ 
—124^ на удвоенное 25”, т. е. на 42”; частное будеть —3х5, которое 
и будетъь слБдующимь членомь искомаго корня; умножииъ затёмъ 
42`— 3х на 3х и вычтемъ; остатокъ будетъь —4767-—-1. Разд лимъ 
его на удвоенную, уже найденную, часть корня, то-есть на 42—65; 
это дасть —1; произведее 42`—61—1 на —1 есть —42+65—1 
и когда мы вычтемъ его, то уже не останется никакого остатка; та- 
кимъ образомъ искомый корень будетъь 22'—3%—1. 

Возьменъ еще прим ръ. Найдемъ квадратный корень изъ выражен1я 
45 — 621507“ —900 43-159 1?—ба’х-на’. Д?Ъйстве  располо- 
жится сл5дующихъ образомъ: | 
д°—6а2°-—15424*-—90а343-+15а*12—бол--а (2‘— Вах За 1—а* 
176 | 
223—3ал*) —6а2'-+ 1502—2048 1544 — бана’ 
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—баж-н 94“ 
223 —бах Зах) — 642—208 дз--15а‘л— бана’ 
ба?‘ — 18 °-- 9х 


223—бах*+-6421— а?) —24'23—- 64'12—ба’л-на’ 
—2423 + бад’—бах-нае 


236. Уже было зам чено (ст. 231), что всяюй корень четной сте- 
пени допускаетъ два знака. Гакъ, въ первомъ примЪр$ ст. 235 было 
найдено, что выражене 22”—3х—1 есть квадратный корень даннаго 
тамъ выражен!я, но точно также и —22? 35-1 будетъ его квад- 
ратнымъ корнемъ, какъ это легко провфрить. Въ самомъ дЪлф, дЪйств!е 
начиналось съ извлечен1я квадратнаго корня изъ 42“, за корень кото- 
раго можно принять какъ 222, такъ и —25”; если-бы мы приняли 
послфднее значен1е и продолжали- -бы дЪйств1е какъ прежде, то полу- 
чили-бы въ результат —25 -3х—1. Подобно этому и въ другом 
примфрф ет. 235 мы видимъ, что —2°-—3а2— За х--а?з будетъ такъ- 
же квадратнымь корнемъ, какъ и найденное выражение. 


237. Корень четвертой степени какого нибудь выражен1я можеть 
быть найденъ извлечен1емъ изъ квадратнаго корня новаго квадратнаго 
корня. Подобно этому корень восьмой степени можетъ быть найденъ 
посл$довательнымъ троекратнымъ извлечен1емъ квадратнаго корня; ко- 
рень \%естнадиотой степени— четырехкратнымъ извлечентемъ квадрат- 
_наго корня, и такъ далФе. 

Наприм$ръ, пусть требуется извлечь корень четвертой степени изъ 
выражен1я 

8145*—4324°-+8645'—768х-+256. 


Поступая, какъ въ ст. 235, мы найдемъ, что квадратный корень этого 
выражен1я будетъ 95 > 942+16. & квадратный корень этого послд- 
чяго 31 —4, который будетъ такимъ образомъ корнемъ четвертой сте- 
пени изъ предложеннато выраженя. 


238. Предыдущее изел$дованте относительно извлечен1я квадратнаго 
корня изъ алгебраическаго выражен1я послужитъ намъ для доказатель- 
ства правила извлечен1я квадратнаго корня изъ чиселъ, даваемаго въ 
Ариеметик$. 

Квадратный корень изъ 100 есть 10, изъ 10000 есть 100, изъ 
1000000 онъ будетъ 1000, и такъ далфе; отсюда слфдуетъ, что квад- 
ратный корень изъ числа меньшаго чфмъ 100 долженъ состоять лишь 
изъ одной цифры; квадратный корень числа, заключающатося между 
100 и 10000, будетъ состоять изъ двухъ цифръ; квадратный корень 
числа, заключающагося между 10000 и 1000000, будетъ состоять изъ 
трехъ цифръ, и такъ далфе. Поэтому, еели поставимъ точку надъ циф- 
рой единицъ числа и так1я-же. точки надъ каждой второй послВ нея_ 
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цифрой, то число точекъ покажетъ число цифръ въ квадратномъ корни». 
Такъ, квадратный корень числа 4356 состоить изъ двухь цифръ, & 


‘квадратный корень числа 611594 состоитъ изъ трехь цифръ, и такъ 
далъе. 


239. Положимъ, что требуется извлечь квадратный корень изъ 4556. 
Поставимъ точки согласно съ правиломъ; такимъ образомъ мы ви- 
димъ, что корень состоитъ изъ двухъ цифръ. Пусть аб обозначаетъ 
этогь корень, гд$ @ представляетъ цифру де-. а 
сятковъ, аб цифру единицъ. Тогда а должно _  4856(60-6 
бЫТЬ наибольшиит кратнымъ для 10, квад- 8600 
ратъ котораго не превышалъ-бы 4300; мы в 
найдемъ, что такое число веть 60. Вычтемь 120-6)756 
4“, то-есть квадратъ 60 изъ даннаго числа; 156 
остатокъ будетъ 756. РаздЪлимъ этотъ оста- И 
токъ на 24а, то-есть на 120; частное будетъ 6, которое и представить 
собой значен1е 0. Тогда (24535, то-есть. 126Ж6 или 156 будетъ то, 
что нужно вычесть; и какъ теперь уже н®тъ новаго остатка, то ны за 
ключаемъ, что 69-6 или 66 есть искомый квадратный корень. — 

Раньше было зам чено, что & есть наибольшее кратное 10, квад- 
ратъ котораго не превышаетъ 4300. ДЪйствительно, @ не можетъ быть 
не номбольшимь вратнымъ отъ десяти. Предположимъ, если возможно, 
что оно будеть н®которымъ кратнымъ, меньшимъ чфмъ это, и назовемъ 
его буквой 2; тогда такъ какъ х стоить на ифетЪ десятковъ, а 6 на 
мБетф единицъ, то хьЬ будеть меньше чЪмъ 0; поэтому квадратъ 
2--6 будетъ меньше чфмъ а’, а слфдовательно х—ыф будетъ меньше 
истиннаго корня. 

Если корень состоитъ изъ трехъ цифръ, то пусть а представляетъ 
сотни, а 6 десятки; тотда, получивши а и 6 по предыдущему, мы м0- 
жемъ разсматривать сотни и десятки вмЪфст$, кавъ новое значен1е а и 
найти новое значен1е 6 для единицъ. 

Для краткости нули можно не писать, такъ что ДВйотво можно 
производить по слфдующему правилу: 

Поставимъ точки надъ цифрой единицъь и надь важдой цифрой 
дальше, чрезъ одну и такимъ образоиъ раздфлимъ все число на НЗ 


_ сколько граней. Найдемъ наибольшее число, к 
квадратъ котораго содержался-бы въ первой 4356(66 
грани; это будетъ первая цифра корня; выч = о 6 


темъ квадрать ея изъ первой грани и къ 
остатку снесемь слфдующую транъ. РаздВлииъ 
это количество, не обращая вниман1я на посл$д- 
НюЮ его цифру, на удвоенную найденную уже | 
часть корня и результатъь дфлен1я присоедининъ къ корню ь нет 
лителю’ затфнъ помножимъ дфлитель въ настоящемъ. его видБ Н у 
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ченную сейчасъ цифру корня и произведене вычтемъ изъ остатка 
Если есть еще грани, то ихъ нужно снести и продолжать дЪйств1е ВЪ 
этомъ-же порядкЪ. 


_ 240. Извлечь квадратный корень изъ 611524 п изъ 10246401. 


611524 (782 10246401(3201 
49 _— _ 8 _ 
148) 1215 | 62) 124 
1184 _ _ 124 
1562)3124 == 6401)6401 
3124 6401 


Во второмъ примфрЪ учапийся долженъ обратить вниман1е на по- 
явлен1е въ корнф нуля. 


241. Правило для пзвлечен1я квадратнаго корня ИЗ Ъ десятичной 
дроби вытекаетъ изъ предыдущаго. Кромф того, мы должны замЪтить, 
что если какая нибудь десятичная дробь будетъ возвышена въ квад- 
ратъ, то въ результат$ должно быть четное число десятичныхъ цифръ, 
И ЧТо поэтому не можетъ быть получено точнаго квадратнаго корня изъ 
такой десятичной дроби, которая въ простфйшемъ своемъ видЪ заклю- 
чаетъ нечетное число десятичныхь цифръ. 

Евадратный корень ‘изъ 21.76 равняется одной десятой квадратнаго 
корня изъ 100Ж21.76, т. е. изъ 2176. Точно такъ-же квадратный ко- 
рень изъ 0.0361 равняется одной сотой квадратнаго корня изъ 
10000%0.0361,т.-е. изъ 361. Такимъ образомъ. мы можемъ вывести 
сл5дующее правило для извлечен1я квадратнато корня изъ десятичныхъ 
дробей: Начиная съ единицъ, поставимъ точку надъ каждой вт0рой 
цифрой, продолжая это какъ въ правую, такъ и въ лБвую сторону, 
и будемъ извлекать корень, какъ изъ цЪлаго числа, а потомъ въ ре- 
_зультат® отдфлимъ столько цифръ на десятичныя, сколько граней или 
о ии пер1одовъ приходится на десятичную часть даннаго 
числа. 


242. Читатель, взроятно, скоро уб$дится, что мнот1я цфлыя числа, 
строго говоря, не имфютъ квадратнаго корня. Возьмемъ наприм$рь 7. 
Очевидно, квадратный корень его ве можетъ быть цфлымЪ числомъ, 
потому что квадратъ 2 меньше 7, а квадрать 3 больше 7. Но квад- 
ратный корень 7 не можетъ быть такъ-же и дробнымъ. Въ самомъ 
ДЪлф, возьменъ какую нибудь дробь, которая была-бы дробью въ 
собственномъ сныслф, а не цфлымъ числомъ, представленнымь въ ви» 
дроби, и умножимъ эту дробь саму на себя; произведенле это можеть 
быть только дробью -же; справедливость этого легко провЪрить 
на всякихъ примфрахъ, и это положене можно доказать, основываясь 
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на началахъ главы Г.П. Такимъ образомъ для 7 не существуетъ квад- 
ратнаго корня ни цзлаго, ни дробнаго. Подобно этому никакое ц%лое 
число не можеть имфть квадратнаго корня, если это число не будетъ 
встрёчаться въ ряду чисель 1, 4, 9, 16, ..., представляющихь квад- 
раты натуральныхь чиселъ: 1, 2, 3, 4, ... и называющихся квадрат- 
ными числами. | 


243. Кели при извлечени квадратнаго корня изъ какого нибудь 
цфлаго числа, послф того какъ найдена булетъь цифра единицъ корня, 
получится остатокъ, то это будетъ служить признакомъ, что данное 
число не имфетъ точнаго квадратнатго корня. Мы можемъ, если угодно, 
перейти къ приближеню съ любою точностью, поставивъ въ конц 
даннаго числа занятую и приписавъ къ нему какое угодно четное число 
нулей, и продолжать дЪйств:е извлечен1я. Такимъ образомъ мы получимъ 
десятичную часть, иене нужно. прибавить къ найденной раньше ц$- 
Лой части. 

Нужно зам тить, что въ этомъ случа\, сколько-бы мы не продод- 
жали дЪйств!е, мы не доститнемъ того, чтобы цифры корня стали 7яо- 
впоряться и обнаружили-бы пербодичность. ДЪйствительно, пертоди- 
ческая дробь можетъ быть выражена точною обыкновенною дробью по 
правиламъ, которыя. даются въ руководствахъ Ариеметики и будутъ 
доказаны здЪеь въ глав$ ХХХГ; ел$ловательно, если-бы квадратный 
корень представился въ вид$ пер1одической десятичной дроби, то его можно 
было-бы выразить простою дробью, которая и была-бы точнымъ квад- 
ратнымъ корнемъ, а это противор5чило-бы предположен1ю. 

Подобнымъ образомъ, если какая нибудь десятичная дробь не инфетъ 
точнаго квадратнаго корня, то мы можемъ приписать къ ней нули, И 
найти корень съ желаемою степенью точности. 


244. Вотъ примзръ извлечения квадратнаго корня изъ 12, до семи 
десятичныхъ цифръ. 


12.0000...(3.4641016 
ы > 
64)300 
256 
686) 4400 
4116 


6924)28400 
271696 


69281)70400 
69281 | 
6928201)11190000 
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6928201 


69282026)426179900 
415699156 


104871744 


Такимъ образомъ мы видимъ, въ какомъ смысл можно говорить 
о приближенномъ квадратномъ корнф изъ 12: квадратъ 3.4641016 
меньше 12, а квадратъь 3.4641017 больше 12; первый квадратъ отли- 
чается отъ 12 на дробь, числитель которой равенъ 10487744, а зна- 
менатель 10*°. 


245. Пользуясь началами главы [1], можно доказать, что никакая 
дробь не можетъ имфть квадратнаго корня, если по приведен къ про- 
стЪйшему виду числитель и знаменатель ея не будутъ оба квадратными 
числами. Но мы можемъ съ какой угодно точностью приближаться 
къ квадратному корню изъ дроби. 


ри напримфръ, что требуется найти квадратный корень 


ИЗЪ г . Мы могли-бы поступать такимъ образомъ: и:- ит и затфмъ 


приближенно найти корень изъ 3 и корень изъ 7; ос чего раздлить 
первый результатъ на второй; но на дфлё предпочитаютъ употреблять 
слздующие способы: 


3 | 
Обратимъ 7 ВЪ десятичную дробь съ желаемою степенью приближе- 


я и найдемъ приближенный квадратный корень изъ этой десятичной 


дроби. 
3 3х7 иИ(3ХТ) и 
а — и о сы швы лас о Й у 
Или поступимъ такъ у: тт рахт 1 ‚ найдем 


приближенный корень изъ 21 и раздзлимъ результатъ на 7. 


246. А010а найдено уже п--1 цифръ квадратною корня по 
обыкновенному способу, то сльдуюиия п цифръ можно найти про- 
стымь 'дпленемъ, причем предпололается, что Эп-—-1 есть все 
число цивръ. 

Пусть М представляеть число, квадратный корень котораго тре- 
буется найти, пусть а будетъ уже найденная часть вы, & 2 часть, 
которую остается найти; тогда 


И №М=а-нх, 
такъ что №М=а-—н2ах-х”, 
а потому’ №—а*^=Зах-нх”, 
№—о* 2" 


И ИЕ 
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Итакъ М— а”, раздВленное на 2а, дастъ остальную часть искомаго 
7. 


квадратнаго корня, т. е, х, сложенную съ и намъ нужно пока- 


ВР 
22* | 
зать, что > есть дробь въ собственномь смысль, такъ что пренебрегая 


остаткомъ отъ дзленя, мы получаемъ требуемую часть. ДЪйствительно, 
по предположен1ю 2 содержитъ въ себ и цифрь, такъ что 2” не мо- 


жетъ содержать больше 2% цифръ; но & содержить 9-1 цифръ, а 
ЗЫ т | 


и 
потому >. есть Дробь въ собственномъ смысл®. 


Предыдущее доказательство предполатаетъ, что М есть цфлое чи- 
сло, имфющее точный квадратный корень; но мы легко можемъ распро- 
странить полученное правило и на друге случаи. НаприиЗръ, поло- 
Жииъ, что мы ищемъ квадратный корень изъ 12 до четвертой десятич- 
ной цифры включительно. Въ такомъ случаЪ мы должны найти на 
самомъ дзлБ квадратный корень изъ 1200000000 и разд$лить резуль- 
тать на 10000. Но способъ ст. 244 показываетъ, что 1200000000 
—1119=(34641)*. ЗдЪсь № можетъ представлять 1200000000—1119, 
тогда % представить собою 34600, а х будеть 41. Итакъ доказатель- 
ство убЪждаетъ насъ, что мы можемъ получить 41 дфлешемъ 2840000 
на 69200, т. е. дБлеютемъ 28400 на 692, но по правиламъ Ариеме- 
тики это такъ и есть на самомъ дълф. 


Подобнымъ-же образомъ, если-бы мы искали квадратный корень 
изъ 12 до шестой десятичной включительно, то послёдн1я три цифры 
можно было-бы получить дёленемъ 704000 на 6928. 


241. займемся теперь способомъ извлечен!я кубическато корня изъ 
сложныхъ количествъ. 


Кубическй корень изъ &-+3а*6-+Заф^-+-6° есть а, и для по- 
лучентя его мы можемъ поступать такъ: Расположимъ члены по НиСхо- 
дящимъ степенямъ одной буквы а, тогда первый членъ будетъь @”, 

кубичесый корень котораго есть @; это и будетъь первымъ членом 


искомаго корня. Вычтемъ кубъ его, т - ‚1, 73 
1 + За 6-+ Зар*-н 6 
то-есть 0° изъ всего выражентя и сне- о Ва 9-00 | аи 


семъ остатокъ 3а^6---3а6“-нвз. Раз- НИИ 
дВлимъ первый членъ остатка на За”; 3а) За ъ-н-3а6*-- 6 
частное будетъь 6— то будетъ слёдую- за?ф-+ заф?+-6з 


Ай членъ искомато корня; вычтемъ чи 
потомъ За“ --3а6*-+-63 изъ остатка; ый этого весь кубъ а-+® бу- 
детъ исчерпанъ. Этимъ и закончится дЪйств!е въ настоящемъ случа$. 
Если-бы членовъ было больше, то мы должны были-бы поступать съ а-+6 
такъ-же, какъ раньше поступали съ а; но такъ какъ кубъ его, т. е. 
а?-+-За6-+- За? уже вычтень быль раньше изъ предложеннаго 
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выражен1я, то мы должны-бы были раздфлить остатокъ на 3(а-+5)*, 
чтобъ найти новый членъ корня; и такъ далфе. 

248. При извлечении кубичнато корня изъ болфе сложныхъ алге- 
браическихь выраженйй и изъ чиселъ удобно будетъ располагать дЪЙ- 
ств1е, показанное въ предыдущей стать$, въ три столбца слБдующимъ 


образомъ: 
зан 3%“ о’-3а“6 +За6?-° (ао 
(За аз о 
зан Заб-н0* _ За’б- Заб*-- 6? 


За‘6--3а5*-- 3 


Находимъ сперва первый членъ корня, т. е. «; подпишемъ 4% подъ 
даннымъ выражен1емъ въ третьемъ столбцЪ и вычтемъ его. Напишемъ 
За въ первомъ столбцф и За” во второмъ столбц%; раздфлииъ 3а26 на 
За“ и получимъ тогда частное 6; приложимъ 6 къ написанному въ пер- 
вомъ столбцф, умножимъ стоящее теперь въ первомъ столбц® выражение 
на ©, и напишемъ произведен1е во второмъ столбцз подъ 3а*; прило- 
жимъ его къ прежнему — получимъь За‘ Заб-+6”; помноживъ это по- 
слднее на 6, найдемъ 3а’5-3а5*-°, которое поставимъ въ третьемъ 
_ столби% и вычтемъ. Такимъ образомъ и закончимъ дфйстые вычитан1я 

(а-+6)° изъ первоначальнаго выражен1я. Если-бы были еще члены, то 
нужно было-бы продолжать то-же дЪйств1е. 

249. При продолженти дЪйств1я намъ нужно такь прикладывать 
количества къ первому столбцу, чтобы получать утроенную уже най- 
денную часть корня. Это удобно сдлать такимъ образомъ: Въ пер-_ 
вомъ столбц® у насъ было уже За-+-0; подпишемъ 26 подъ 6 
и сложлиъ; мы получинь За-+ 36, что и будеть утроенное 34 В 
а-+- 6. т. е. утроенная найденная часть корня. Кромф того 26 
мы должны такъ прикладывать новыя количества во вт0- о; 3р 
рому столбцу, чтобы получать утроенный квадрать най- 
денной части корня. Это удобно сдфлать такимъ образомъ: Во второмъ 
столбц® у насъ было уже (3а-+-6)0, & подъ нимъ 


За’+-3а6-+6?; поставимъ 6“ подь послёднимъ (3а--6)6 
членомъь и сложимь вс выраженя, заключаю- За’ За 0” 
иляся въ трехъ строкахь; такимъ образомъ мы С о. 


получимь 34’+6а6-+36*, что представляетъ 

утроенное (4-+5)*, т. е. утроенный квадрать 
найденной уже части корня. 

250. Прим$ръ: Извлечь кубичный корень изъ 

82’—36с2°-+-666*4— 6387-33‘ — 96° дс. 

6—3 сх | 1255“ | 

— 665 —36с2(6х?—3сх) 
62*—9сле’ 1257—1805 "+97 
+967" 


За? 6аб-+36* 
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12“— 3623—2972? 
| — 62(65—9сх-н с”) 


122 — 3662`—33с*2—9ех-н с Е 
82`—3662’-+-666`2'—63 63-33012 —90бж-нс8 (22’—Зеж-не? 
827’ 

—3662”—-666*4"— 63623-33 6—9 680 -с 
—3662°--540* 5—9 1032 

_ 12672—8 66328-33647? —9еве-н о 

1262“ —3 66° 3862 —9ебжнс° 


Вубячный корень изъ 82° есть 242, что и будетъ первымъ членомъ 
корня. Подпишемъ 82° подъ даннымъ выраженемъ и вычтемъ его. 
Поставииъ утроенное 25’ въ первомъ столбцё и утроенный квадратъ 
22° во второмъ столбиф, т. е. въ первомъ столбцж поставимъ 65°, а во 
второмъ 125“. Разд$лимъ—3662° на 125“; такимъ образомъ въ част- 
номъ получимъ—3сх, которое будетъ вторымъ членомъ корня. Поста- 
вИМЪ этотъ членъ въ первый столбецъ и умножимъ теперешнее выра- 
жене первато столбца, т. е 642’ 3х на —3сх; произведене это 
подпишемь подъ количествомъ, стоящимъ во второмъ столбц® и сложинъ 
его съ нимъ; тогда мы получимъ 122“—18623+96*2?; ушножииъ это 
на —5с1; поставимъ произведен1е въ треттй столбецъ и вычтемъ его 
изъ остатка. Такимъ образомъ мы найдемъ остатокъ въ третьемъ столбц», 
_а найденная уже часть корня будеть 22`— 35%. 

_ Теперь мы должны приспособить первый и второй столбецъ, какъ 
это было объяснено въ ст. 249. Поставимъ удвоенное—365, т. е.—6сх 
подъ количествомъ, стоящимъ въ первомъ столбиф, и сложимъ 005 
строки; такимъ образомъ мы получимъ 62“—9сх, представляющее 
утроенную часть найденнаго корня. Цоставимъ квадратъ—3сх, т. е. 
96°д’ подъ количествоиъ, стоящимъ во второмъ столбцф, и сложинъ 
посльдн1я три строки этого столбца; такимъ образоиъ мы получимъ 
125—362 -+-27с’х”, представляющее утроенный квадратъ найденной 
_ Части корня. | ‚4 

Теперь раздфлимъ остатокъ въ третьемъ столбцф на найденное 
сейчасъ выражене и получишь послёдвйй членъ исконаго корня с”; 
затзмъ, поступая по предыдущему, закончимъ все дёйстве. 


251. Предыдущее изслфдован!е объ извлечеши кубическаго корня 
изъ алгебраическихь выражеюй поможеть намъ вывести правило для 
извлеченя кубическато корня изъ какого-нибудь числа. 

_Бубичный корень изъ 1000 есть 10, а изъ 1000000 есть 100, и 
такъ далфе, отсюда слёдуетъ, что кубическ!й корень числа меньшаго чиъ 
_ 1000 долженъ состоять изъ одной только цифры; кубичесвый корень 
Числа, заключающатося между 1000 и 1000000, долженъ состоять изъ 
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двухъ цифръ, и т. д. Поэтому, если въ какоиъ-нибудь числ мы по- 
ставимъ по точкЪ надъ каждой иретьей цифрой его, начиная съ еди- 
НиЦЪ, то число точекъ покажеть число цифръ въ  КУбичномь корн$. 


252. Положиит, что требуется извлечь кубичный корень изъ 405294. 


2104 14700 405224 (10-4 
856 — 343000 
15556 62224 
62224 


Поставимъ точки, какъ требуетъ правило; тогда увидимъ, что ко- 
рень состоитъ изъ двухъ цифръ. Пусть а-н® означаетъ этотъ корень, 
гд% 4 есть цифра десятковъ, а 6 цифра единицъ корня. Тода @ ДОЛЖНО 
быть наибольшимъ кратнымъ отъ 10, кубъ котораго меньше 405000; 
то-есть @& должно равняться 170.  Подпишень кубъ 70, т. е. 343000 
въ третьемъ столбцф подъ даннымъ числомъ и вычтемъ его. Поставимъ. 
утроенное 70, т. е. 210 въ первый столбець и утроенный квадратъ 10, 
т. е. 14700 во второй столбецъ. Раздфлимъ остатокъ третьяго столбца 
на число, стоящее во второмъ столбцЪ, т.е. раздБлинъ 62224 на 14700; 
мы получимъ тогда 4, и это будетъ значене 6. Приложимъ 4 къ пер- 
вому столбцу, и умножимъ полученную такимъ образомъ сумму на 4, 
т. е. умножимъ 214 на 4; получимъ тогда 856; поставимъ это во 
второй столбецъь и сложимъ съ числомъ, которое тамъ есть. Такимъ 
образомъ мы получимъ 15556; умножимъ это на 4, напишемъ произ- 
веден1е въ третьемъ столбцВ и вычтемъ. Остатокъ деть нуль; слЪдова- 
тельно 74 будетъ искомый корень. Для краткости нули можно опускать; 
тогда дфйетв!е расположится слБдующимъ образомъ: 


_ 214 147 _ 405224 (14 
856 343 
15556 = 62224 
62224 
253. Примфръ. Извлечь кубичный корень изъ 12812904. 
63 12 12812904 (234 
9 с _189 8 
_ 694 1389 4812 
__ 9) 4167 
1587 645904 
2776 _ 645904 


161476 
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Послф получен!я первыхъ двухъ цифръ корня, т. е. 23, мы приспо- 
собляемъ первый и второй столбцы, какъ это было объяснено въ ст. 249. 
Подписываемъ удвоенное 3, т. е. 6 подъ первымъ стозбцемъ и склады- 
ваемъ 00$ строки, что дасть 69; подписываемъ также квадратъ 3 подъ 
вторымъ столбцемъ и складываемъ послфдейя три строки, что дастъ 
намъ 1587. Нослф этого продолжаемъ дЪйств1е, какъ и раньше. Ку- 
бичесвй корень будетъ 234. 


254. ПринЪръ. Извлечь кубичный корень изъ числа 144182818617453. 


152 } 75 _  144189818617453 (52437 
4 \ 304 \. 125 
ные. 71804 19182 
8} о 4 15608 
157.23 } 8112 3574818 
6. 6256 3269524 
157297 811456 304994617 
16). 2472599017 
823728 _ 5171784710453 
47169 5711341710453 
32419969 
9 
824671417 
1101079 


8241815119 
_ Итавъ, кубическй корень этого числа будетъ 524357. 


255. Если въ корнф ееть нфсколько десятичныхъ цифръ, то въ куб 
ихъ будетъ втрое больше, & слфдовательно число цифръ въ десятичной 
дроби, представляющей точный кубъ и приведенной къ простёйшему 
своему виду, необходимо должно быть кратнымъ 76%, а число деся- 
тичныхь цифръ корня будетъ треть этого числа. Слёдовательно, если 
данное кубическое число будетъ десятичной дробью, то мы должны по- 
ставить точку надъ цифрой его единицъ и надъ каждой третьей отъ нея 
цифрой вправо и вл%во; тогда число точекъ въ десятичной части дан- 
наго числа укажетъ число десятичныхь цифръ кь кубическомъ корн$. 

Если число не иметь точнаго кубичнаго корня, какъ и при извле- 
чен1и квадратнаго корня, то мы можемъ найти его приближенно съ 
желаемою точностью. (м. ст. 243. | 
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256. Найти кубичесый корень изъ 1481.544. 


31 3 1481.544 (11.4 
334 31 481 
| 331 
363 150544 
1336 150544 
37636 


Кубичесвй корень будетъ 11. 4. 


257. Вода найдено обыкновеннымь способомь п-+-9 цифры куби- 
ческало корня, то остальныя п цчифръ можно получить простым 
дълендемь, причемь предпомиается, что во всемь числь Эп-+9 
цифры. 

Пусть М представляеть число, кубичный корень котораго требуется 
найти, и пусть 4 будетъ уже найденная часть корня, а 2 та часть, 
которую остается еще найти; тогда 


3 
| И М№М=а-нх, 
такъ что _№М=а?-+- За у-н Зах; 
поэтому №—о`—=За Зах 
| | №М— а 2 м 
И | | Е Ра 
Такииъ образомъ № —@?°, раздфяенное на 34“, дастъ остальную часть 

ПД; м 


_иекомаго корня или х, сложенную съ —-+—5; и мы должны показать 
(1 | | 


За?’ 
теперь, что это послфднее выражен1е есть дробь 65 собственном 
смысл, такъ что, пренебрегая остаткомъ, происходящимь отъ дзленя, 


мы получимъ искомую часть. Пйствительно, по предположеню 4 меньше 
| ё 


7, 
чфмъ 10”, а а не меньше чфмъ 10271; такимъ образомъ —— меньше 


р 1 : | 23 ах 10°" 
ЧФМЪ Тон Т: ©. меньше т. АтЪмЪ за? Меньше, ЧФМЪ 8х 10’ 
1 7. 3 
то-есть меньше 3510 СлЪдовательно мы меньше 
‚В | 
1 тб 510" то-есть меньше единицы. 


оаифчан1я, сдфланныя къ вр въ ст, 246, пи такъ-же 
И ЗДЪеЬ. 
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Прим$ры извлечен1я корней. 


Извлечь квадратные корни изъ выражен, заключающихся въ сл- 
дующихъ примфрахъ, отъ 1 до 15 включительно: 
2—9‘ 35—91. 2. 2—4 87-44. 
„ 12а’ —6-+1. 4. 490-—4а--Ба—ЭЖ-н. 
5. 42‘ — 12423 95074*— 4+ 160". 
6. 255"—3002°-+49а2х`—94а3х-- 160. 
7. м’ — бал 15а’4“— 9200823 15а^12— бана 
8. (в—6)*—2 (а 6) («а 6) (- 4"). 
9 
0 


<> РА 


4 (д? — 62) сааб (*— | н (а?— 52) (с*— 4?) —4афс@*. 


10. а 1-44 — 20262-42) —26°(с°— 4?)-+9е(а*—а?). 
| 2 | 
п-т 

У Чй 4 722 ° 
и 2 а’ 2 
15 4 ее 


14. и оли 
15. (4—25)*2*—2а(а—95)23-+ (+ 40ф—6а— 82+ 196). 
| —(406—ба)х-н46?—12$-+9. 

16. Найти квадратный корень изъ сумны квадратовъ 0.2, 0.4, 
0.6 и 0.86. 

Извлечь кубическ!й корень изъ выражен! и чисель въ слвдую- 
щихъ примфрахъ отъ 17 до 23 включительно. 

17. 2—925-+334—632+664?— 36-8. 

18. 845-4801? 606°х‘—806323—906*2” + 1086°'5— 276. 

19. 82'—36сх°-+-1026*4“ —1716328 +2046"47—1446°х-+ 645°. 

20. 167.284151. 21. 1311891871129. | 

22. 10970.645048. = 23. 13711142108867626890260631. 


24. Извлечь корень четвертой степени изъ 
2 


ре 1“. 
(2 +) —4(#=>) —=12. 
25. Показать, что если число состоить изъ и цифръ, то его 
1 
квадратный корень состоитъ изъ д121--1—(—1)" | щафрь. 


26. Показать, что слфдующее выражен1е есть точный квадратъ: 
(1*—у2)*-(у’—г2)-+ (2 —ау)8— (а — 2)" — 22) — 29). 
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ГЛАВА ХУШ. 
Теор1я показателей. 


258. Мы опредЪлили 0", ТДЪ 0 есть цфлое и положительное число, 


какъ произведенте 7% нножителей, каждый изъ которыхъ равенъ а, и 
т 


показали, что ах а=а" 1 и что па и"—" или ит» СМотря по 


тому, будетъ-ли 12 больше или меньше я. До сихъ поръ показатель 
всегда предполагалея золожительнымь и цчълымь числомъ: тфиъ не 
менфе нашли удобнымъ употреблять и так1е показатели, которые не 
бывають ни цфлыми, ни положительными; и мы должны теперь объяс- 
НИТЬ СМЫСлЛЪ такихъ показателей. 


259. Такъ какъ дробные и отрицательные показатели еще нами не 
опредфлены, то мы свободны дать имъ кавя угодно опредфлен1я; най- 
дено удобнымъ дать имъ такя опредфлен1я, чтобы важное соотношене 
а” Х ”=аттТ® вседа оставалось справедливымь, каковы бы ни 
были ти п. 


Ь9| = 


Наприм%ръ, пусть требуется объяснить смыслъ а”. 
Е 
По предположен!ю мы должны имфть а Ха’ =а'==а; такимъ образомъ 
1 
а? должно быть такимъ чиеломъ, что если его помножить на само себя, 


то результатъ будетъ равняться а; но по опредфлентю, такимъ числомъ 
1 


долженъ быть квадратный корень изъ а, слфдовалельно а? должно быть 
Г 4 | 


равнозначительно съ квадратнымъ корнемъ изъ а, то-есть а = а. 
| 1 
Еще примфръ. Объяснить смыелъ 4. 
4 1 
По предположен1ю мы должны имётьа Ха Хха=а = 
! 
_Слждовательно, какъ и раньше а° должно быть равнозначительно 
а 3_ 
съ кубическимъ корнемъ изъ @, то-есть а“ =|//а. 
Е 
Еще приизръ. Объяснить смыель @°. 
3 38 3 3 


С 


>< 


З 


4 
По предположеню ахаха х“=а; слфдовательно @ = а». 
Этихъ примфровъ было-бы достаточно для учащагося, чтобы понять, 
что должно разум ть подъ дробными показателями; но въ двухъ слфдую. 
пхЪ статьяхъ мы дадимъ общее опредфлене этихъ символовъ. 
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. 
260. Гребуется объясните значене а", 'дъ и нъкоторое улов 
положительное число. 
По предноложен!ю, 
1 т . пт | 
и Ра и —-+_+— +... л чденовь 
«ха Ха х... до п множителей=а” ” " —=а' =, 
ны 1 . 
слъдовательно а” должно быть равнозначительно съ корнемъ я-й степени 
иЗЪ 4, то-есть. 
1 
Сие 


т 


261. Требуется объяснить значене а, здъ т и п нькотория 
цълыя и положительныя числа. 
По предположению, 
7% И т 2% т 774. 
я > _ . —- ре --—--. ..до и членовъ 
ци ха ха Хх. . до п множителей =а —@ 
7% 


слфдовательно @” должно значить то-же самое, что корень я-й степени 
ты ор, 
изъ @”, то-есть а = Иа". 
в а 
Отсюда слфдуетъ, что @” означаетъ я-ый корень изъ 7-ой степени 
а, то-есть въ дробномъ показателф числитель означаетъ показателя 


степени, а знаменатель —показателя корня. 


262. Такимъ образомъ мы опред$лили значен1е всякаго положитель- 
наго показателя — цфлаго или дробнаго; намъ остается теперь опредз- 
лить значен1е отрицательныхъ показателей. 

Наприм$ръ, пусть требуется опредзлить значене а 

По предложеню, жа *=9—“==а'==а, 

& 1 
поэтому | ик ия 


Дадимъ теперь общее опредёлен1е такимъ сииволамъ. 


263. Требуется опредълить значеме а", 9% п нъкоторое 
ИН число уълое или дробное. 


_По предположению, каково-бы ни было т, МЫ ДОЛЖНЫ инт 
М ха —"— 1—7, 


Тенерь мы ножемъ предположить, что 72% величина положительная 
и большая чЖиъ 7, и тогда на основани предыдущаго мы пифемъ 


т— п а” Е 


а" т =—а”, и слфдовательно а аи 


Алгебра. 
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Чт 
СлБдовательно апха "=. 
эт. С, 
1 
= 


Чтобы выразить это словесно, мы должны дать поняте объ обрат- 
ныхъ величиналь. Одна величина называется обратною съ другой, 
когда произведене ихъ другъ на друга равно единиц; такъ, напри- 


1 
мфръ 2 будетъ обреипною величиною съ —. 


Слфдовательно &_” есть величина обратная съ @"; и этотъ резуль- 
тать иы можемъ символически представить ОДНИМ ИЗЪ СЛБДуУЮЩихЪ 
способовъ: 

1 | 
ба и И ат —Й — 

р =, а ха в 

264. Изъ того значен1я, которое дано отрицательному показателю, 
будетъь слфдоваль, что @” : а*=а"-” будетъ справедливо и въ томъ 
случаф, когда 2% меньше и, какъ это было справедливо для случая, 
когда 72 больше 7. ДЪйствительно, положимъ, что 2 меньше 7; мы 
будемъ имфть 

т т пы 
. = = ЗЕЕ, —7) —- ЕЯ 
а® : а" ттт = —= 0 

Положимъ, что 7—7; тогда а” : а” ‘очевидно =1, И ат ар. 
Посл5дюй символъ до сихъ поръ еще не былъ опредфленъ, такъ что 
мы свободны дать ему тотъ смыслъ, который въ немъ естественно за- 
‘ключается; поэтому мы можемъ сказать, что 4? ==1. 


265. Такимъ образомъ, наприм$ръ, согласно съ принятыми опред$- 
лен1ями 


1 4. 
3? ‚ Ч 2 
[9 з [9 Е [ол 
Ц, ( 


Изъ этого видно, что нфтъ абсолютной необходимости вводить 

въ Алгебру дробные и отрицательные показатели, такъ какъ они до- 

ставляють намъ только новый способъ обозначать количества, для пред- 

_ ставлен1я которыхъ мы имфли уже средства. Но это обозначен1е, какъ 

мы уже сказали, удобно, и учапИйся научится это понимать и ценить, 
по м$р$ того, какъ будетъ подвигаться дальше. 

Обозначен1е, которое’ мы объяснили, мы можемъ употребить теперь 


при доказательств нъкоторыхъ предложений, относящихся къ корнямъ 
и степенямъ. 
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"И 1 

266. Показать, что а” Ж 6” == (а5)" 
т 1 

зи а” ЖЬ” =: ей 


— (в*жь"). = (в =)" (ь"). что по ст. 41—аж5. 


Итакъ Эй, ны Х= (5)", что и требовалось лока- 
Зать. 


Подобнымъ-же образомъ мы можемъ доказать, что 
г и а» 
АП 
\ 6 
267. Вакъ примфръ приложеня предыдущаго предложеня мы 
иифемь ИаЖиИЬ=И (а5). Но, какъ мы сказали въ ст. 236, квадрат- 
ный корень допускаетъ Овойной знакъ; слфдовательно, строго говоря, 
полученный выводъ долженъ быть выраженъ такимъ образомъ: произ- 
веден1е одного изъ квадратныхъ корней изъ @& на одинъ изъ квадрат- 
иыхЪ корней изъ 6 равно одному изъ квадратныхъ корней изъ 6. Ш- 
добное же замфчан1е прилагается и къ другимъ предложенямъ настоя- 
щей главы. Въ высшихъ частяхъ математики отм$ченный здЪфеь вопросъ 
разбирается съ ббльшими подробностями. Смотрите Теорзю уравнений, 
глава Х[. 


к 


268. Изъ предыдущаго слБдуетъ, что 
1 1 1 1 1 Еее 


д Ж "Хх с" = (а6)*Х в" = (абе)". 


И продолжая идти такъ-же далфе, мы можемъ доказать, что 
Ве. В. 1 1 


ЖЖ етх... ХЕ =(ае...В. 
Предположимъ теперь, что мы имфемъ 7% такихъ. количествъ @, 6, 


с,...К И что каждое изъ нихъ равно @; тогда получимъ 
и т / \1 
ое а С = 
(ии) = (=). 


В / 


1 - 
Но (т), по ст. 260, 261, равно 9’; такимъ образомъ 


Отсюда, сравнивая это со статьею 261, мы ВИДИМ, что 7-й корень 
изъ 7-ой степени а | а т-й степени оть корня 7-й степени 


ИЗЪ @. 
Ча 


269. Показать, Что (в я ® — а", ты 
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1\1 . 
= — { =— е 
Пусть —(а)”. поэтому 2—4”; а слфдовательно х””=а, по- 
| 1 


1\1 
этому х=4а”". Итакъ (тн п — тт, что и требовалось доказаль. 


т тр 
210. Доказать, что а =. 
Пусть 4" —4; ТОТДа, а”®=а”; слфдовательно 2"? =0"?; слЪдова- 
_ тр 7% . | 


тельно 7=4”?. Итакъ 4” =@"?, что и нужно было доказать. 

271. Изъ того, что мы сказали въ ст. 265, учашИйся можеть за- 
КЛЮЧИТЬ, ЧТО Доказанныя сейчасъ предложен1я могли-бы быть доказаны 
и 0езь посредства дробныхь показателей. Возьмемъ напринфръ пред- 
ложен1е ст. 266; здЪеь намъ ви р что 


Гах (5) 


Будемъ поступать какъ прежде; пусть и ах, слфдова- 
тельно | 


д—(Иаху = хо, что по ст. 41 ажь 


аки образонъь 2”=аф, слбдовалельно #=— 28 аб, что и нужно было 
доказать. 


212. Мы вывели опредВленя ст. 260...265, какъ сл$детв!я дону- 
_ Щен1я, что соотношеня ах а’'=а" +” и (д")* = а” справедливы во- 
обще, каковы-бы ни были 7 и я; теперь мы докажемъ наоборотъ, что 
если допустить сдфланныя. опредё ления, то соотношешя а’Жа’ ат” 
И (а")"=а"" будуть справедливы вообще, каковы бы ни были тип 
И: 2 ВЕ 
273. Показать, ЧТО 07. =0° $ = 01 а 
г 15 4" 
По ст. 270, а1 Ха’ =а8Жае 


1/ \! 
(в / 18° (в ‚ По опредёлен!ю, 


о 
ие 29а" 8, по ст. 266, 
| \1 р5--дт Е 
(анна 48 арк 
214. ТБиъ-же путемъ можно доказать, что 
| р — р т 
07: 4° =01 °. 
275. Такимъ о бразонт доказано, что соотношен!е тс ая затет" 
‘справедливо, когда тия будутъ положительныя дроби такъ-же, какъ и 
въ случа», когда 7 и я цфлыя положительныя количества. ‘Остается 
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доказать, что оно справедливо также, когда одна изъ величинъ 7 или 
п будетъ отрицательной и когда обф онф отрицательныя. 


1) Положииъ, что р ИЗЪ ЭТИХЪ Величинъ при, напр, 
п; _положимъ, что #=—. 


| “а - 
Тогда а" Жа"=ат ха =атх— =—-=ат- (по ст. 274) 
ОМ ав | 
ог: 
2) Положимъ, что об онф будуть отрицательными, и пусть 
тТ=—& И И=—. 
Тогда | | 
т п —& Ре) 144 1 
ат п=а йа а (по ст. рт) 


а“ ``а 
ва а, 
276. Подобнымь образомь а"хХаж а — ай ХР = д-р} И 
такъ далфе. 


_  Такимъ образомъ, если положимъ, что имъется ” количествъ 77, я, 
ф, ... И что каждое изъ нихъ равно 77, то мы получимъ 


(а®)" = Ра а", 


Ха” аРт 


вы ни было 21. 
/ р\г рт 


271. Показать, что а в =0*7. 
9\г #) рт | 
Пусть с слдовательно 2°=\@7/ =47, по ет. 216; по- 
В | 


этому 2 =0”; слдовательно х=0, что и требовалось доказать. 


218. Доказать, что (&")" ="? справедливо вообще. 


По предыдущей стать, это справедливо, когда 72 и ® положи- 
тельныя величины, и намъ остается доказать, что это справедливо, 
когда одна изъ величинъ или 00$ онф будутъ отрицательными. | 


1) Положимъ, что и— отрицательная величина и равна — У. 
1 | 

И а пт, 

(а ) = (@ ) — (а сит и в 

2) Положимъ, что *— отрицательная величина и равна — |. 
1\"” 1 
т — (и— И — ИЕ — 0—1 ==, 

ди (у) нео ай © ы 


3) Положииъ, что и я оба отрицательныя величины, и пусть 
т==— Ц, = —. 


Тогда, 


г 1 _1 —_ отт 
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Прим ры. 
Ро: КИ 
1. Упростить (28 2" )18 
| | Ко 1 Е ей 
о. Найти произведене @*, а За “иа °. 
3. Найти произведен1е количествъ (=) (2) (= ) 
в” | д) у?/ ’\ а?" 
4. Упростить и количествъ: 
. 6 Е ый. { 
', Ра 13, а (а “)*. 
(в ". 
ат) (в п (/а\Т)" 
5. против Ка" - 5) |. 
ИЕ 
4 4 — 
6. Умножить @?-+5?-на % на аб — а тж 
3 Е 3 1 
7. Унножить 1—2 +х 2—2 на д“ я. НУ. 
7 5 3 4 1 
8. Умножить 9 —а“-на’— ана’ —а-на—1 на а 1. 
7. 4 4 9 Л 4 
9. Умножить а8— 23+ 1-—@ З-на 3 на ана ", 
10. Умножить —3а—5-+2а—%—' на —2а`—За—4$. 
3 "ЕЕ: а 4 
11. РАЗДЛИТЬ д? — жу? на у— у? на д?— 4”. 
д 920 4 2 441 9 
12. Раздёлить д8+ За а? На, д За-а8. 
е Зи З® ® № 
2 


13. Раздълить а —& вара *. 
14. ыы у З— 5 ЕТУ Блу на 


ху ‘фу лу“ 


5 3. 3 а 5 3 1 4 
15. Раздлить а’— 926-+ 96—90 а262-+ 5? на а? — а? + а? 
3 А 4 8 
16. Упростить о ад наз 
бы 5 8 3 4 5. 
| а — а + За 2 ал + ад— 7 
3 3 
‚И 


2 22 
17. Извлечь квадратный корень изъ ее . ка 
(2 


б 


ь5|<5 


=. 
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18. Извлечь в ие 
. 


[а 


1 
3 „4 


4 : | 
4а — 120849 160—468 +1667. 


19. Извлечь квадратный корень изъ 
д о А | ый в 
25628—5125+64048°—51228+304—1928% 8+40х 


ео 


4 \5 в 
20. Если #=0“, то показать, что (;-) =@ у; если 9а=26, 


то показать, что 6=2. 


ГЛАВА ХЕХ. 
Ирраональныя величины. 


219. Когда искомый корень изъ какого нибудь алгебраическаго ко- 
личества не можетъ быть полученъ точнымъ образомъ, то такой ковоь 


называютъь злутимь или иррацлоналнымь т Такъ а а 

2 6 

или 03 предетавляетъь иррап1ональное количество. Но а ИЛИ 98. 

представляющееся повидиному въ иррацональномъ ВИДЪ, можетъ быть 
выражено посредствомъ @”, а потому и не будетъ иррап1ональнымъ. 

Правила для производства дЪйстый надъ ирраплональными величи- 

нами вытекають изъ предложенй, указанныхь въ предыдущей главъ, 
какъ мы это сейчасъ увидимъ. к 


280. Бсякое рамональное количество можеть а выражено 
въ видь данноо иррашюональналю посредствомь возвыщеня ею въ 


степень, еее ен и помющетя под знакомь корня. 
7% 


Такъ а=/а зи 08, И `проч., анх= (аз). Точно также можетъ 


быть изифненъ видъ всякато иррац1ональнаго выражен1я; такъ 
3 


2 
(а--х) — (ана (ана. 
ЭДВСЬ количества возвышены въ извфстныя степени и изъ нихь иЗ- 
влечены корни тфхъ-же степеней, такъ что значен!е этихъ количеств 
не измфнилосъ. 


Г 
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281. Аоэффименть иррацюнальнаю количества можеть быть 
подведень 10дъ знакъ корня, если ею сперва выразить в5 томъ-же 
ирращональномь видъ, а потомь помножить созласно съ ст. 271. 


_Наирии®рь, 
4 
а/х=/ ху = (1); ау’ = (ау); 


| 4/ва—в)— И (а —2°); &х (а—)? = 9(а—2): 38. 
4/2=И (16 Х2)=32. 


282. Наобороть, всякое количество можеть быить сдълано коэф- 
фищентомь при иррацюнальномь количествть, если каждый членъ, 
стояийй подь знакомь корня, 6удеть раздълень на количество, воз- 
веденное въ ту инь какую вырлоюаетъ показатель корня. 


Такъ / (а —а2)=а ий (а—2); И (— а?) =а/ (а—х); 


т 2 7: \ | | 
(ааа тех —: т Ив0=И(4х15)=2/ 15. 
| 4 


(ыы ыв) ни (= ‚) = > : 


283. Аозда иррамональная часть ньсколькихь выражений одна 
и та-же, то иль сумма или зазность находится умноженем 
этой иррацюнальной части на сумму или разность ея коэффи- 
ииентовз. 


Такъ — азы Ру, 2, 
__ И300-5/з=100 3-5 3 =15/3 или 5/3, 
И (ва?5)--И (825) в / (36-8 (35) (а--з)/ (85). 
284. Если два иррацлональныя количества имъють одинако- 
вые показетели, то ихь произведене находится, беря произведене 


количествь, стоящихь подъ знакомь корня, и удерживая общий по- 
казатель. 


м 


| хэ 


1 


ттт 
Такъ а” Ме. (цо ст. 266), И2 мя = 6 


НЫ Х (@— ь — (а*— в 
285. Если при ирраиональныхь количествахь есть коэффи- 
иенты, то ный этихь коэффищентовь ставится предь иль 
произведендемь. 
 Такь а/жхжиИ/у= В зи8х 5/2=15//16=60. 


286. Если показатели двухь иррацональниыхь количество 
имъють одинаковалю знаменателя, то можно возвести эти коли- 
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чества въ степени, выражаемыя соотвтътетвенно ихь числите- 
ями, и произведение ихъ можеть быть нее какь раньше. 
| И 4 
Такъ 28х38 —8 х 32 — — (04. 


|< 


4. 4 

(ан)? х (а—2)*—= (а-н2) (4—2). 
087. Если показатели не импють одинаковало знаменателя, то 
идъ можно преобразовать въ друме, равные имъ по величинь, съ 
одинаковыми знаменателями, и ить произведене найдется какъ въ 


ст. 3986. 
1 1. о 


1 

Такъ рая ме чи 2?) Ча—2) — (4—2) (ах)? 

3 4 1 4 
86—88 В (72). 

288. Если двъ иррацюнальныя величины содержать подь зна- 
ком корня одно и то-же ирращюональное количество, то иль про- 
изведене найдется, если возьмемь показателем» этою количества 
сумму имь показателей. 

| 1 1 1 а 
Тавъ не р и 273); 
| 1 5. 
иахуз— ох 08 — ат т, 

289. Если показатели двутъ иррацональныхь количествь имъ- 
_ ют обикио знаменателя, то частное оть дъленя одною изъ этиль 
_ количествь на друюе находится возвышенземь ихъ соотвттетвенно 
в% степени, выражаемиыя числителями показателей, и извлечетемь 
изь этою частнаю—корня, степень ыыы указывается общимь 
знаменателемь. 


и 


хо ва п 1 
| п от а” 
Такь (=). (т. 266) (15); 
у р” 
: ГИ - 1 


| иле2\ 1. 
#: (4-1; (2)* (^)'-@5) 
| 7 5 г, Ч”/ - 
290. Если показатели не имюють одинаковаю знаменателя, 


10 ить нужно замънить ддуими, равными имъ по величинь, но сз 


одинаковыми знаменателями. и постунать 70 предыдущему. 
4 


‚1 8 „(1223,6 
А | 86 _ {(а“—2°) 
Тахъ (а’—2?)?: ео) (ай 8: (23—27 )’= ан ® 


291. Если ирращональныя числа имють 1005 знакомь корня 
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одно и то-же количество, то ихь частное получится, если взять 
показсипелемь ею разность иль показателей. 


м 11 
Такъ ат: в} = а” *, (ст. 974); 
И а #4 
Иа: 79— 2 28 — 02 8—06, 


299. Ивогда бываетъ выгодно приводить Дробь, въ знаменател? 
которой есть одночленное иррац1ональное количество, къ другому виду 
умножен1емъ числителя и знаменателя на множитель, могупий ыы 
этогсе знаменателя рацюнальныме. Такъ наприм*рь 


о 2/3 2/3 
Из ИЗХУз 3’ 


| о 
Если мы хотимъ вычислить приближенное значен1е И то это будетъ 
ы 


намъ легче сдфлать, если воспользоваться равнымъ этому выраженемъ 
2И3 а 
—-—. Шодобнымъ-же образомъ 
э : 
_@ аи 
| К ББ’ 
293. Легко также сдзлать знаменатель дроби ранональнымъ, когда 
ОНЪ СОСТОИТЪ ИЗЪ зы иррац1ональныхъ величинъ второй степени. 
| «иубтие — аби е) 
БИиствительно —— У С 
^ УЕ РНУЗУЕЕ 5 5-е 
а, а(о-ну с (о-=/ с) 
ЕТ: 7 ти ИНЬ, зе РВ мед ИА 
Ис б@-/90+ие 
5 _ (3-Н//5)(3-НИ 5) __ 14-6/5 
б ЗИ 5 _(3-НИ 5)(8-И 5) 
Подобнымъ образоиъ т (— 575) (8 УС о 
_1 ЗИ 5 
2 


294. При помощи повторен1я подобнаго према мы можемъ при- 
вести въ раплональный видъ знаменатель дроби, когда онъ состойтъ 
изъ трехъ иррац1ональныхь членовъ второй степени. Цйствительно, по- 
ложимъ, что знаменатель будетъ Иа-нН//-нН/ с; унножимъ во-первыхъ 
числитель и знаменатель дроби на И а-Н/6—/ с; тогда знаменатель бу- 
деть а+-— сн 2 (аб); повлф этого помножимъ чиелитель и знамена- 
тель на ан —с—3|/ (96), и тогла получимь раиональный знамена- 
тель, именно (а+6—с)*—4а6, то-есть ой---6*-с* —2а6-— 2—2 са. 


295. Для всяколо двучленнаию выраженля можно найти множи- 
тель, обращаюиий это выражевще въ рацюнальный вид. 
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11 
1) Положимъ, что двучленъ будеть такой: @а?+-6*. Положимъ 
1 1 | 


1=0Р, у=67, и пусть и будеть наименьшее кратное 2 и 0; тогда д” 
и у” будуть оба рапональными. Но 
гдз нужно брать верхе1й или ниже1й знакъ, смотря по тому, будетъ-ли 
п нечетное или четное. Итакъ — | 

—1 д”? на - 3 —., у! 
будеть тБмъ иножителемъ, который обратить ху въ рацональный 


ВИДЪ. 
1 


2) Положимъ, что двучленъь будеть такой: а?—Ь 
предыдущему 5, у ия. Но 
(2—у)(а- НН -у?-... = — у". 
Итакъ НА бул Зуй... \ 
будетьъ множителемъ, м а Ч 1—9 въ рацлональный видъ. 


1 
1. Возьмемъ по 


1 1 
Возьмемъ напримръ «+63; здесь п—6. И множитель рацтональ- 
ности будетъ ь т | 


доу ду‘ 

5 4 1 32 23 44 5 

то-есть а? 768-0268 — 02634 а23—3, 
5 1 32 44 Б 
то-есть ой — а 68 —аф-но? в — Ь8. 


6 6 
Раплональное произведене будетъ 2°—°, т.-е. 0% 6°—а'— 62. 


296. Авадратный корень изъ рацюнальнало количества не мо- 
жеть имтыть одну часть ропональной, а дручую иррамональной. 
Положимъ, если это возможно, что Ии=а-н/т; тогда, возведя 
въ квадратъ эти равныя величины, мы получинь и=@’-н2а/ тт; 
итакъ За/т=и— а*—т, и 
и—а“—т 
и Т—=. | о а р. 


т.-е. |/т равняется рац1ональному количеству, ято противорфчитъ пред- 
положен1ю. См. ст. 242. 

297. Если два ирраилональныя выражетя второй степени 
нельзя привести къ друшмь, которыя имъли-бы ту-же самую 
ирраиональную часть, то ить произведеще будеть ирраилональ- 
ным. 

Пусть Их и //у будуть два ирраплональныя количества, и пусть, 
если возможно, |/(2у)=7х, тд т цфлое или дробное число. Тотда, 
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ду=7"х* и у==у"х, слдовалельно /у=и/х, то-есть Иуй Их шо 
умнозкенти могутъ быть приведены къ такому виду лишь тогда, когда 
ОНИ ИМВЮТЪ одинаковыя пррацональныя вые. Что аи: предпо- 
ложен!ю. 


298. Иррацюнальное выражене второй степени не можеть 


быть разложено на два друия, которыя не имъли-бы той-же са- 
мой ирраиональной части. 


Пусть, если возможно, /х=Ит-н/ и; тогда по воли ВЪ КВАД- 
ратъ мы будемъ ить д=т--и-- 9 (тп) И И шт) = (—т-и); 
т-е. /ти равняется ращтональной величин, что нелфио. См. ст. 242. 


299. Во веякомз уравнени 2--/ у = =а-5/ 5, заключающемь ра- 
иональныя и ирреипональныя величины второй степени, рацоналу- 
ная часть одной части равенства равна раилональной части дру- 
30й, и ирраипональная часть одной равна иррашональной части 
друзой. 

ДЪиствительно, ‹ если 2 не равно @&, то положимъ, чт0 2—=а-Н; 
тогда а-т-н/ у== 7 
Такъ что #+/уУ=И 6; итакъ |/В состоить изъ части рацлональной п 
ирралональной, что невозможно к 29 6). Поэтому х=а, & слёдова- 
тельно и /у=Ь6. 


300. Если /(а--/Б)=#--/У, то Иа )—2—/у. 
_ Джйствительно, такъ какъ |// (аи р )=2—иИ у, то, возведя въ квад- 
ратъ, мы будемъ им$ть 


ау И 


слЪдовательно а== +9, и ИБ=Зж/у (ст. 299). 
Отеюда ау =я—2/у-ну 
И : | И(а-—ИВ=я—Иу. 


Подобно этому мы можемъ показать, что если 
р Е И (а-/И)=И 2+/И У 
1: Иа—И)=Из—Иу. 

301. Збноний корень изъ двучленнояо выраженя, въ кото- 
‚фомь одинъ члень рамональный, а друюй иррашюональный второй 
степени, въ никоторыль случаях можеть быть выражен 06у- 
членом», въ которомь оба члена пень величины второй 
степени. 

_ Пусть анИ 6 будетъ данное двучленное выражене, и ПОЛОЖИ, 


что И (а--/5)=И я—/Иу. 
_По ет. 300 И (а-—-иИб)=иИх—иИ у. 


Перемножимъ ихъ: И (а*^—5)=х— у. 
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_ Возведемъ въ квадратъ 0б% части перваго уравнения: 
ани б=х-н3и (у); 
слфдовательно = и=и-у. = 
Отсюда, складывая и вычитая, найдемъ 
ей —6)= 2х, Ей ——{)=24, 
сл довательно. о=---И (и—5)\, у=— =5-И (с `—6). 
Итакъ х и У извфетны, а МИ. извфстенъ и |/(4-Н/ 5), 
который равенъ Их. 
Точнотакже извзстенъ и |/ (—/ 0) потому что онъ равенъ |/х— |4 у. 


_ 302. Наприизръ, найденъ квадратный корень изъ. 38/9 
Эдсь а=3, И Ь= ый а —6= вт Поэтому 


Такимъ образомъ |/ (32/2) =И2-Н/И1=1-н/з.. 
303. Еще прим$ръ. Найти квадратный корень изъ 7—2/ 10. зй 
Выфето того чтобы пользоваться статьей 301, мы можеиъ  произ- 
вести все дйств1е слфдующимъ образомъ: = 
Положимъ, чо — /(1—9/10=/И#-—ИУу 
тогда, возведя въ квадратъ, найдемь 7—2)/10=1—2/ (@)-+у; 


слфдовательно АНИ в в в к жа 

и 2 (ху)=23И 10; — № 

слфдовательно (х—/)—4лу=49— (И 10), 

то-есть — о (2—9) =49—40= 9, 

и. $ | Ио. и.о . (2) 

Поэтому изъ о и (2) 4=5 и у=2. = 
Итакъ и(—2и10)=И5—иИ2. 


304, Изъ ст. 301 слёдуетъ, что 
И и а-ни (а т, Из= и = 


слфдовательно, если д че. не будеть яючнымь хвадреитомь, то значе- 
я Их и [у будуть сложными пррац1ональными выражен ями и 
двучлене |/ Н/У будетъ сложн\фе, чфиъ |/(&/ в). 


305. Двучленное пррат1ональное ри Вида и (а26)-Н/Ъ мо- 


жетъ быть написано такъ |/ (И. . Поэтому, если с’ а есть 


точный квадрать, то квадратный корень изъ ан и? 5 можетъ быть 
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выраженъ въ вид% изу, & сл5довательно квадратный корень изъ 
И (а*) И будетъ и с(Из-Ни1 у). о 


306. Напримръ, найдемъ квадратный корень изъ |/32-+/30.. 
ЗДВеь И 32-И 30= Й 2(4-Н/ 15); 


такимъ образомь |/(/32-/И 30)— у 2хиЧ-/15) 
и не трудно показать, что 


Ими) =И И 
Слфдовательно |/(/32-/ 30)=/ 2 И. и.)- 0/53). 


207. Въ н$5которыхъ случаяхъ иы можемъ извлечь квадратный ко- 
рень изъ выраженя, им$ющаго видъ ани с--/ 4, положивъ 


И (аи 6-Ис-/4)=иИ НИ у-и 2; 
въ этомъ случа ан/бв-нИ в-н/да=х-ну-на-- И (ху-н2И (уг) 
И (2х); поэтому мы можемъ положить 
2И (2) =И Б, 20 (4г)=И в, ЗИ (22) = а, 
и если значення х,4 и г, найденныя отсюда, удовлетворять также 
условию д-—ну-г=а, то мы найдемъ требуемый корень. 
308. Напримръ, найдемьъ квадратный корень изъ 
82иИ9-=2иИ5-2и 10. 
Полатаенъ |/(82/2-+2/5-2/10)=Их-ниИу-И 2; тогда 
8522-95-39 10=2-ну-н2-н8И (хуу-н2И (у2)3И (22). 
Полагаемъ 2//(ху)=3/2, 2И(4а)=3/5, ЗИ (= 10; 
отсюда умножешемнъ находимъ |/ (29) ЖИ (42)=10 
и _  И@зыи 19, 
слфдовательно по раздвлен1и | 
У=1, 
& потому _ 1—2 И 2=5. 
Эти значен1я удовлетворяютъ уравненю ху-+2== 
Итакъ, искомый квадратный корень будетъь /2-н/ э 5, 
то-есть. 1+иИ2-НИ 5. 
309. Если ны /6)=х-н/ У, то И@— и 5)=Ь—9. 
 ЛЬйствительно, положимъ, что 


чин 
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тогда, возвышая въ кубъ, получииъ 
ан =а 3 /у-нЗжу-ч/ у: 
_ слфдовательно а==2-+3ху, /б=зжИч-чи у; (ст. 299). 
отсюда — а—/б=д’—32/у+31у—Ч9/У, 
и _ В _ Иа =я—у. 


310. Кубической корень изъ двучлена аи р можеть быть въ 
нкоторыль случая найдено. 


Полагаемъ 7 и =#-иу. 
тогда й (—И)=и—Ч. 
Перемноживъ ихъ, получаемъ 
8 
И (&“—5)=#— у. 


Положимъ теперь, что @ *—6 будетъ точнымъ кубомъ и обозначимъ 
его чрезъ с”; тогда 
| с—=#—у , 
& по ст. 309, Е а—=23-+ 359; 
подставимъ сюда вифето 4 его значенте; тогда 
а=4°--35(2*—6), — 
ны 42°—3сл2=а. 


_  Изъ этого уравнетя х можеть быть найдено путемъ 7о0бъ, & тогда 
будетъ извЗстно и у изъ уравненя у=4“—с. 


Итакъ, очевидно, что способъ этоть приложимъ только въ томъ 
случа$, когда 4—6 будетъ точнымь кубомъ; но даже и тогда онъ не- 
удобенъ, потому что приводитъ къ уравненю, рёшать которое мы теперь 
не имфемъ никакой возможности, кром$ какъ ощунью. Притомъ-же пред- 
ложее это и не имфеть практической важности. 


311. Найдемъ, пожить кубичесвй корень изъ 10-+/108 
Положимъ я (10-=И/ 108)=1—Н/у; тогда 
И0—/108)— 2—|/У. 


Перемноживъ ИХЪ между собою, получинъ 
И @00— 108)=7 — 4, то есть 
—2=2—9. 
Й также 10=42-+8лу=- 32-2); а потому 
4%3—6%==10. 
Мы видимъ, что это уравнен1е удовлетворяется при х=1, поэтому 
у=3, и искомый кубичесый корень будетъ 1-3, 
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Еще примЪръ. Найти кубичесвай корень изъ 18/ 31475. 
18/з--мИ=/3(6+- И.) 
и корень изъ 3/3 сть ИЗ; а кубичесвй корень изъ 


14 
И» можеть. быть найденъ. ^ Действительно, ЗдЗСЬ 4—6 


196 о 
—=3 6—5 = = — т; Такъ 910 6с=— д Отеюда МЫ получаемь урав- 


ненте РА ыР которое, какъ мы ие удовлетворяется положе- 
в1емъ х=1. Такииъ образомъ искомый корень будетъ из(1-- Из =) 
то-есть ИЗ-ИБ. 

312. Ршииъ теперь одно уравнен1е, заключающее въ се0% прра- 
цтональныя величины, что послужитъ образчикомъ р$шен!я подобныхъ 


задачъ. Это уравнене походить на рёшенныя раньше тфмъ, что мы по- 
лучаемъ одно только значен1е для неизв$стной величины. 


Рф шить уравнен1е | (2-2) (1—14)=8. 
Перенесемъ члены—  |/(х-2)=8— И (#—14); 
_ Возведемъ въ квадратъ 00$ части; получимъ 
2 —=64—16|/ (х—14)-нх—1 4; 
перенесемъ члены— Е 
| 16/(#—14) —=48; 


раздЪлимъ на 16, И @—14)=3; _ 
ВОЗВЫСИМЪ ВЪ квадрать 00$ части— 
—14=9, 


на до: 


Примфры ирращональныхе выражен!й. 


4 7. 
о ‚Найти множитель рацтональноети ДЛЯ а?— ,. 


2. Найти множитель ращрональности для /2— 7 
3. Найти множитель ращдональности ДЛЯ Из— 5. 
1 
23° 

т. -+ИЗ — ии 


4. Дано /3=1. 7320508; найти значен1е 


В. Показать, что 


6. 


№ 


5. 
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15 
10-20-4075 узо ИРИ 


Извлечь квадратный корень изъ 


—24 И —34— —24/> +9". 


Показать, что 


Извлечь квадратный корень изъ аа (4$).. 


Извлечь квадратный корень изъ выражев1й въ слфдующихъь при- 
иърахъ отъ 9 до 18 включительно. 


9. 
11. 
13. 
15. 


- 14. 
19. 


20. 


_ 91. 


20. 
23. 
24. 
25. 


26. 
21. 


28. 
29. 
50. 
ЭТ. 
32. 


Алгебра. 


42/3. | 10. 1—4/3._ 
7Ь—2и 10. — 12. 18-+ 8/5. 
75—12 91. = 14. 16-57. 
аф--с* И (© —22) 6—2) 16. И/27-—Н/ 15. 
4 
—9-+ 6/3. — 18. 1+2) ®. 
Найти значене _ | , 
1+7 1—х | 
1-+/ (1-+25) та ®) ВА 
Найти значен1е 
[27 м 4 ыы И 
| Но -5 Иа» и 
Извлечь квадратный корень изъ выражен1я | 
6-22-29 И3-9И6. = 


Извлечь квадратный корень изъ 5-Н/ 0—/6—/15. 

Извлечь квадратный корень изъ м 
15—9/3—8/ 15-6 /—9/6+9И 5—2 30. 

Извлечь кубичесвй корень изъ 75/2. — 

Извлечь кубическй корень изъ 16 8/5. 

Извлечь кубичесвый корень изъ 9//8—11/2. 

Извлечь кубичесый корень изъ 21/6—23]/ 5. 


: 3 
Показать, что |/(/5-2)—-И(И5—2)=1. 
Рёшить уравнеше |/(211)—/х=1. 
Р#8шить уравнен1е |/(32--4)+|/ (3#—5)=9.. 
Рфшить уравнене а/ (6—1)=6/ (а—). 


Рёшить уравнене |/(х-на)-Н/ (2—5) =1 с. 
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ГЛАВА ХХ 
Квадратныя уравнения. 


313. Вогда уравнен1е содержитъ только квадратъ неизвфстной вели- 
чины, то значен1е этого квадрата можетъ быть найдено по правиламъ 
для р$фшен1я уравнев1й простыхъ, т. е. иервой степени; послЪ чего, 
извлекая квадратный корень, мы найдемъ значен1е неизвфстной вели- 
чины. Наприм$ръ, положимъ, дано уравнен!е 


81—12-+105'=1—94272- 89; 
перенеся члены, получимъ 4242 =168; 
и раздфливъ, найдемь = 2—4, 
а слЗдовательно д—=|/ 4==-29. 


Двойной знакъ употребляется потому, что квадратный корень изъ 
ет количества можетъ быть положительнымъ или отрицательнымъ 
(ст. 231). 

Съ перваго взгляда можеть пожалуй показаться, что изъ равенства 
2—4 мы должны-бы были вывести 17—52, & не х=-=2. Но мы 
найдемъ, что первый видъ рёшен1я въ сущности совершенно одинаковъ 
со вторымъ. ДШЁйствительно -57==-Н2 даеть или +=, или 
д=—9, или —х=-н2, или —д=——9, то-есть всего только 2==2 
И 1=—=—2. Отсюда слфдуетъ, что когда мы извлекаемъ квадратный 
корень изъ обфихъ частей уравнен1я, то достаточно ставить двойной 
знакъ предъ квадратнымъ корнемъ изъ одной только какой нибудь его 
части. 


314. Квадратныя уравнен!я, содержащя только квадратъ неизв$ет- 
ной величины, называются чистыми квадратными. Если-же они содер. 
жать еще первую степень неизвфстной величины, то называются иногда 
расположенными. Названя эти несущественны. ороннене. теперь 
къ раземотрёню послфдняго вида уравневй. | 


315. Покажемъ сперва, что каждое квадратное уравнен1е можеть 
быть приведено къ виду 2“+р1=4, гдф ри 4 могуть быть положи- 
тельными или отрицательными величинами. Дфйствительно, мы можемъ 
привести всякое квадратное уравнен1е къ этому виду слёдующими пр1е- 
мами: соберемъ члены, содержалще неизвёстныя величины, въ ЛЪвоЙ 
части ‘уравненя, & извфетныя— въ правой его части: если коэффицщентъ 
при 2 будетъ отрицательнымъ, то измфнииъ знаки у всфхъ членовъ 
уравнен1я; затфмъ раздфлимъ каждый членъ на коэффищентъ нри 5”. 
Такимъ образомъ мы можемъ представить всякое квадратное уравнен1е 
подъ видомъ = | Р-Нрх=0. 
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Чтобы рёшить это уравнен1е, прибавимъ къ обфимъ его частямъ по 


а 
я р“; тогда будетъ 


Л$вая часть уравнен1я представляеть теперь яолный квадрать; 
извлечемъ квадратный корень изъ обфихъ частей; мы получимъ 


2-Уе-) 


перенеся членъ >. во вторую часть, окончательно получимъ 


3 16. Положимъ напримръ, что 
— 32*436%—105=0; 
перенесемъ извъетный членъ— 


| — 345" +362—105, 
Перем$нимъ знаки, 342 —861—— 105, 
раздфлимъ на 3, 1*—121=—35; | ы 


12 \* 
придадимъ къ обфимъ частямъ (=) ‚ то-есть 36; тогда 


22—125—36=36—35=1; 
извлечемъ, квадратный корень изъ обфихъ частей; получимъ 
— д—6=+1. 
Свдовательно д==6-Е1, то-есть х==7, или 5. Еели которое ‚нибудь 


изъ этихъ значен!й подетавимъ вифето х въ выражен1е—3:2”-+--36х 
—105, то результатъ будетъ равняться нулю. 


317. Поэтому можно дать слфдующее правило для рёшен1я квадрат- 
наго уравненля: 

Перенесенемь членов и приведенемь расположить уравненте 
такъ, чтобы члены, заключаюиие неизвьестную величину, били вс 
_вь одной части уравненя и чтобы коэффиищенть при Хх’ быль 1; 
приложить ‘к объимь частямь уравненя квадрать половины 
коэффииента при х и извлечь квадратный корень изь объихь 
частей, 

318. Для другого примфра возьмемъ уравненте 

о а-нбхне=0; 
перенесемъ члены, — ах =—с 
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раздзлимъ на 4. р ЬЫ, ЕЕЫЕ 
а а 


В \2 о бх 06“ 6 ее 4 
придадимъ а РЕ РУ Ча? } | 
извлечемъ квадратный корень, 

„,_В И 0" — 4946) 

‘аа 2 | 
__ —б-НИ (5*—4ас) 
т 


Замвтимъ частный случай, когда с==0. Тогда, если возьмемъ верхний 
знакъ, получимъь 2—0; если-же возьмемъ ниже!й знакъ, то найдемъ, 


_ И наконецъ 


(, 
что #=——. Действительно. ВЪ ЭТОоМЪ случаЪ уравнен!е приводится 
къ 12° 6х=0 или х(ал-- 5) =0, и очевидно, что оно удовлетворяется, 
когда 1==0 или когда ах+-6=0, то-есть“ когда 2=——. 


319. Вогда предложенъ какой-нибудь примфръ для рЪфшенля, то, 
вифсто того, чтобы слфдовать способу, указанному въ ст. 317, мы 
можемъ воспользоваться формулой ст. 818. Такъ, возьменъ примфръ 
ст. 316, именно—32?-+-36%—105=0; изъ сравнен1я ето съ формулой 
ст. 318 мы видимъ, что можно положить «=— 3, 6=36, с =— 105. 
Отсюда, если мы подставимъ эти значен1я выфото а, 6 ис въ ВЫВоДЪ 
ст. 318, то получимъ значен1е х. Здфеь 


5—4 =(36)*—12%105=36; & потому 


—36- 
и ИЛИ 5. 
320. Для другого примфра возьмемъ уравнен!е 
—61=—; 
/6\2. 

придадимъ по (5) $ 21—69 =9—92 =1. 
Извлеченъ квадратный корень, | 
и перенеся—3, = НИТ. 


Здесь |/Т не можеть быть найденъ точно, но мы можемъ найти 
приближенное его значен1е съ извзстною степенью точности, и тогда 
получимъ значен!е х съ какою угодно степенью точности. 


321. Въ раземотр$нныхъ до сихъ поръ примфрахъ мы находили 
два различныхь корня квадратнаго уравнен1я; но въ нёкоторыхь слу- 
чаяхъ мы могли-бы найти въ сущности только одинъ корень. Возьмемъ 
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наприн р уравнен!е 2’—12%+36=0; по извлечени квадратнаго 
корня мы получимъь 7—6 =0, & ол довательно х—=6. ТЪмъ не менфе 
удобно говорить, что и въ этомъ случа уравнен!е НиЗот два, но 
равныхь корня. 
322. Нели квадратное уравнен1е имфетъ видъ 
ат“ бх-нс=0, 
то изъ ст. 318 мы знаешь, что два его корня соотв ственно будуть 
—6-н/ (6—4) ^^ —5-И ($ —44с). 
20 | 29 
Оба они будуть различны, если 60? —472с не равно нулю, если-же этотъ 


двучленъ будетъ нулемъ, то каждый изъ корней будеть равенъ —5.: 
| | | й 


Такимъ образомъ это соотношене $?—4ас==0 воть услов!е того, чтобы. 
два корня квадратнато уравнен1я были равны. 


323. Разсмотримъ теперь примфръ 22 —105-+32==0. 


Перенесемъ извЪстный членъ, 2’—105=— 32, 
приложимъ что нужно, _ 2 —105-+25=25—32=—Т. 
_ Если теперь перейдемь въ извлеченю квадратнаго корня, то ПОЛУЧИМЪ 
и—Б=-НИ —Т. 


_ Но отрацательное число—7 не инфеть ни точнато, ни приближен- 
нато квадратнаго корня (ст. 232); такимъ образомъ не возможно найти 
никакого. дойствительнато значен1я 2, ногущаго удовлетворять данному 
уравненю. Въ Такомъ случаф крадратное уравнене не имфетъ дЪй- 
ствительныхъ корней; то-же самое выражають иногда, говоря, что корни 
здесь будуть невозможные, мнимые, воображаемиые. Въ этому во- 
просу мы возвратимся потомъ въ глав ХХУ. 
324. Если ‘квадратное уравнен!е представлено подъ видомъ 
ах бх-нс=0, 

то по ст. 318 мы видимъ, что корни будуть дъйствительными, вели 
62—4ас величина положительная, то-есть вели 0” алгебраически 


будеть больше 4ас, и что корни дут невозножными, если 0*—4ас 
будеть величина отрицательная, то-есть если 6* алгебраически будетъ 


меньше @с. 


Примфры квадратныхьъ уравнений. 


1. 2*—4Аж--3=0. | 2. д*—57+4=0. 

3. 64°—13ж—=6=0. 4. 322 —Тд==20. 

5. 212—1Пд-Н3 =0. 6. 322—53584=0. 
еб, - 8. 12*—3д==160. 


7. х*--105—24 
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‚ 142—27=83. 


‚ 1104—2915 1=0. 
‚(&—1)(2—2)=6. 

‚ (3х—5)(2%—5)=(#+3)(#—1). 

‚ (21-1)(х--= 2) = 34? — 4. 

‚ (х—1)(2х-—3)=442—22. 

‚ (2—1) (1—2) («—2)(х—4)==6(0%—5). 
. (2—3)? = 
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р 3 
—3=5(@—8) 12. 4(22—1)=45—1. 


14. 78042—78%-+-1=0. 
16. (35— 2)(#— м 14. 


8. 29. (52—3)*—7=442-+5. 


23. (2— о ВЫ бб 08 103. 
5.1. 13° 
а: д В в 
(09-6 
25. (+ > (=— =) ( т 2 д Ч ("5 

д 2 &.-3 
И ЗВ 
27. ет) -+в—1) = 5-1). 

| —1 
9. ВН _21+652 29. 6. 259) 
Хх 1 х 6 4. 

д 921 23 ‚„ 21 д_23 
5051. ато 
в 1 3 1 | В д _3 
$” ее —4 33. 7—1 2—1) Че 8' 
4 40 —_ 3(10-2) 

т 0—2) 95 — 
55 2%, 82—50 _ 12210 

“15 3(10-х) 190 ` 

2—5х = 1 и2 4 1 
36. +8 Ро 37. ыы | ру ШЕЯ 
д 3 2—1 14 2—4 10 
ве о ааа 3. 

12 1—2 5 д 2+1 _15 
а ва” 6 а 


.) 


4.2, 


44. 


46 


48. 


50. 
51. 
52. 
54. 


55. — 
56. 
57. 
С 


61. 
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д—6 212 5 1. 2 


3 
19 2—6 6 т а 
4.5 _ 1 14 _5 38 14 
+1 д+о жьЗ’ ‘+9 д +4’ 
2—8 82—55 17 32—2 22—5_8 
3—5 24—82 2—5 3—2 3 
2+3 2—8 2—3 49 д—2 2+2 _2(2—3) 
д д ‘до д 3, 


10(2%-+=3)(2—3)-+(12-+3)=20(4+3)(#—Т). 
(1—4 3)? + (2—и3З)т=29. 


12—Зах-на— 7 =0.. 58. 22—2адн"-=0. 
(За? 5”)(1?—-—н1)=(862-на“)(*-нх-—1). 

1. 1 1 
0 
и—а 4—6 д-с | о 

1 _ ] РАВ ВЫ. аНИ 1__ 
(1—6)(1—в) (а-нс)(а-+5) _ (а+с)(1— 6) (а5)(#—5) 
1 ыы 1 ‘ат— —@)=—е?. 
м рый В 58. (ах—6)(65—а)= с". 

а р 2 ‚, 3425 _ 64 *+а6—26* 6х 
р Е... ся с 
да, 20. 2+6. (о ан с(а+х) ‚9-2 _ @ 
а Ъ асе ^ °анс(а—2) х а—2 

ГЛАВА ХХГ. 


Уравнения, рёшаемыя подобно квадратнымт. 


325. 


уществуютъ уравнен!я, которыя, не будучи въ сущности 


квадратными, могутъ быть рёшаемы но способаиь подобнымъ тфиъ, ка- 
ке даны въ предыдущей глав$. 


Наприн$рь, возьмемъ уравнение 


д’—95 '=20= =0. 


Перенесемъ известный членъ, 


1—91*=— 20, 


152 УРАВНЕНТЯ, РЕШАЕМЫЯ 


% ре 
_придадимъ по (5) = "921+ (5.)'=(5). —20= | 
_извлечемъ квадратный корень, | 

| ‚ 9 1 

9 в --а; 
этот 5 _ дБ ИЛИ 4. 
е 2 а 
_СлВдовательно д=-Н/ 5 или +9. 


326. Подобно этому мы можемъ рёшить всякое уравнен1е вида 
ах” фх”-нс=0. 


Перенесемъ членъ с, ад —=—с, 
ы 5, -9: с 
раздълимъ на а, И —=—— 
а 0 

с йа „би /6\? /Гб\ с 66—46 

_ приложимъ по (—), (=) 
| 24 | а  \2а 


от, ( 40° ' 
‘извлечемъ квадратный корень, —_ 


в 6 _ -НИ (6—4) | 
20 2а 

| | —ВиИ(— | 
слёдовательно - дп — и 


Отсюда ео извлечен!я корня И-й степени можеть быть 
найдено значен1е т 


321. дожен, что дано уравнене 


2-4 х=71; 
слфдовательно д4//т4=955, 
откуда | Их-н2=-5; 
слёдовательно Иж=—9-Н5=3 или —Т; 
& потому _ д==9 или 49. | 


328. Возьиемъ еще примЪръ 


дя " — 6: 


В ко | 4 
. да 5. 1-20 
слфдовательно - д ‘д т 
поэтом | ЗИ =-{ : 
у о —0' 
Ё 165 
откуда т ®=--фАЕ 2 ИЛИ -—5, 


ПОДОБНО КВАДРАТНЫМЪ. 


наконец, ба д, — к ИЛИ -- 
И Ъ | я 
. | | 9 


329. Положимъ, что требуется рфшить уравнен!е 
2—Н/ (55-—-10)=8. 
Одфлаемъ перенесене, — |/(57+10)=8—%; 
возвысимъ въ квадратъ 00$ части, 
57--10=64—1654?; 


слфдовательно 12—912=—54; 
Е 21 : ат 
и значить х 2—1 (21 т =(>) —54 = т 
| 21° 15 

— де-=-е; 

откуда ИЕ 
а о 

и слфдовательно Хх Но ИЛИ 5. 
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Подставивъ эти значен1я 2 въ л5вую часть даннаго уравненя, мы 
найдемъ, что корень Э удовлетворяетъ уравнентю, Но 18 не удовлетво- 


ряетъ ему; однако мы нашли-бы, что 18 удовлетворяетъ иваои 


#—/(55-—10)=8. 


Пиствитейкно, уравнен1е 5210 = 64—165-+=°, полученное нами. 


изъ даннаго уравнен1я посл$ перенесен1я членовь и возвышеня въ 
квадратъ, можетъ быть также получено изъ уравненя х—|/ (55710) =8. 
Итакъь, мы не можемъ быть увфрены, что окончательно полученныя 
нами значен1я 2х будутъ удовлетворять предложенному уравнен1ю; оня 


могутъ удовлетворять уравнен1ю другого вида. 
330. Раземотримъ еще прим$рь— 

2—2 (5х5) —14==0. 

Церенесемъ члены, д—14=2/ (2х5); 


возведемъ въ квадратъ, 2*—285-+196=45’42—20; 


елъдовательно _ 34-395 =116. 


—44 
Изъ послдняг уравнения мы получимъ #— 4, ИЛИ а Но посред- 


ствомъ повёрки найдемь, что ни одно изъ этяхъ значенй не удовле- 
творяеть предложенному уравнен1ю, хотя оба они удовлетворяютъ урав 


нен1ю. 
хн/ (а на-+5)-—14=0. 


_  Изъ этого И предыдущаго примфра уы видимъ, ЧТО Когда какое’ Ня- 
бУДЬ уравнен1е приведено къ рац1ональному виду посредствомъ воз- 
вышен1я въ квадрать, то необходимо бываетъ изслфдовать, удовлетво- 
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ряютъ-ли окончательно полученныя значен!я корней уравнен!ю въ его 
первоначальномъ видё. это замфчан1е принфнимо, наприм®ръ, и къ урав- 
нен1ямъ, рёшеннымъ въ ст. 312, 327 и 398. 


331. Положимъ, что вс$ члены уравнен1я перенесены въ одну часть, 
и полученное такимъ образомъ выражен1е можетъ быть представлено 
ВЪ ВИД произведен1я множителей первой или второй степени; тогда. 
уравнен1е можно р$ёшить по способамъ, даннымъ раньше. `Наприхёрь, 
положимъ, что | 

(#—6)(х*—Зах-н3а*)=0. 

ЛЪвая часть уравнен!я обращается въ нуль, когда или х—с==0, или 
1*—Зах-2а’=0, и ни въ какомъ другомъ случаз. Но если х—с=0, 
то мы имфемь =, & если х*'—Зах--2а’=0, то мы найдемъ, что. 
2=а, или д=2а. ОлФдовательно предложенное уравнен!е удовлетво- 
ряется значенлями ==, или @, или 24, и никакими другими значенями 
не удовлетворяется. 


# 


332. УмЪнье разлагать выражен1я на два множителя можно пр1об- 
ръети только упражнентемъ; впрочеиъ н$которое пособе можетъ оказать. 
ВЪ этомъ слфдующее начало, которое мы ВЫяСНИМЪ на примфрахъ. Раз- 


беремъ такой пн | 
2(х—с)*=а(а—с)*. 


Эдфеь очевидно, х=а удовлетворяетъ уравнен1ю; и мы найдемъ, что 

если перенести всф члены въ одну часть, то х—а будетъ общимъ ино- 

жителемъ всего выражен1я. ДЪйствительно, уравнен1е можно написать. _ 

такъ 
23 —03—96(1*— а*)-нс’(а—а)=0, 

то-есть = (2—а) |2’ +аз-на" —26(т--а) с |0. 

Слфдовательно друме корни кром$ а найдутся изъ рёшен!я квад- 
ратнаго уравнен1я 
‘аля —9с(л-на)-нс*=0. 

Такимъ образомъ, когда одинъ изъ корней сразу видфнъ, то мы легко. 
можемъ привести уравнен1е къ виду, указанному въ ст. 331. 

333. Дадимъ теперь нфеколько различныхъь примЗровъ такихъ 
уравненй, которыя могутъ быть сведены къ квадратнымъ. 
1) Положимъ, что дано 
2—1 2-Н/ (12—71 18)=24. 
Приложимъ по 18 къ обфимъ частямъ; тогда 
2—1 х—18—Н/ (2'—715-—18)=42; 

_дополнимъ до квадрата; тогда 

169 


д —1-+18-н/ (2* тен) -+=424, = 


- 
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АЕ 

_слвдовательно Ия пичавны=+-5:; 
откуда И 2?—75х-—18)=6, или —Т; 
& слфдователь40о == = 4”—75--18=36, или 49. 


_ Такимъ образомъ мы получили теперь два обыкновенныхь квадрал- 
ныхъ уравнен1я, и остается только р5шить ихъ. Изъ перваго мы полу- 
‘чимь х==9 или —9, а изъ второго х='/,(7-Н/ 173). Повфркою мы 
найдемъ, что только первыя два р$шен!я удовлетворяютъ предложен- 
ному уравнен1ю; друг!я-же два принадлежать уравнен1ю 

д—12-—/ (4—1 х-+18)=294. 


В. сы что дано — 
дн —4д-+1=0. | 


Раздфлимъ на 52°; тогда 


и ] 
а" АС “(= 


1 
ИЛИ Бр 4-0. 
и я 
абовтиье (2+1) + (2-1) 60; 
— (2+1) + (+) 
откуда - „)=6. 
И Г) + (= -) м а 
о \ #2 4 4 4’ 
слфдовательно ила в 
ь _ 9—9’ 
откуда | +9, ИЛИ —5. 
1 
Положимъ во-первыхъ, что 2-+ ==; 
тотда получимъ _ 22—21 ==0, 
и сл довательно и=1: 
| 1 
Теперь положимъ, что +. ——3; 
тогда 3 х=— 1; 
99 5 
| 2 ЕН Ем 
& потому 22 Зт- а | чи = 
И5 —3-Н/ 5 


2 | 
слЪдовательно 2-0 ==---— И ть 
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_3) Положимъ, что дано 
‘3х1 —З2* 02”. 


Перенесемъ члены, 
а 45? 
и еЗЕОИнНЫ ВР —} 
| Зал 95 427? 
слфдовательно (а*—84^) ——-+3451=--; 
Е 2 4 9: 
| За" ЗА 2 427” 
ый ее" 
уА ( о ИЕ ОВ ИУ. 

За“ 3х д“. 4“. 95 
слфдовательно ( 2) — (1— === ==. 
в: ист Зе: ОТ ЗЫ 
Извлекая квадратный корень, получимъ | 

Я „в 2 
И 
6° 


Теперь мы имфемъ два о быкновенныхь квадратныхь уравнен1я, 


3х 5% , | 

именно 2 — — — м 
ава О ИИ 6 

«(и 85), а а изъ второго х= ‘/.(1-Н/ 10). 


Изъ перваго получинъ = 
4) Положимъ, что дано 
67/х— 16 /х—1=0. 
Мы можемъ писать это уравнеше въ вид% 
(х—З/ х)*+2(#—3И р = 7. 
х— ЗИ х=1= 


Сл$довательно 
Возьмемъ сперва верхн!й знакъ; мы ею 
2—ЗИ х--1=х%; 
1 1 
слфдовательно и = и=о. 
Возьиемъ теперь ниже знакъ; тогда 
слфдовательно 22—3/И х1=0. 
| = 
=], ИЛИ ру а елдова- 


Изъ этого уравнен!я мы получаемъ |/2=1 


тельно х==1, или 4 
_5) Положимъ, что дано | 
яе-+иИ (о —с*) _ 9(#=с) | д. 


янс— И (2—с?) 8 
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При рёшенти этого уравнен1я мы употребимъ пруемъ, который часто 
очень сокращаетъ алгебраическя вычиеленя. 


й, 
Положимъ, что т”: 


тогда будетъ ых ы —7 8, о 9-4 
| 6 Ч б 4 9—6 2—9 
ДъЪйствительно, первый изъ этихъ трехъ выводовъ получается, если 
придать по единиц® къ каждой изъ данныхъ равныхь величинъ; вто- 
рой получается вычитатемъ единицы изъ каждой изъ данныхъ рав- 
ныхъ величинъ; трет1й-же получается отъ дзлен1я перваго вывода на 
второй. Каждымъ изъ этихъ пр1емовъ можно въ извфстныхь случаяхъ 
пользоваться. Этимъ путенъ мы изъ даннато уравнен1я (1) выводимъ: 
`8(2-н=с) _ 95—11с 
ЗИ (2*—6*)  9Этче` 
Возведемъ 06 части въ квадратъ и упростимъ лфвую часть, ой 


получимъ 
с (95176) (2) 


а ее * * #4 
Пользуясь третьинъ изъ предыдущихъ премовъ, мы выводимъ изъ (2} 
д _ (91-176) (95-е)? _ (95-=11с)* (9—6) 


се (9%—1716)—(95-)* — 166(182-18е) 


Сдзлавъ приведен1е, получимъ ь 
6325°—1856— 1456 =0, 
БС 296 
& отсюда д=-—, ИЛИ Ф=———. 
Э д 


6) Положимъ, что 
И(-—#)--и (3а%— р, и (1—45). 
_ Перенесемъ члены; тогда будетъ. 


иа-—4 И ( “2 )= Ивав—2). 


Возведя въ квадратъ, получинъ 

9а? За _3а 
аглсиииминаиаиния банки нение» один? ыы че — И Ве Н —Ах $, 
7 (1—42)—За/ (1 4) (5 „)— =342— — ) 


Разджлимъ на |/ (1—45); тогда 


Му У (=). 
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Возведемъ въ квадратъ, 
а 
(т--за) (14а) =16(9—); 


слфдовательно 42\(1-+3а)' —4|=(1-+3а)?—12а=(1—3а)*; 
а слёдовательно  42(3а--3)(3а—1)=(3а—1)}, 

_ 3а—1 

— 12 (1) 


откуда 


А изъ отброшеннаго множителя |/(1—45) найдемъ еще корень #4. 


Этотъ примфръ приведенъ съ цфлью обратить вниман1е читателя 
на то обстоятельство, что когда об$ части какого нибудь уравненя 
должны быть возвышены въ квадратъ, то прежде такого возвышен1я, въ 
об$ихъ частяхъ уравнен1я нужно произвести наибол$е удобное распо- 
ложен1е членовъ. Въ этомъ примфрф, если-бы мы возвели 06% части 
ВЪ квадратъ, оставивъ ихъ въ томъ видф, какъ онф были даны, мы 
не достигли-бы уничтоженя ни одного члена; но сдфлавъ перестановку 
до возвышен1я въ квадратъ, мы достигаемь того, что величина —лх 
встр5чается въ обфихъ частяхъ, а ен можеть быть со- 
кращена. 


_7) Положимъ, что дано 
И (@*-9)--/ (7—9) =иИ ры 
Мы имфемъ слфдующее тожество: 
2°—9—(2*—9)=18= 44—16. 


Раздблвь 06% части этого тожества на соотв®тетвенныя части дан- 
_ наго уравнентя, мы получимъ 


и (22 9)— 4 (х' 9) (84). 
СлОживЪ эти два уравнен!я, получимъ 
И (#-9)=И (34); 
слЪдовательно 42—95, и д=-Е5. 
Это уравнен!е приведено съ цфлью показать употребленный здЪеь 


искусственный премъ. Такой пр!емъ часто съ пользою можеть прим$- 
натьея къ рёшен1ю уравненй; наприм®ръ, этимъ путемъ можно ] рёшить 


задачу (6) 
122—8 
8) и (2+4) —2/(2- —#)= 7-16) 
Это уравнене мы можемъ переписать такъ: 


убьет 
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Множитель |/(22-+:4)—9/ (2—2) ножетъ быть теперь изъ обфихъ 
частей удаленъ; тогда мы получимъ: 
и (94216) = ЗИ (@2+4)-+-3/ (2—2). 
Возвысивъ въ квадратъ, найдемъ 
922-+-16=4}12—94-+4//(8—24?)}, 
еяздовательно —281=4(8—257)-+16/ (8—24*); 
& слёдовательно 2*-+85-16=4(8—2472) -+-16/ (8—24*) +16) 
Извлечемъ квадратный корень; тогда, 
(2-4) =3/ (8—2) +4. 
Теперь рёшен1е можеть быть закончено, и мы получимъ 
д = и 
кроиф того будеть пара мниныхъ и 
Уравнявъ нулю отброшенный раньше множитель |/(254)— 
И (2—5), получимъ 2=- — 


Легко видфть, что въ " ибкоторыхь изъ этихъ примфровъ употреб- 
лены очень искусственные премы. Умфнье пользоваться такими пре- 
образован1ями читатель можеть пр1обр$ети только однимъ упражне- 
н1емъ. Много примфровъ такого рода можно найти въ главё ШУ. 


Прим$ры уравнений, приводимыхъ къ квадрат- 


НЫМЬЪ. 
1. рва 2. 20-312? =39. 
| 3 г 1 
3. 322 +425 —3321.° 4. 2" 132" 14. 
1 о 
5. 2—355°4916=0. 6. 1'—1"'+9—0. 
71. ян? (ах)-нс=0. 8. 832" —11'=43076. 
| 4 
9 2“ —144^-+40=0. 10. 9—3, 
08 
5 ‘ат 
11. И(2)—7л=—552. 12. Зи (а) —=16. 
| Их" 
| 2 
13. #н5— И (45)=6. 14. уе 5, 


ры 


4 3 3 | 
15. х-+512- 99-=0. 16. 32—41" =1. 
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1 1 


ор-Н// (42-8) =5. 18. (дж т 5. 
‚ И@а--Т--И (32—18) =И (+1. 


И (2*—16) 7 
Иа “"®-е—) 
-И@а-+--/(а—2д) =. 23. И (в 9)=2/з—3. 
‚ 2/(55-+-10)=8. ^ 94. 254 42—80, = 
4 1 о об, И (ах) _ И (@—#) _ , 
д—2 2-1 И а--И (а+2) ИУ@— 


во им 
у 
‚ (а-- Би (ан) —(а—Ву (а ее» а? 9?. 
‚ ни я-И (а 2)-Н/ (29) =а. | 
‚ 27--/@-н2х)=6(1—%). 


@—4; Или ий й 


Ка-и (а—л) ТИ а-/ (+2) 


И («-н2а)—иИ (2—24) _ и, 


‘И(е—3а)-И (а-н2а) _ 2а 
3. И (х8)—И (+ 3)=ИУх. 34. Ие--з)-/ (в-+8)= БИ. 


| сел ыы М 36./ (а-я) —Иа=а/ (65”). 
`2^+а 4“—@а 15 | 


] 


. И (2—4)—Их= И (+5) 38. ока! —# 0. 


850 _#(@ —а ) Е 


°981 2—0‘ 
иИИ-+и 4 ыз% 
Ик Ит-и—0  ®В 


1 \14 


Е: 8 31 _ ах ин 
(ай (ав 49. ——————=44. 


. И (1—5) — —И-няна т. 


хи (2—1). 2—1 (4—1) — 84. 


}(#— И (4—1) И (7 —1) | 
а *—Зал-на“)-Н/ (2 Зах-на)=И (2а'-—2 =). 


+ 272 _ _ 294 12 4 | 
. Я И(--— г). 47. И (#77) —э 2—5/ х)=0 
.Из-И—И(—2)!-=1. 49. (1+а)°— (1—а)?=24207. 


14. 


15. 
76. 


Алгебра. 
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1 — 6 
ни 


К (х" ах?) (2? рана“) =а-5. 


252—106 _ 34° — 4) 


° 10%—8 21—4 
. И@х-9)-Н/(3—15)=И (7х-8). 


6— в)(ас—$ 
И 


И ( Мери я =Ии2-ИЗ. 
‚ И (?-нах—1)-+И (9% —Г=Иа-у. 
+1) (2-2) 9, 58. (42+) (х--ь)= аб. 
‹ 1 1 47 
‚ (#—а)(х—5)(х—в)-набе=0. 60. ты 
| 1 м | Г 8, 1 
а а ба Ь 
(а—2)(л--т) (анх)(а-т) 
и х—п = 
[9 — в 
а—5 аб 


‚ Эа--1-н/ (4—9) (я БИ (47 ++2а-+3)—0. 
‚3 =9И (я — 2-2). | 


д+бх-+4=5// (22-5598). 
| 2 


И (2—2 9)—^ =8— а. 


2 
39-15% —9И (5) =2. 


‚ (2—5)(#—2)--3/ {аз = 
‚ +8—И (22 —32-2) =5@--1. 
‚ к-з и @?-н6х--5)=25 —2х. 


2 
— и (За Виан) 4—6 (+0 1). 


. 2—ШЗи (да*— Ван) 5+ 
и. —=5—д— д” 
дн °“ 


(х-на)(х-2а)(х-нЗа)( рота с. 
1 НВ ЧОЬ 9. 
11 
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ТТ. 


19. 
81. 
82. 


_83. 
84. 


86. 
ЗТ. 
38. 


89. 


91. 
93. 
94. 
95. 


97. 


99. 


101. 
103. 


ПРИМЪРЫ КЪ ГЛАВЪ ХХГ. 


| р. & 
лы 18. а=ай-+(1—2). 
а’ —ах—х хх 
и“ —Э-=а. 80. 2—2 х=132. 
И И (ан Т)9И (#7) =35— 9х. 
2°—8(х-Т)/ х-18х-—+=1=0. 


1 
2(22-ах)*-/Их-/И(а-нл)=6— 9х. 
1“24°—11]2`414=0. 85. д-—4ат=а“. 
& 
нат -нб-нсх = —0. 


=И(-*)-И(+2) 


1 -“)- 142 
&” 2 ‚= 2(2- [9 
2 ‘1 1 
И&-—)-И И ох 8 (11) 2: 
22° 1==0. 99. пин 1=0. 
(2—2)(х—3)(—4)=1.2.3.. 


(х—1)(&—2)(х—3)—(6—1)(6—2)(6—3)=0. 
(1—1) (#—2)(х—3)=24. 96. 62'—57-нд=0. 


о Ь 65° ь 67 
18 —47—4—0. 98. ие БЫ | 
2 
в" --162—9. — 100. 2—1). 
325+ 82"— 812 =3. 102. 2(2°—9)=т(-Этх-н2). 


(2—0) (ха) (а —6*)(а--5)5-+ (6—2) -+2)а=0. 


1 
104. 2? ера (р—1 т! —0. 


195. (р пеа-край (р-н —=0. 
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_Теоры квадратныхъ уравнении и выражен!й второй 
степени. 


334. Авадратное уравнете не можеть имъть болье двулъ 
корней. 

Дъйствительно, всякое квадратное уравнен!е можетъ принять видъ 
ах‘-фх-с=0, если вс члены его собрать въ одной части уравне- 
ня, и тогда по ст. 318 значене х будетъ или 

—$—/ "нь ы ДЕ бе ны И (6—4 с) 
ра 2 
то-есть значее х должно быть тфмъ или другимъ изъ этихъ 0вулъ 


количеств. 
Доказательство этого даютъ иногда въ такомъ видё. Пусть, если 


возможно, три различныя количества ох, В и ‘у будутъ корнями квад- 
ратнаго уравнен1я ал” ох-с=0; тогда по предположеню 

ао’ фо -нс=0, аВ“ = В-нс=0, ау*-нбус=0. 
Вычитая, получимъ 
_ а” —В*)+(а—В)=0; 
раздфлимъ на «— В, что по предположен1ю не равно нулю; 
тотда _ ав) =0. 

Подобнымъ же образомь а(х-+у)-6=0. 

Вычтя одно изъ другого, получимъ 

| (В—)=0; 
но это невозможно, потому что по предположению @ не есть нуль, & 
также и В—^/ не равняется нулю. Слфдовательно квадратное уравнене 
не можеть имфть трехъ различныхъ корней. 

335. Въ квадратномь уравнети, въ которомь коэффипенть 
первазо члена есть единица и всъ члены которо находятся въ 
одной части, сумма корней равна коэфбфименту второзо члена сь 
обратнымь знакомь, в произведене корней равно послъднему члену. 

ДЪйствительно, корни уравненя 07? 6у-нс=0 будутъ 

— В+ (6 — Час) Ро мня (62—49) 
и м 


| Ь | , 
слЪдовательно сумма корней будеть— а произведен1е ихъ будетъ 


62 —(6*—4 с) 
442 


‚ 6. с 
7% ЕО, И Такимъ образом предложен доказано. 


а: 
‚› то-есть =. А по раздёлеи на @, уравнене напишется 
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336. Пусть & и В означають корни уравнен1я 


ал‘ фл с=0: 
тогда инр=—- 


— и ив = Эти соотношен1я полезны при нахожден!и 


значен1й такихъ выраженй, въ которыхъ х и В ветр$чаются въ син- 
метрическомъ видф. НапримЪръ 


ё 
о. (ив) 290 


а 
| 2__ 

(и Ву онкв) Чаде, 
11 ж+8В 6 с б 
а 
о р @В а @ 


Соотношев1я, доказанныя въ ст. 335, полезны для провфрки рёше- 
н1я какого нибудь квадратнато уравнен1я; какъ скоро полученные корни 


не удовлетворяютъ этимъ соотношенямъ, мы можемъ быть увзрены, 
что въ вычислен1е вкралась какая нибудь ошибка. 


Когда мы знаемъ одинъ корень квадратнато уравненя, то можемъ 
найти другой при помощи одного изъ такихъ соотношенй, Возьмемъ 
наприм$ръ уравненте 


ане фе 2(а—- 6-+-с) 
ИИ НИ —— ——- —— — 


да д+ьь  дча-+Ь 


Здесь Х==е очевидно удовлетворяетъ уравненю; освободавъ урав- 
нен1е отъ дробей, мы получимъ 


(о-в (ана с?) =0 
Г С 2 р2 
Итакъ произведен1е корней равно— вай. 


‚ а такъ какъ одинъ изъ 
а, 

а? 6? 
корней есть с, то другой долженъ быть — 


а-5о` 
337. Мы имфемъ 


ть | 


ал‘ бте=а | 
а @) 


С г 
теперь подставимъ вместо < и ихь выраженя въ зависимости отъ & 
и В; тогда 

а? + фд--с==” (елка ав) е-8). 


Такимъ образомъ выражене ах*--бх-нс тожественно сь выраже- 
мемъ а(х— «)(1— В); то-есть два эти Зы равны для воЪхЪ 
значен1й 2. 
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Поэтому мы можемъ доказать предложене ст. 334 инымъ образомъ. 
ДБйствительно, никакое другое значене х кромё х и В не можеть 
уничтожить (2—0)(х—В), такъ какъ произведен1е двухъ величинъ 
не можетъ уничтожаться, если не уничтожается ви одна изъ этихъ 
величинъ. 


Читатель естественно можетъ спросить, остается-ли тожество 
ах? -нфхне=а(л—9“)(х—8) 


справедлявымъ также и въ случаяхъ, уполянутыхъ въ ст. 328, когда 
корни 42? бх--с==0 становятся невозможными. Мы возвратимся къ 
этому вопросу въ глав ХХ\. 


338. Учащийся долженъ тщательно отличать Уравненая второй 
степени оть выражений второй степени. Въ уравнени второй сте- 
пени или квадратномъ 072 бл--с==0 мы можемъ предполатать, что 
х имфетъ только одно изъ двухъ опредфленныхъ значений, но когда мы 
говоримъ о выражении второй степени ал’ бр-нс, не считая его рав- 
нымъ нулю, тогда можемнъ предполагать, что х иифетъ какое угодно 
значенте. 


339. Мы имБемъ 
| ( 6 а 


ал бин =а1 2 —-нЬ- 
($ (1 


й:- 20 } с Ь ия. ) 6—4 0С 
ЯР 6 а ин с. се аиткы НИЕ ии ый В п Вт 
{ ба а 44а’ |\ 24 40 | 
Теперь положимъ во-первыхь, что 0? —4@6 будетъ величина 07рч- 
| у Вы: } 61 — 496 
цательная; изъ этого слфдуетъ, что а — 
чательная; изъ этого слъдуетъ, \ ту 2 
будетъ положительною величиною для возхъ дйствительныхъ значений 
дл. Въ этомъ случа а2“-нВх-нс, равное произведеню @& на нЪзкоторое 
положительное количество, должно имЪфть такой-же знакъ, какъ и а. 
Такимъ образомъ, если 6’—4ас будетъь величиной отрицательной, то 
аж Ьт-нс имЪетъ тотъ-же знакъ, какъ и @ для вефхъ дЪйствитель- 
ныхъ значен1й 2. | 


необходимо 


ЗатЖмъ положимъ, что 6*—4ас равно нулю, тогда, 


© 
лье. -) : 
\ За. 


Здесь, какъ п прежде, 2-6 х-нс иметь тотъ же знакъ, какъ и @; 
въ этоиъ случа выражене а7’-—-6х7-нс будеть точнымь квадратомь 
въ отношении 2, и его квадратный корень будетъ 


вИа(в+,.) 
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Наконець положимъ, что 6*—4ас величина иоложительная: тотда 


ад-нбх-не=а РЕ. __И (60—49) в и (6— 4ас) 
2 24 2 а 


—а(2—4)(%—В), 


тдЪ хи В дъйствительныя величины, именно 


_— И 6" 400) 3 _— и 4ао) 
24 2а 


Выражен1е 2(1—0)(х—В) должно имфть тотъ-же знакъ, какъиа, 
исключая случай, когда одинъ изъ множителей х— © или х— В будетъ 
положительнымъ а другой отрицательнымъ; мы покажемъ теперь, что 
это можеть быть единственно лишь въ случаб, когда х заключается 
между х и В. Изъ двухъ разностей «—В и В— о одна должна быть 
положительной; положимъ, что такою будетъ первая разность, такъ что 
что & алебраически будетъ больше чфмъ В. Теперь, если 2 алгебраи- 
чески больше ©, то х—&х величина положительная, а слфдовательно 
х—8 тоже положительная величина; если же х алмебраически меньше 
8, то х—В будетъ величиною отрицательною, а сл5довательно отрица- 
тельною-же будетъь и х—х Но если х заключается между х и В, то 
д— а будетъ отрицательной, а 2—3 положительной. Для такого зна- 
чен!я х знакъ выражейя ал?-бт-н-с противоположенъ знаку а. 


Заключен!е, вытекающее изъ разбора этихъ трехъ случаевъь—слф- 
дующее: какое-бы дЪфйствительное значене не имфло х, выражене 
ах? фу-нс и а всегда имфютъ одинаковый знакъ, кром$ того случая, 
когда корни уравнен1я ах’бх--с==0 возможны и различны, и зна. 
чен!е для х взято такое, что оно заключается между этими корнями. 


а 


340. Корни уравнен1я 


| | | а___ 
ах” охфнс=0 будуть т век 


& корни уравнен1я 
Ь-Н// (5—4 ас) 


2__ —— ое ИА, 
ал*—фл-нс=0 будуть р 


Очевидно, что корни послёдняго уравнев1я т$ же, что и корни перваго, 
но съ обратнымъ знакомъ. Слфдовательно, если два квадратныя уравне- 
ня различаются только знакомъ второго члена, то корни одного изъ 
нихъ могуть быть получены посредетвомъ измфнев1я знаковъ корней 
другого. | 
341. Положимъ, что намъ нужно раздёлить ах’ бус на 2—Й. 
Первый членъ частнато будетъ 2, сл$дующ!й членъ будетъ ай--б и 
наконецъ получится остатокъ ай?—6/-с. Если этотъ остатокъ уничто- 
жается, такъ что ай?-й-с=0, то № есть корень уравненя 
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а’—-бх-с=0. Такимъ образомь выражене ал’—НБл-н-с длится на 
_7—/ только тогда, когда Й будетъ корнемъ уравненя ах? +фх-нс=0. 
342. Теперь можно будетъ раземотрЪть которые частные случаи 
уравнен1я 92°—9х-нс=0, Корни этого уравнен1я суть 
—6- И (В —4ас) ии (2 —4ас) 
24а 20 | 


Изслздуемъ сперва случай, когда а=0. 
Числитель перваго корня дфлается тогда— 6-6, то-есть 0; такииъ 


образомъ корень этотъ принимаетъь видъ Числитель второго корня 


0 

()° 
| | ор _ 
будетъ—26, такъ что этотъ корень принимаетъ видъ б— Если ВЪ 
первоначальномъ уравнении мы положимъ @=0; то оно обратится въ 


С 
рх—-с=0, такъ что }—— 1; ТОГО-Же результата мы достигнемъ съ по- 


мощью выраженя, принимающаго видъ посредствомъ надлежащаго 


0’ 
преобразовантя. ДЪйствительно, умноживъ числителя и знаменателя 


кН Е —445с) 


дроби на 0-5 |/ (5*—49ас), мы получинъ 


20 
Ь-+-|/ (62—4ас)’ 


п если теперь положимъ 4==0, то получимъ 5 › То-воть —.. Если 


—6—/ (6*—4ас) 
И корень ИИ преобразуемъ, умноживъ его числителя и 
знаменате р. ’(а*—4ас), то онъ обратится въ и 
ЛЯ На о— 1— то о те: А ай. 
Е р 5-7 (6: аб) 


и ч$мъ меньше а, т$мъ меньше будетъ и знаменатель этой дроби, & слф- 
довательно тёмъ больше сама дробь; къ такому-же заключен1ю, очевидно, 
можно придти, и не производя преобразован1я корня. Такимъ образомъ 
мы можемь выразить наши выводы въ слфдующихъь словахъ: Вели 
въ уравнени а2’-+-л-- с =0 коэффишенть @« очень малъь въ 
сравнен1и съ б и с, то одинъ корень будетъ очень. великъ, а дру- 


2 С г] 
гой близокъ къ — т и чфиъ меньше а, т%мъ больше будетъ 


РИ р 
первый корень ‘и тфмъ ближе къ — т будетъ второй. 
343. Теперь положимъ, что @ и 6 будутъ равны нулю; тогда обык- 


новенныя выражевя обоихъ корней примутъ видъ о Преобразовавъ 


1608 — ПРИМЪРЫ КЪ ГЛАВЪ ХХ. 


‘корни по предыдущему ,. МЫ УВИДИиЪ, что если а ифочень малы сравни- 
тельно съ с, то оба корня становятся весьма большими И будуть ТВиЪ 
больше, В мЪ меньше аи 6. 


344. Наконецъ положимъ, что а, бис будуть нули; тогда корни 


| 0 
примуть видъ Вь этомъ случав, если мы преобразуемъ корни, какъ 


о ‚а 
ВЪ СТ. 342, то снова придемъ къ выводу 0; Н ножемъ сказать, что 
здфсь значен1е 2 въ самомъ дфлф неспредзленно. 

345. Дадимъ примръ приложен1я выводовь ст. 339. 
12—29] 
ов Г 67—14 
принимать какое угодно значен1е при кадлежащемъ выбор$ величины 5. 
2*—9521. 


Пусть требуется удостовзриться, можетъ-ли дробь 


Положимъ 


| ба 
тогда к & 2—95-+21=19(6%—14); 
сл$довательно 2°—9(1-=3у)х-=21-149=0. 


Рёшивъ это квадратное уравнен1е, мы получаемъ 
д=1-н3у-Н/ (9% —3у—20). 
_ Сл$довательно, если х будетъ дЪйствительнымъ количествомъ, то 
9у2—8у—20 должно быть положительнымъ, т.-е. 9 (у — 2)(у-+ $ 
должно быть положительнымъ. СлФдовательно У не можетъ заключаться 


‘между 2 и—, но можеть имфть всякое другое значене. Итакъ мы 


заключаень, что при надлежаще выбранномъ значени 2 дробь 

2—9 хо 1 
61—14 

содержащихся между 2 и—®. 


можетъ имфть какое угодно значенле, исключая величинъ, 


Примфры БЪ ‚ теорЁи уравнен!й и выражений второй 
степени. 


Разложить слфдующйя четыре квадратныя выраженя на’ произве- 
ден1е простыхъ иножителей. 
1. 32*^—105—95. 2, ж--732-180. 
3. 24° 2— 6. _4. ^—8812—1612. — 
_5. Составить квадратное уравненге, корни которато 6 и 8. 
_6. Составить квадратное уравнен!е, корни котораго 4 и 5. 
7. Составить квадратное уравнен1е, корни котораго Ти —2. 
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8. Составить квадратное уравнен1е, корни котораго 1--|/5. 
9. Найти сумму, разность и произведене корней уравнен!я: 
| 2°-—49%—+1171=0. 
10. При какомъ значени 2 уравнее 22?+8х--т-==0 будетъ 
ымЪть равные корни? 


11. Если &х и РВ будуть корни уравнения “—ра-+= -0, то найти 


и 
значен1е выражей —— и +8. 
( 


В 


12. Если и В будуть корни уравнен1я 22° 67-—6=0, то 60- 


| 11 
ставить уравнене, корни котораго были бы Ио. 


В 


13. Показать, что Е уравнен1я 22рх-+49=0 будуть ращо- 


нальнЫми, если р= +, гд$ р, 9, К нфкоторыя ращональныя ко- 


личества 
14. Показаль, что есла дн бл-с=0 над бх-нс =0 НиВЮтЬ 
общ й корень, то (ис—ас')*=(а’6—аб )(’е— СЪ). | 
15. Еели х будеть дфйствительная величина, то доказать, что 
2% —7 
р. —9д— о 
16. Если р больше единицы, тогда для воЪхъ РНР 
2“— Эл“ р— 2—1 


——5 заключается иеж Ш 
ао хнр? ы. 2—1 р 


= 
не можетъ ить дъйствительнаго значен1я между. ти В 


значенй х выраженше — 


ГЛАВА ХХШ. | 
_Совыфстныя уравнешя второй степени. 


336. Теперь мы дадимъ н$сколько прихёровъ совмфетныхь урав- 
нен!й, въ которыхъ одно уравнен!е или болфе можетъ быть выше, чёмъ 
первой степени. При рёшен1и такихъ задачъ употребляются разные 
искусственные премы, надлежащее умфнье пользоваться которыми 
можно пр1обр$сти лишь путемъ упражнения. 

1) Положииъ, что даны уравноня | 


2—9*=11, ху=80. 
Изъ второго уравнен1я находимъ у=20—5; подставимъ это въ 
первое, тогда получимъ 


ТО СОВМЕСТНЫЯ УРАВНЕН!Я 


_ 2—9(20—2)*=171; 

слфдовательно —1*80%—300=71, 

а слфдовательно 12—804—=— 8171. 
Изъ этого квадратнаго уравненя мы получимь 1=13, или 67; 


тогда изъ уравнешя у=20—5 найдемъ соотвзтетвенныя значен1я 9, 
именно у=—'7, или — 47. 


2) Положимъ, что даны уравнен1я 
41—25, 24=19. 
ЗДЪСЬ _ 2+4" =95,. 

| 9ху=94; 

уе сложивъ ихъ, найдемъ 

| 22 хуу*=25—24=49, 
то-есть у (24)*=49, 
слдовательно — — и-ну=-ЕТ. 

Подобныиъ-же образомъ, вычитая, найденъ 

(1—9) =25—24=1. 
слфдовательно д—и=-1. 

Теперь намъ придется раземотр®ть четыре лучая, именно: 
ду=Т1, ду= 1; ху=—Т, ху 1 
ху=1, х—у=—1; ду=—1;, т д=—1{. 

 Рёшивъ эти простыя уравнен!я, мы получимъ окончательно | 
д=—-3, у=--4; или д=4, у==-ЕЗ. 

3) Положимъ, что даны уравнентя 

2у*—4ху 31° =11, 9 416. 
Пусть у=0х, и подетавимъ это въ 06а уравнен1я; тогда 
м 22(2%5*—40-+3)=17, 2" (0—1 = 16; 
поэтому, раздфливъ, найдемъ 
20"—40—3 _ а 


9—1 — 16’ 
слфдовательно 324*—64%0-—+48 =17%0*—11, 
то-есть 1592—645-+65=0. 


„ 


; 5. 13 
Изъ этого квадратнаго уравненля мы найдемъ. о—5 или Возь- 


| а 16 | 
немъ первое значен!е 9; тогда 2“ = г =% слфдовательно 
д=—3 и у=ух=--5. Взявъ залмъ второе значене %, мы будемъ 
В 25. 5 18 
иИЪТЬ 2“= 9; ыы и==-— и‘/= Е. 
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Употребленный здЪеь искусственный премъ можетъ быть удобнымъ, 
когда члены, заключающие неизвЪстныя количества, составляютъ въ каж- 
домъ уравнен1и выражен1е однородное второй степени. (Смотри ст. 24). 


4) Положимъ, что даны уравнен1я 
ху —6у*=24, 1+3 ху—10у*=32. 
Пусть у=9х; подставимъ это въ 06а уравнен!я и раздфлимъ ихъ другъ 


Ба друга, тогда 
130—105 _ 92 4 


]-+ 2— 65" 04° р 
слфдовательно . 69*—5Бу-+1==0. 


1 1 | 
Изъ этого квадратнаго уравнев1я мы получимъ 0—5 или -.. эна- 


1 
_Ч46н16 0—- окажется невозножнымъ, потому что оно приводить къ не- 


допустимому выводу 2*Ж0=24. Дфйетвительно, уравнен!я изъ кото- 
рыхъ получены значен1я ©, могутъ быть написаны такъ: 


12(1—9%)(1-+3%)=24; 2°(1—9%)(1-+5%9)=39; 
& отсюдамы видимъ, что значен1е у, найденное изъ уравнен1я 1—20=0 


не приложимо, и что такимъ образомъ мы должны взять ТОЛЬКО 
]1+39 24 | 


1-+50 39 
Тогда (1—5 )а--)=24; 


слфдовательно 12’=36; а потому х=-6, и у=-Е2. 
5) Положимъ, что даны уравненя = 
ду=а, 2—=65°. 
Раздфливъ одно на другое, найдемъ 


1 
‚ что дасть о=-. 


д’у’ _ р? 
дну а’ 
5 
3 4 
то-есть д—у+ау —2у +у =>, 
| р? 
ИЛИ “у —ау(а--у)нжу=о. 
А такъ какъ 2++у— 0, 


2?" =а— 25; 
то НЕ у 949]? = (а* —2ау)—а. —40’ ху 45"; 
откуда 2“ =а дату 92“ 4". 
Подетавивъ значення ху“ и ху, мы получимъ. 


6 
а^А—Ча?ду-+92у*—у(а— ху? Ре 
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5 


то-есть 52°? — Баху +0 


Мы ножемъ получить этотъ результатъ также и другимъ путемъ. 
Можно показать, что 
а? =а-н г-н 5ху(а-ну*)-+1024*(х-ну): 
такимъ образомь  @—06°=52(23-н у“) 10427"; 


И аз =а°--у*--329(х-—=у) 
—4:°-+ + Заху; 

слфдовательно 48—65 =5521(% —Зату)-+ 109.572, 

или `5ч2у? — Базху = 95 —аг. 


Изъ этого квадратнаго уравнен!я мы можемъ найти два значення 
ху; пусть с будетъ одно изъ этихъ значен1й; тогда мы будемъ имть 


д +у=а, ху=с; 


итакъ | А-а у=а”—4с, 
то-есть (х—9)*=а— 46; 
поэтому —у=И (92—46). 


Тавимъ образомъ, Зная +у изу, мы непосредственно ноженъ 
найти значен1я хи у. 

Можно поступить еще такъ: Положииъ 7—9==2; тогда, тавъ какъ 
х--у=а, то мы ри 


1 
— 5(а+2) у— 5(@—2). 
Подетавимъ во второе изъ данныхь уравнений; тогда 
к! 


олфдовательно Ба2*“-+- 10382? =1660*— 


Изъ этого квадралнаго уравнен1я мы можемъ найти 2’, и сл$дова- 
тельно 2, то-есть 2—9; а сяфдовательно 2 и У. 
_ Вояьшое ЧИСЛО ТакИХЪ прим$ровъь можно найти въ глав$ У. 


Прим$ры совм стныхъ уравнен!Я второй степени. 


1. 422+-79*=148, 32* — у=11. 


1 1. 
2. 1+у=100, ху=2400. 3. жну=4, И 
4. х-у==1, 24-9" =34. в. 7—у=19, ду =14. 
м #—ф ‚ _Ж--ЗУ _ р 2_ ВЕ > 
6. и 5 —4, 9 рн _Т. ху“ =65, ху=28. 


1 
8. ху=1, 31—5у=2. 9. ао ду=2. 


‚ 2“ у*=8, Е 
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д2-ду—-29*=174, Э‘--Эхуу’ =13. 
1 1 14 


5 2ИЗУ=ЬТ фН-= 


9 45” 


‚ х--3ху=54, ху 4*=115. 

‚ лу =15, Фу—9*=2. 

‚ Аду 4 =6, 31+ 892 =14. 

‚ Ау =12, 2У— 94? =1. 

‚ ”—ду-ну=21, 4—251-+15=0. 
‚ 2—4у=9, лу+2у*=3. 

‚ 112—87у=159, 5х-—9у=1. 


1—9 лу—“ =1, _2+у=2. 


| 9 д+и о р 
’. 0.19—0.1255=у—2, У—0.55=0.154у— 5х. 
. 0.320.125у=31—9, 3%—0.5у=9.95ау-н3у. 


у*— 4ту-201“= 3у— 2641=0 
5у*—-38ж9-= 24'—12у9+10565=0)` 


‚ дну=х”, Зу—д=у". 


Эа има 
2 °’ _ 4 


Чи 


‚ 4(х-ну)=3ху, худ? -у"=26. 


д—у=2, 23—у=8. = 30. х+у=5, 23+ —65. 


‚ ну=1Ь Хх *+у—1001.. 32. ху(л-+у)=30, х°-—Ну’=35. 


2 2 


| нат 18, 2+у=19. — 34. ж+у=18, 2348—4914. 


А 7. 
оный, ТЕЗ 
у @Х д 9 4 
2(#-ну)=80, ни, 
1 5 
. & + 12—90. — —= о У 
. Я "у ах, и *—бху-—1. 


1 


5: 40. хну=4, ху =82. 
у 
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7—9 


, (3— 
у—Е- 
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—3093, х—у=83. 


т) бе — — 82, ху—9. 


„2—1 =19, х—ху+ку=4. 

„ Р—у+у*=7, “у =138. 

‚ уу" =49, 2-22?" =931. 
д уу = 84, да-- 17792 —49. | 
. 2(12—2у)=9(49—3), ху(у+4х—2у)=12(@&-ну—3). 


д-ну--И (ху) =14, ну ху=84. 


9. гу ув) Т, 2+9 'у—133. 


‚ ж+у==19, у РР 6. 
С ИЫНЕ ы] д—у=1. 


‚ 2'--у* —=141^у*, х-у=—а. 


0) | | 
| ДНУ=а-Нб. 
ад фу — в © 

фх у _@--6 ху 


==———, : = = 9. 


| уе аа 2 а Ь 

‚ 2—У==а, 4—4? =6°. 

5 И (у) И (7—У)=2у, фу. 

„ За (а-ф)л--у“ =абл“-2абу, абх + (а-5) у= 


5 З/ (ай —у")нзу=1, 


у 


——— =. 


. жну=а/ (ху), В 
- И @--у) +И (2—9) 


и д ВЕ 
ду=10, и у -` 
.Из—Иу=ЗИ (#9), +у=20. 
2(х—) 22 34 
) фи) +9 / (ж—и) = ^^, а. 
у 
.И (3-22?)-+3у=8, За -НИ (5-4) =9. 
9] а 6 | 
=, = — 
б х 94 
—/=9а*, ду=5* _ 59. зну=а, пу =. 


=Иа, И (а*-ну*)-+И (#—у)=5. 
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1 9 

(м + у? —6°\* на у? \? 
ве Ве ий ее К на) = гу 
70. хе-ну? а уху —9(2°-93)=5. 
в х 4 д 2 

‚ ур=бе, —==1, ——=|, 
Т1. у2=0с, о ар" в 
12. ра. 2,3 


Е" 9 В ити 8%--Зу=5. 
73. РР РР к 

и, 4 г 9 
14. гуг=а’(уг)=Ь(е-нх)=с*(#-+у). 
75. ни Зе-ы 22-42 == 


1 И: в мк 
16. < (2+ =) = = (з ==) в х—у2=15. 


11] 
ТТ. хж+нуна=б——ф——= 
ду 2 
18. ду 2—2 = дну =1. 
79. х(х-ну-н2)=а?, у(хну-н2)=0*, 2(хну2)== с". 
80. хунуг--уг=26. = 
ху(х-ну)-ну2(у-г)-н2х(2-=х)=163, 
2(1°--у“)-+у2(у-н2\--2(2^-2*)=538, 


7 
о? = [. 
2 


ГЛАВА ХЖУ. 
Задачи, приводания къ квадратнымь уравненямъ. 


347. Рёшимъ теперь и изслфдуемъ н%которыя задачи, приводящия 
къ квадратнымъ уравненямъ. 


Крестьянинъ продалъ лошадь за 24 рубля, причемъ оказалось, что 
онъ потерялъ столько процентовъ, сколько ему стоила лошадь. Узнать, 
сколько онъ самъ заплатиль за лошадь. 


Пусть х будетъ цфна лошади въ рубляхъ; крестьянинъ теряетъ 1 
р съ каждыхь 100 рублей, поэтому вся его потеря будеть 


ыы т, то-вбть 5; НО эта потеря съ другой стороны равняется 


т 100’ 
д—24; такинъ образомъ 
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р. 


| 1009; 
откуда 12—100%=-2400, 
И _  2*—1005—(50)*=2500—2400=100, 
откуда #—50 =--Е10, 
и. ф—=60 пли 40. 


Итакъ, мы можемъ заключить, что лошадь стоила или 60, или 
40 рублей, потому что каждое изъ этихъ чиселъ удовлетворяетъ усло: 
в1ямъ задачи. 


348. Разложить число 10 на дв части, чтобы произведене ихъ 
было равно 24. 

Пусть х означаетъь одву изъ частей, тогда 10— будетъ ругая 
часть, селЪдовательно 


| 2(10—4)=94, 
откуда д—10%-=—94 | 
И 22—10555° =25—24=1, 
слфдовательно 2—5 ==], 
И %=—=4 или 6. 


Здфсь хотя 42 можеть имфть то или другое изъ двухъ значенй, но 
существуеть только одинъ способъ разложен!я 10 на дв части такъ, 
_ чтобы ихъ произведен1е равнялось 24; одна часть будетъ 4, а другая 6. 


849. Торговецъ купилъ овецъ на 80 рублей; если бы за т5-же 
деньги онъ купиль 4 овцами больше, то цфна каждой изъ нихъ была- 
бы рублемъ дешевле. Найти, сколько торговецъ купилъ овецъ и сколько 
‚ стоила каждая ИЗЪ НИХЪ. 


80 
Пусть х означаеть число овецъ; тотда ее будетъ цъна ой ИЗЪ 
нихъ въ рубляхъ. Если-бы торговецъь купилъ четырьмя больше, то цфна 


ы к. _ 90 а 
каждой изъ нихъ была-бы Ри рубл. такимъ образомъ по услов!ю 


8080 

| ха а 
слфдовательно 80%—=80(%-+-4) —2?—4х, 
откуда | о щ л)--4д==390, 
и +4249? —=320-+4=394, 
отсюда — | д = 18, 
и д=16 или —20. 


дВсЬ 1 возможно допустить только положительное значене 2, и та- 
кимъ образомъ число овецъ будетъ 16, а цфна каждой изъ нихъ ор. 
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При р$шеши задачъ, какъ въ этомъ прим$рЪ, могуть иногда полу- 
чаться результаты, несогласные съ сущностью предложеннаго вопроса. 
Размышлен1е показываетъ, что алгебраическй способъ выражентя го- 
_раздо общие обыкновеннаго языка, такъ что какое-нибудь уравненте, 
представляющее услов1я данной задачи, можеть выражать также и 
друг1я услов1я. Опытъ уУбБдитъ читателя, что всегда возможно вы- 
брать такое рфшене, которое принадлежитъ р$шаемой задач, и что 
иногда можно будетъ, изизняя надлежалщимъ образомъ выражен1е пер- 
воначальной задачи, составить новую, соотв тствующую тому р$шеню, 
какое оказывалось неприложимымъ къ первоначальной задачЪ. Такъ, въ 
настоящемъ случа» мы могли-бы предложить слфдующее видоизм ненте 
первоначальной задачи: Торговецъ купилъ овецъ на 80 рублей, еели- 
бы онъ купилъ ихъ четырьмя меньше, то зна каждой была- бы руб- 
лемъ дороже. Найти число овецъ и цфну каждой овцы. 

Пусть х предетавляеть это число; тогда по условю вопроса мы 
будемъ имЪть 


Мы найдемъ, что корни этото уравнен1я дуть 20 н —16: Такимъ 
образожъ число 20, бывшее въ предыдущей задач$ отрицательнымъ, а 
потому не ин В ШИЫЪ смысла, является теперь вполнф возможными от- 
вВЪтомъ на вопросъ. 


_ 350. Найти такое число, чтобы удвоенный квадратъ его,  сложен- 

НЫЙ съ утроеннымъ этимъ-же числомъ равнялся 65. 

Означимъ искомое число буквой 2; тогда по услов!ю вопроса 
2423д=65. 

Легко найти, что корни этого квадратнато уравнен1я будутъ 5 и 


13 . . | 
—ъ. изъ которыхъ первый удовлетворяетъ услов1ю вопроса. Съ и лью 


истолковать значен1е другого корня, замфтимъ, что если мы капишенъ 
—2 вифето х, то уравнен1е обратится въ 


22"—3%=65; 


| | 13 | н 
& корни этого уравнентя будуть 5 и —5, какъ это можно найти пу- 


13 
темъ пробъ или пользуясь правиломъ ст. 840. Сл5довательно о 61- 


деть отв$томъ на новый вопросъ, именно: Найти такое число, чтобы 
удвоенный квадрать его, уменьшенный утроеннымъ искомымъ числомъ 
равнялся бы 65. 


351. РаздЪлить данную линю на дв части, такъ чтобы удвоен - 
ный квадратъ, построенный на одной части, равнялся. прямоугольнику, 
построенному изъ цфлой лини и другой части. 


Алгебра. 12: 
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Пусть 4 означаетъ длину прямой, а х длину одной изъ ея частей; 
тогда а—4 будетъ длина другой части; такимъ образомъ по услов!ю 
вопроса, | 


сдфдовательно нах =а”, 
Я | „2. 9 _@_ 
А 
| ИН а\° 9 09? 94а’ 
Затзмъ ити (т) т ЕТ 
2-4 16 16 
отеюда = аль ой 
о 
( 
Я У о ИЛИ й) 


( 
ЗдЪсь искомая длина есть р Отрицательный отвфтьъ указываетъ на 


сл5дующую задачу: Продолжить данную прямую такъ, чтобы удвоен- 
ный квадратъ, построенный на продолженной части, равнялся прямо- 
угольнику, построенному изъ данной лини и изъ той, которая образо- 
валась изъ данной и продолжен1я ея. 


352. Въ данныхъ до сихъ поръ примрахъ оба корня квадратнаго 
уравнен1я прилагались къ данной или къ видоизм$ненной задачь, ко- 
торую легко было составить. Однако часто можетъ оказаться, что только 
одинъ корень прилатается къ данной задач%, а для другого нельзя бы- 
ваетъ подыскать никакого доступнаго пониман1ю объясненля. 


353. Могутъ быть даны и таюя задачи, которыя. заключають 
больше ч$мъ одну неизвЪстную величину, и такияъ образомъ намъ при- 
дется имфть дфло съ совместными уравненями. Падимъ одинъ при- 
иръ такихъ задачъ. 


Аи ВБ продали пшеницы на 227 р. 20 к. Б продалъ четырьмя 
четвертями больше, ч$иъ А, аесли-бы онъ продалъ столько-же, сколько 
А, то выручилъ бы за это ‘80 рублей; между т$иъ какъ А получилъ- 
бы 134 р. 40 к, если-бы продалъ столько, сколько ВБ. Найти, сколько 
продалъь каждый и опредфлить цфну, по которой они продавали четверть 
пшеницы. 


Пусть 2х означаетъ число четвертей, проданныхь А; тогда х-+4 
будетъ число четвертей, проданныхъ Б; положимъ, что А продаетъ 
свою пшеницу по двуривенныхь за четверть, а БЫ—по 2 двугри- 
венныхъ за четверть; тогда, такъ какъ цфна проданной пшеницы рав- 
няется 1136 двугривеннымъ, то мы получимъ 


лу—=(х—4)2=1136 . . .. х в вы 
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_ ли-бы В продалъ столько, сколько А, то онъ получилъ бы 400 дву- 

гривенныхъ, итакъ 

| 28400. .„. . ч %„ ‚с. с « (2) 

Подобно этому и (х+4)у=6172. (и... (3) 
Изъ (3) мы получаемъ у— 672—4у п, ПОДСТавивъ это въ (1), 


найдемъ 
672 —44-+100-+42=1136; 


слфдовательно 4(2—4)=64 
И | 2-5 = 16 54 во м к (4) 
Изъ (2) мы имфемъ ы 
_ 400 
мя 
672 
а изъ (3). к, 
400 672 
поэтому ——=——— 4, 
2 у 
ли о а и 60 
2 - у 


Теперь мы можемъ найти у и 2 изъ уравнений (4) п (5). Подста- 
вимъЪ въ (5) значен!е 2 изъ (4); тогда 


100 168 =. 
у+16 У 
елфдовательно 100у=168(у-+16)—(у°— 164), 
откуда у?—529—92688 —=0. 


Изъ этого квадратнаго уравненя мы найдемъ. что у=84 или —32; 
послфднее значен!е должно быть отброшено. Итакъь 2=100 и т=—4, 
т. е. 4 продалъ 4 четверти по 16 р. 80 к. за четверть, а Б продалъ 
о четвертей по’ 20 рублей за четверть. 


Прим$ры задачъ. 


1. Найти так1я два числа, чтобы сумма ихъ а 39, а суцма 
ихъ кубовъ была-бы. 17199. 

2. Н%которое число составлено изъ произведен1я трехъ посл дова- 
тельныхь чиселъ. и если раздфлить ето на каждое изъ нихъ п00че- 
редно, то сумма частныхъ будеть равна 47. Найти это число. 

3. Длина прямоугольнато поля превы шаеть его ширину на 3 фута, 
площадль-же его равна 2667 квадратнымъ саженямъ безъ 3 кв. ыы 


Найти длину и ширину поля, м 
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4. Гребды въ лодк$ спускаются на 3'/, версты внизъ по р%к% и 
возвращаются назадъ черезъ 1 часъ 40 минутъ; предполагая скорость 
теченля р$ки въ 2 версты въ часъ, найти, съ какой скоростью при т%хъ- 
же условтяхъ лодка могла-бы двигаться въ стоячей водф$. 


5. Сельскай хозяинъ желаетъ загородить прямоугольный кусокъ 
земли, содержащий .43832'|, квад. футовъ, 176-ю плетеными щитами, 
длиною каждый по 6 футовъ. Сколько щитовъ придется поставить ему 
на каждую сторону? 

_ 6. Н$кто снимаетъ извЪфетное число десятинъ земли за 672 рубля; 
четыре десятины обработываетъ онъ самъ, остальную-же землю сдаетъ 
другимъ, беря за десятину 4 рублями дороже, чВмъ платить самъ, и 
съ этой части выручаетъ сумму, которую онъ илатитъ за всю землю. 
-Сколько десятинъ онъ снимаетъ? - 


1. НЪкто купиль овецъ на 280 рублей, изъ которыхъ двф пало, 
а остальныхъ онт перепродалъ, взявъ по 4 рубля прибыли на каждой 
овц® и заработавь на всемъ этомъ длф 8 рублей. Найти, сколько имъ 
было куплено овецъ. 


8. Прямая лия ла ^^ _ дБлена пополамъ и продолжена; 
найти, на сколько НУЖНО ее продолжить, чтобы прямоугольникъ, по- 
строенный изъ одной половины этой линйи и другой половины, сложен- 
ной съ продолжентемъ, Ин квадрату, построенному на продол- 
женной части. 


9. Произведене двухъ чисель равно 750, а частное отъ раздфле- 
ня одного на другое равняется 3'|з. Найти эти числа. 

10. Господинъ послалъ слугу на рынокъ купить на 48 копБекъ 
апельсиновъ. Такъ какъ слуга самъ съфлъ пару изъ нихъ, то анель- 
сины обошлись господину за десятокъ на 8 коп$екъ дороже противъ — 
рыночной цфны. Сколько апельсиновъ долженъ быль получить госпо- | 
Динъ за 48 копфекъ? 

11. Если-бы на 48 копфекъ можно было купить о яйцами больше, 
чфмъ сколько на нихъ даютъ, то дюжина яицъ стоила-бы 4 копфйками 
дешевле. Сколько стоить дюжина яицъ? 


12. За шиллингь можно получить баварекихъ крэйцеровъ ’6-ю_ 
больше, чёмъ аветрАйскихь крейцеровъ; а 15 авотрИйскихъ крейцеровъ. 
стоять на ‘|, шиллинга дороже 15 баварекихъ. Сколько австрАйскихъ 
и баварскихъ крейцеровъ можно получить за шилливгъ? 

13. Найти два числа, сумиа которыхь равняется ихъ девятикрат- 
ной разности и произведеме которыхъ безъ большаго числа равно 
двфнадцатикратному большему числу, раздфленному на меньшее. 
| 14. Двое работниковъ были наняты за неодинаковую плату и по пс- 

течен1и извфстнаго времени разсчитаны. Первый получилъ 30 р. 72 Е., 
а второй, работавиий 6 днями меньше, получилъ 17 р. 28 К. Кели-бы 
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второй работалъ все время, а первый пропустилъ-бы 6 дней, то они 
получили бы поровну. Сколько дней работаль каждый изъ нихъ и по 
ме получалъ въ день? 


5. Общеетво, состоящее изъ н%еколькихъ челов%къ, и держало ВЪ 
И нфкоторую сумму денегъ. Если-бы людей было пятью больше 
и если-бы каждый изъ нихъ издержалъ 48 копфйками больше, то. всего 
пришлось-бы уплатить по счету 57 р. 60 к. А если-бы людей было 
тремя меньше и каждый издержалъ-бы 44 копфйками меньше, то имъ. 
пришлось-бы уплатить 23 р. 96 к. Изъ сколькихъ человЪкъ состояло 
общество и сколько издержаль каждый изъ нихъ? 


16. НФЕто купилъ на 1500 фунтовъ нфсколько англ йскихь же- 
лзнодорожныхъ акщй, номинальная стоимость которыхъ 20 фунтовъ, 
вЪ 10 время, когда учетъ на нихъ составлялъ извфетное число процен- 
_Товъ; & посл$ того, когда за нихъ платили столько-же процентовъ 
преми, онъ продалъ часть ихъ за 1000 фунтовъ, оставивъ у себя 
60 акций. Сколько акщй онъ купилъ и сколько платиль за каждую 
ИЗЪ НИХЪ{ 


17. Найти такое число, к вадрать `воторало, сложенный съ его ку- 
бомъ, равняется девятикратному а за, нимъ по порядку боль- 
шему числу. 


_18. Н%кто ии ет 8320 рублей, которые раздьтяеть на двф части 
и отдаетъ ихъ для приращев1я процентами не по одинаковой таксФ, 
такъ что 06% части даютъ одинаковую прибыль. Если-бы первая часть 
приносила столько-же процентовъ, какъ вторая, то прибыль на нее 
была-бы 230 р. 40 к.; а если-бы вторая часть приносила столько 
 процентовъ, сколько первая, то прибыль съ нея была бы 313 р. 60 к. 
Найти, по скольку процентовъ даютъ та и другая часть? 


19. Путешественникъ, которому пришлось профхать 56 англ- 
скихъ миль по желфзной дорогф, а остальную часть пути на лоша- 
дяхъ, зам тилъ, что въ пофздЪ онъ профзжалъ четвертую часть всего 
пути въ то время, въ какое на лошадяхъ проёзжаль 5 миль, и что въ 
моменть прибыт1я его на иБсто пофздъ долженъ уйти на 35 миль дальше, 
чё мъ онъ, отъ станщи, на которой онъ съ него слфзъ. Сравнить ско- 
роети $зды по желфзной дорог$ и на лошадяхъ и найти, сколько миль 
профхалъ путешественникъ на лошадяхъ: | 


‚ 20. А Фдетъ изъ Лондона ВЪ Йоркъ, а Б въ то-же время изъ 
Иорка въ Лондонъ, и оба Здутъ равном$рно. 4 дофхаль до Йорка че- 
резъ 16 часовъ, а В достигь Лондона черезъ 36 часовъ‘ посл$ того, 
какъ они вотрётились на пути. Найти, во сколько времени каждый 
изъ нихь совершилъ свое путешеств!е? 


21. Курьеръ употребляетъ 14 часовъ, чтобы изъ м%ета РАТЬ 
до мфета ©. Другой курьерь выззжаетъ одновременно съ первымъ изъ 
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мфста, лежащаго за 10 верстъ за Р, и достигаеть © въ то-же время, 
какъ и первый курьеръ. Второй курьеръ находитъ, что ему нужно на 
полчаса меньше времени, ч$мъ первому, чтобъ  прохать 20 верстъ. 
Найти разстояне © отъ Р. 

22. Два путешественника 4 и Б одновременно выфзжаютъ одинъ 
изъ мфета Р, а другой изъ ифета © и Фдутъ на встрфчу другь другу. 
При встрфав ихъ оказалось, что А профхаль 30 верстами больше, 
чВмъ В и что 4 дофдетъ до © въ 4 дня, а Б дофдетъ до Р въ 9 дней, 
считая отъ момента встрфчи. Найти разстоян1е между Ри О. 

23. Сосудъ наполняется водою посредствомъ двухъ трубъ; чрезъ одну 
изъ этихъ трубъ сосудъ можетъ наполниться двумя часами. скорЪе, ч$мъ 
чрезъ другую, а чрезъ об$ трубы онъ наполняется въ 11 часа. Найти, 
ВЪ какое время наполняется сосудъ каждою трубою отдфльно. 


_24. Сосудъ нужно наполнить водою посредствомъ двухъ трубъ. Пер- 
вая труба остается открытою впродолжен1е трехъ пятыхъ того времени. 
которое требуетъ вторая труба, чтобъ наполнить сосудъ; посл$ этого 
первая труба закрывается, а вторая открывается. Если-бы 00$ трубы 
оставались одновременно открытыми, то сосудъ наполнилея-бы 6 часами 
скор%е, и чрезъ первую трубу влилось-бы двф трети того количества 
воды, которое доставляетъ въ то-же время вторая. Во сколько ‘времени 
наполняютъ сосудъ та и другая труба отдфльно? 

25. Извфетное число рабочихъ могутъ переносить кучу камней изъ 
одного мфета въ другое въ 8 дней. Если-бы рабочихъ было на 8 чело- 
в%къ больше, и каждый изъ нихъ могъ-бы поднимать въ разъ 5 фун- 
тами меньше, то переноска заняла бы Т часовъ. Но если-бы рабочихь 
было 8 человфками меньше, а каждый могъ-бы поднимать 11 фунтами 
больше, то работа была-бы окончена въ 9 часовъ. Найти число рабо- 
чихъ и вфсъ ноши, которую переносиль каждый изъ нихъ каждый разъ. 


ГЛАВА ХХУ. 


Воображаемыя выраженная. 


354. Хотя квадратный корень изъ какого-нибудь отрицательнаго 
количества есть символическое указан1е невозможности дЪйств1я, однако 
так1е квадратные корни часто употребляются въ математическихъ 
изелфдоватяхъ при услови нЗкоторыхъ допущений, которыя мы теперь 
и объясним. 
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355. Пусть @а означаетъь н$которое дЪйствительное количество; 
тогда квадратные корни изъ отрицательной величиныр—а@* выразятся 
по обыкновенному означеню чрезъ -Н/ (—а?). Но —@^ можно раз- 
сматривать какъ произведен1е 4” на —1; такъ что если мы предпо- 
ложимъ, что квадратный корень изъ этого произведен1я можетъ быть 
составлень такимъ-же образомъ, какъ если-бы оба множителя были 
положительными, т. е перемноженень корней изъ каждаго множителя, 
то квадратные корни изъ —@” могутъ быть выражены посредетвомъ 
-а/ (—1). Итакъь мы допускаемъ, что выраженя НИ (—а?) и 
-а/ (—1) равны между собою. Такимъ образомъ въ нашихъ изелфдо- 
вашяхъ мы будемъ употреблять одно только воображаемое выражен!е, 
именно |/(—1). 


_356. Положимъ, что мы иифемъ выражене «+ В/(— 1), гд% хи В 
нзкоторыя В йствительныя величины. Можно сказать, что это выра- 
жене состойтъ изъ дъйствительной части х и части воображаемой 
В” (—1), но благодаря присутствшю послФдней мы будемъ смотрфть на 
все выражен1е, какъ на воображаемое. Вогда В равно нулю, членъ 
Ви (—1) считается уничтожающимся; на это можно смотрЪть кавъ 
на другое допущене. Если © и я оба равны нулю, то все выражене 
уничтожается, но неиначе. 


357. При сдфланныхъ выше допущен1яхъ и еще при дополнитель- 
номъ допущен1и, что таке члены, какъ В” (—1) могутъ подчиняться 
обыкновеннымь нравиламъ для алгебраическихь преобразованй, мы 
можемъ доказать, какъ сейчасъ увидимъ, нзеколько предложенй. 


358. Чтобы два воображаемыя выраженя моли быть равны 
между собою, необходимо и достаточно, чтобъ были равны дтъй- 
ствительныя ихь части, а также и коэффищенты при |/ (—1. 


_ ДЪйствительно, полОЖимЪ, что 
ав —1=у- 5—1; 
тогда, по перестановк$ членовъ, будемъ имфть 
(а-—т)-+(В—6)/—1=0 

и тогда по ст. 356 хи =0иВ-5=0, то-есть &==у и В=5. 

Такимъ образомъ уравнен!е 

е--ВиИ (—-1=у-5/(-1) _ 

можетъ быть разсматриваемо, какъ символическое представление 06255 
равенствъ &==‘у п В=5 при помощи одного, 


359. Возьмемь теперь два воображаемыхь выраженя и-+-В/ (—1) 
и 1+5//(—1) и составимъ ихъ сумму, разность, произведене и 
частное. 


Сумма ихъ будетъ и (8-5) (1 
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Если второе выражене вычтемъ изъ перваго, то остатокъ будетъ 
«—\-+(В-8)И (—1. 
Произведене будетъ 
а--ВИ( ПН-ВС ед вов (0 
потому что И(С-ПЖи(—1), во предположен1ю, равняетея—1. 
Частное отъ дфлен!я перваго выражен1я на второе будетъ 
и--8//(—1) 
ее 
Это можно представить въ другомь вид%, умноживъ числителя и 
знаменателя на у—5/ (—1); тогда новый числитель будетъ 


о 88--(Ву—а8 и (—1); 

а новый знаменатель /2-+5?; слЪдовательно 
а-- ВИ (—1) _ у 88 Ву—а8 
у (—1) 125 18 

360. Дадимъ теперь примфръ того, какимъ путемъ воображаемыя 


выражен!я могутъ проникать въ Алгебру Положимъ, что намъ нужно. 
и ние 1`=1. Мы можемъ писать это уравненте такъ 


2—1 =0, 


—э— =/ (— 10). 


ИЛИ въ видф произведеня 
(2—1 (а-нх-- Г) =0. 
Такимъ образомъ, чтобы удовлетворить предложенному уравнен!ю, 
мы должны положить или 7—1 =0, или 7 х1=0. Первое услов!е 
даетъь х==1; второе-же мы можемъ написать такъ 


_ --д=— 
лФ до а: ЛЬНО ине) —1=-1 
слъдователь ит О т. 
| 1 / 3 
Слфдовательно и =+ ( - == Ви (—1). 
| 1. ИЗ. 
И наконецъ | ри (—1). 


Такимъ образомъ мы заключаемъ, что если одно изъ послфднихъ 
воображаемыхъ выражений будеть возвышено въ кубъ, то результать 
долженъ равняться единице. Это можно повфрить. Возьмемъ наприизръ 
верхн!й знакъ, тогда 


иски 


=) УС о ЗИ |. 
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о 
Кис Нисо-Аи 
(= 5): |2 ик = ( ) {-4)-= 
РУС = и АИС 
т 


—— хе = АЗ. 


Итавъ, результатъ РА. равенъ единицз. 
Бели 23 =1, то мы имфенъ х=(1)8; такимъ образомъ оказываетея, 
что существуетъь три кубичныхь корня изъ единицы, именно | и 


ИХ: 
ИС. 


361. Въ статьф 337 -мы вид%ли, что квадратное выраженае 
ах-фи-нс всегда тожественно равно съ а(#—7)(%—а), $ ри9д 
корни уравненля ах’ вле =0. Если корни будуть мнимые, ори 
_будутъ вида я-ЕВ/ (—1); и мы будемъ тогда нить 

_ а-финенаа--фя— ВИ (-1)}52— а ВИ(—1}: 

Здфеь не представится никакого затруднен1я, если мы вопомнимъ 
то услов!е, что обыкновенныя алгебраическ1я дёйств1я распространяются 
и ‘на членъ В//(—1). ДЪйствительно, вторая часть предполагаемато 
нами тожества будетъ 

а}(2—.)*+В*|, то-есть а/2*—2 а + ава], 


% изъ значен1й хи В мы имфемъ 
р 2 2 
Ва=—— И НВ" =Ь— 
такимъ образомъ вторая часть тожественно равнз первой. 


_ 362. Два воображаемыхъ выражен!я называются сопряженными, 
если они различаются только знакомъ коэффищента при |/ (—1). Тавъ 
“В /(—1) их —3/(—1) будуть сопряженными. 


Отсюда сл$дуетъ, что сумма двухь сопряженныхъ воображаемых | 
выражен1й. будетъь дфйствительною; дйствительнымъ-же будетъ и ихъ 
произведене. Такъ въ предыдущемъ приифрь сумма равна 2, & в 
веден!е равняется “+В”. 
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363. Положительное значен1е квадратнаго корня изъ © “+В? назы- 
вается модулемо каждаго изъ выраженй 


а«—В/ (—1) и я—В/(—1), 
т. е. принимается за миру ихъ. Изъ этого опредзлен1я сл$дуетъ, что 
модуль какого-нибудь дЪйствительнаго количества есть численная вели- 
чина этого количества взятая со знакомъ -н. 


Чтобы модуль |/ (“+8”) могъ Уничтожиться, „необходино, чтобы 
и—=0 и В=0; въ этомъ случа выражен1я 


о-в /(—1) и “—В/ (—1) 
уничтожаются. И наобороть—-если эти выражен1я уничтожаются, то 
и==0 и В=0, а сл$довательно уничтожается и модуль. 


364. Если два воображаехлыхъ выраженя равны, то равны и ихъ 
модули. Однако не будетъ необходимо справедливымъ, что тая выра- 
жен1я равны, если равны ихъ модули. 


365. Модуль произведешя «--В/ (—1) и у-+8/ (—1) будетъ 
И (ху —В5) = (Ву-наб "1. (См. ст. 359). 


Но (ху —В5) "+ (Ву-на8)* = (вн В")(у--8); 
такимъ образомъ модуль этого произведен1я будетъ 
И (ан) ЖИ ("5"). 


Сл$довательно модуль произведеня двухъ воображаемихь выра- 
женай равенъ произведенио иль модулей. 


Отсюда слфдуетъ, что модуль частнаго двухъ воображаемыхь вы- 
ражен1й есть частное ихъ модулей. Это можно также показать, соета- 
ВИВЪ МОДУЛЬ ВвЫражен1я для частнаго, даннаго въ ст. 359. 


366. Часто необходимо бываетъ разсматривать степени отъ |/ (—1). 
Мы можемъ найти ихъ посл$довательнымъ умноженеиъ; такъ 


И-П =исЬ, иИС-Ый == | 
иИср=ис-орхисо=-фись, Иса 
Если мы захот®ли-бы получить степени выше в то снова 
_ пришли-бы къ выводамъ |/(—1), —1, —И(—1), 1. Такь что че- 
тырьмя, выше написанными форнулами мы можемъ выражать ВСЯЕЯ 
степени. ДЪйствительно, всякое цфлое число должно быть одного изъ 
четырехъ видовъ: 47, 4и-+1, 4п--2, 4п-+ 3, смотря потому, длится ли 


оно на 4 безъ остатка, или даетъ остатки, соотв$тетвенно равные 1, 
2, 3. Итакъ 


исдеь Исоен-ис, Ис 
ИСИ =ИС. 
367. Квадратный корень изъ всякало воображаемалю выраженля 
вида «+ ВИ (—1) можеть быть выражень въ такомз-же вид. 
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ДЪйетвительно, положимъ, что 
Ив —ени(у} 
тогда «ВИ (—П=—е-уи(—-ПР=а ужи (—1). 


Отеюда, по ст. 358, 
1°—у =“... . . (1), 


р ув ‹ ов (9) 
слфдовательно изъ (1) и (2) 
(убив, 
и тавимъ образомъ ен" = (“+ 8). . . (3). 
Изъ (1) и (3) получаемъ. 
и Ом 


Аааа /(а?+8) а] 
2 


откуда Ж==-Е у=—-Е 


| . $ 

Такь какъ значентя х и 9 предполагаются дфйствительными, то 
ху? есть величина положительная, п такимъ образомъ количество 
И (х*-8^) должно быть взято со знакожъ +. Й такъ какъ значен1е х 
ий у должны удовлетворять уравнению 2ху=В, то они должны им$ть 
одинаковые знаки, когда В будетъ положительная величина, и разные 
знаки при отрицательной величин В. По причин двойного знака. у 
выражен1й 2 и у, мы видимъ, что «--В/6—1) ‘имфетъ два квадрат- 
ныхъ корня, различающихся только знаками. 

_ 368. Предполагая, что о=0 и В=-1, мы можемъ изъ выражений 
предыдущей статьи найти корень квадратный изъ -|/(—1). Такъ мы 
получим 


1-+ИС В ПРЕ ны 6 ник | 
ИИС уз и Нино -Н-ИЕ В, 

Если положимъ 2“=—1, то получимь 2’=Н/(—1); а потому 

1 

_ а=-НИ !-Н/(—Т)}. Итакъ какъ 2“=—1, то мы имфемъ г=(—1)”. 

Тавимиъ образомъ здЪсь будетъ ке корня изъ —1, именно четыре 
—1 
Зыдижено, заключающяся въ -Е ВЕ ВЕ со 


Точно также существуеть четыре корня чтвертой степени изъ 1, 


Потому что если положимъ 2“=1, то найдетъ, что 2 =-+1, а 2= чит 
и г=-Н/(—1). Подобнымъ-же образомъ мы нашли-бы восемь корней 
восьмой степени изъ 1 или изъ — 1, и такъ далфе. 


Разные примфры. 
(2 р? 2 
р "тр нах —6)(а—с) 2 р— с) (6 = («—а) (с--6)` 
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2. Если — ск АР ———=0, то доказать, что 
105 16а * 
а—ф 6—се — ас =: +0 
аа Те та 
3: Показать что а с —5афе= 
# (@— 6) (6— с) (ес—а)ЦНа-ь +4, 
азс 24абе= 
(ас) —3}а(6—с)-нс(а— В), 
(а б-н с) —27афе= 
+ (ан 1е)(а— 6) (ф-не--7а)(6—с)*-н(е-на-- 16)(©—в)* 
9(аз-—+ 63-5) —(а-нв-не = 
(4а-+-45-- —6)*-+- (46. +4с-+-а)(6—с)’— (4 с+4а-—6)(е—а)?. 
°® 4, Доказать, что если а-нб-нс равно нулю, то и слёдующее вы- 
ражен1е такъ-же будетъь равно нулю 
0? 72 . С? 
ба фе Оса 96406 о 
5. Если квадратный корень изъ произведеня двухъ количествъ есть 
количество рап1ональное, то показать, что квадратный корень изъ 


частнаго, полученнаго отъ дфлен1я одного изъ выражевй на другое, 
также ращональное количество. 


6. Извлечь квадратный корень изъ пан -2(1—2*)/ 


. Выразить корни уравненя 2“—2а2? +-6*=0 въ видз сумны 
двухь иррац1ональныхь выраженай второй степени. 


8. Выразить корни уравненя 45 4 (1-2) а?" =0 ВЬ 
зидв суммы двухъ иррац1ональныхь выражен второй степени. 


9. Произведя дЪйств!е пизвлечен1я квадратнаго корня, найти зна- 
чене 7, обращающее въ точный квадратъ выражение 
“+62? 1142-- 83х31. 


.10. Показать, что если 2“ а2--ф’-нел-- есть точный квад- 
ратъ, то о коэффищенты его должны удовлетворять услов1ямъ 


86=а(46 —а”) и (46— а")? =644. 
11. Если значен1я 2, у, 2’, у’ всЪ будуть возможны и если 
1--2’-нуу’ = =Иа-ня--лу Ни НР 
то показать, что = и у=у.. 

12. Повазать, что уравнене | 
а25*(2—а')*-на^6(у— у’) (й-а’ у?—а?6*)(6° ха?" —а’ 6") =0 
равнозначительно съ двумя уравнен1ями | | 

— о вуу ху =0 и у’-—х а, 
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13. НЪ%кто продалъ лошадь за 157 р. 44 в., потерявъ при этомъ 
18 процентовъ первоначальной стоимости ея. Найти первоначальную 
стоимость лошади. 


14. Разложить число 16 на тавля три части, чтобы разность двухъ 
меньшихъ частей была квадратнымъ корненъ самой ббльшей изъ ча- 
стей, и чтобы разность двухъ большихъ была ак наименьшей 
части. 


15. Показать, что — и 
ИИ Е 
р | 


‚равно 2, если я есть кратное 3, и равно—1, если я будетъ всякое 
другое. {06 число. | | 


Р5шить слфдующ1я уравнен1я: 


16. о 22-3. 


ы 9х д 
и, 7 
19. 2—828-+1227+162—16==0._ | 
20. И (24.-—1)-5И (34—2)= Иаг—8)-+/ 62—49) 
_ 91. 5 Н/(е-на) 6-2 И («—«а)-нв} =а. 
_ 29. И(@а-—Иа {И (а—2)-Н/ а! =их. 


(, 
23. 1ну=а-б, ыы > 
Ч 


18. \ — —\(=—)= (#—1)(%—2\(%#—3). 


ах 0 бу _ (@+6)с 
аня Ву абс 


25. 6 (-— —# = 5 - 6 6 (=) 


24. — 


‚ ЯНУ=Сс. 


у ж/ 
--И И ео —2у)=абе(х-ну— 6). 
1_ 1. 1.1 9 
08. .. & нате 


(+ у)(а--х)==е-на—, 
(%--2)(1у)=а-+6—с 
она? -+-2*=3(а-+б-+ с). 
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ТЛАВА ХХУ. 
Кратное отношенте. _ 


369. Отношемемъ называется извфетная зависимость одного коли- 
чества отъ другого по величин, причемъ разсматриваетея, во сколько 
разъ одно количество больше другого, или какую часть одного коли- 
чества составляетъ другое, или сколько и какихъ частей одного коли- 
чества заключается въ другомъ. — | 


Такъ, сравнивая 6 и 3, мы замфчаемь, что 6 имфетъ извБетную 
величину по сравнен1ю съ 3, которое содержится въ немъ два раза; 
сравнивая еще 6 съ 2, мы видимъ, что 6 имфетъ друзую относитель- 
ную величину, потому что содержитъ въ себ$ 2 три раза, такъ что 6 въ 
сравнени съ 2 будетъ больше, ч$иъ въ сравнен1и съ 3. 


3710. Отношен1е а@ въ 6 выражается обыкновенно тзмъ, что между 
ними ставится двоеточ1е (&:6), причемъ © называется предыдущим 
членомь отношеня, а 6—посльдующимь ею членом. 


371. Отношенте изифряется дробью, числитель которой есть преды- 
душий членъ отношен1я, & аи — послюдуюиий членъ. Такъ, 


м%рою отношеня а БЪ р ‚буть :о ДЛЯ краткости можно говорить, что 


а 
отношенде а кз .Ъ равняется 5’. или есть -. 


+ 
372. Отеюда наоборот, когда - т а» 10 мы можемъ ре, что 


отношен1е а къ 6 равно отношеню с къ 4. 


373. Если обл члена отношеная помножить или раздълить на 
одну и ту-же величину, то отношете не измпнится. 


| 
та Ст (№ ст 135). 

314. Мы можемъ Мы а ИЛИ сколько ‘отношен1й, при- 
водя измфряющя ихъ дроби къ одному знаменателю. Такъ, положимъ, 


что ОДНО изъ нихъ будеть отношене. & къ 6, а другое — отношен!е С 


ЦЪйствительно, 


С: 6 ы `., еее Поэтому первое 
къ 0; тогда первое удетъ. ъ=та: а второе а: у пер 


отношен1е будетъь больше, равно или меньше второго, емотря по тому, 
будетъ-ли а больше, равно или меньше 6с. 

375. Отношен1е можетъ быть больше, меньше или равно единиц, 
смотря по тому, будетъ-ли предыдущий членъ больше, меньше или ра- 
венъ послздующему. 


КРАТНОЕ ОТНОШЕНИЕ. 191 


316. Отношене ни единицы уменьшается, в отношенде 
меньшее единицы увеличивается оть прибавлетя кь обоимь ео 
членамь одною какою-нибуд количества. 


( 
Пусть отношене будетъ $ и пусть составлено новое отношене при- 


бавлещемъь 2 къ обоимъ членамъ первоначальнаго отнощен1я; тогда 
ат . а 
= будеть больше или меньше -, смотря по тону, будетъ- ли 


ф 

(ант бо-нх 
ЕЙ больше или меньше, ч$мъ { ) 

6(5-2) (6+2) 

детъ-ли 6(%-+-х) больше или меньше 2(5-+7), азначитъ, смотря по тому, 

будетъ ли хб больше илг меньше 2%, то-есть смотря по тожу, будетъ- 


ли 6 больше или меньше 4. 


т.-е. смотря по тому, бу- 


377. Отношете большее единицы увеличивается, а отношене 
меньшее единицы уменьшается оть вычитаня изъ обошль ео чале- 
н0в% одною и тою-же количества. 1 


м 
Е И Пусть составлено новое отно- 


шен1е вычитанемъ х изъ обоихъ членовъ первоначальнаго отношен!я; 


Пусть данное отношен1е будетъ 


а—2 | у) 
тогда будетъ больше или меньше в. смотря по тому, будетъ-ли 


| 
ата 6 ыы 0-есть с по тому, будетъ- 
58— а. ольше или меньше а) ‚ то-есть смотря у, буд 


либ(а—42) больше или меньше о ив а значить, смотря по тому, бу- 
детъ-ли 6х меньше или больше ал или окончательно, смотря по тому 
будетъ-ли 6 меньше или больше а. 


578. Если предыдущ1е члены нфсколькихъ отношенй перемножить 
между собою, а также перемножить и послфдующе члены, то получится 
новое отношен1е, называющееся сложнымь отношен1емъ данныхъ. Гакъ 
отношен!е ас:64 называется сложнымъ отношеншемъ, пронсшедшияъ 
изъ отношений а:бис:4. 


379. Когда отношеше #@:6 умножается само на себя, то происхо- 
дящее отъ того отношен1е 0“: 6? называется иногда двойнымь отноше- 
нцемъ сравнительно съ отношенемъ & : 6; точно также отношене @3 : 63 
называется тройнымь сравнительно съ отношенемъ а: 6. Подобнымъ 
образомъ отношен1е а:6 называютъ иногда половиннымь по сравнен1ю 
съ отношен1емъ 4*:6*, и такъ далфе. Но таке термины теперь выхо- 
ДЯТЪ ИЗЪ употребления. ь 


380. Если посльдуюций члень первало отношеня. будеть преды- 
дущимь членомь. втторозо отнощеня, и т 9д., и мы составимь изъ 
такихь отношений сложное отношене перемноженемо ить, то 
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происшедшее оть тою новое отношене будеть равно отношению. 


первало предыдущело къ послюднему послюдующелу. 


Пусть мы имфемъ три отношеня именно @:6, 6:с, с: 4: тогда елож- 
ное отношен1е будеть @ЖЬЖе: В Жеха, то-есль а: 4. Подобно этому 
можно доказать предложенле, какое-бы ни было число отношений. 


381. Если отношене больше единицы, то отъ умноженя на 
него всякое друюе отношете увеличивается, а если отношене 


меньше единицы, то оть умноженя на нео всякое _оруе отно- 
‚ мене уменьшается. 


Пусть отношен!е 2: унножится на отношен1е «:6; сложное отно- 


шен1е будетъ ха: 96, и оно будетъ больше или меньше отношен1я а : 6, 
а а 
емотря по тону будетъ-ли Г больше или меньше -, т.-е. смотря по 


тому, будет ли 2 больше или меньше у. 


382. Если разность между предыдущимь и осльдуюииимь чле- 
нами отношетя будеть малою сравнительно съ каждымь изъ нилъ, 
то отношене квадратов ихь приблизительно можно получить 
удвоенлемь этой разности. | 

Пусть дачное отношенте будетъ (а-71):@а, тд х малая величина 
сравнительно съ @; тогда отношен1е  КВаДрАЛОВЪ предыдущаго и посл$- 
дующаго будеть (а’+2ал 17): а. Но х малая величина сравни- 
тельно съ а, и слБдовательно 2” или 2Жх также малая величина 
сравительно съ 2ажх и еще гораздо меньше въ сравнени съ «жа. 
СлФдовательно (4“ 242): 4”, то-есть а-25: & очень близко будетъ 
выражать отношен1е (ан): : @”. 

Такъ отношен1е квадрата 1001 къ квадрату 1000 будетъ весьма 
приблизительно равно 1002: 1000. Истинное отношен1е `будетъ 
1002.001: 1000, въ которомъ предыдущ!й членъ отличается отъ по- 
слёдующаго только на одну тысячную долю единицы. 


383. Отсюда мы можемъ заключить, что отношен1е квадратнаго 
корня изъ а-+-25 къ квадратному корню изъ а приблизительно равно отно- 
шеню 42 въ а, котда 2 будетъ малая величина сравнительно съ а. 
То-есть, если разность двухь величинь мала по сравнению съ каж- 
дой изь нить, то отношеме ижь квадратныхь корней приблизи- 
тельно получится, если возьмемь половину этой разности. 

_ Подобно тому, какъ въ ст. 382, можно доказать, что когда х мало 
сравнительно съ а, то отношенте +34 кь @& близко равно отношении 
(а=2)3 къ а, и4-+-42 КЬ @ близко равно отношен1ю (9-+-2)* : @ ит. д. 

Эти выводы могуть быть обобщены, когда читатель познакомится 
съ теоремой о биномъ. 


384. Дадимъ здЪеь одну. очень употребительную теорему, касаю- 
щуюся отношений. | 


‘Р 
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Е 
ра’ асп-нте" 


И АТЫ р гдф р, 9, ", ® кая угодно величины. 


няется ( 


Джйствительно, ПУСТЬ у-а--В тогда 
6 — 


| =, древе 
а потому р(6)"-н9( Ра ПН ( ЕТ)" = ра’-нос”-нуе", 


МЕ 
па Чт" о ее 
слЪдовательно Ё а а РТ ИМ 


Тотъ-же способъ доказательства можно унотребить, рр Получить 
е 
такой-же результатъ, когда ри или боле отношенй — т т | будуть _ 


равны. Нужно замфтить, что изтъ необходимости въ томъ, чтобы р, 4, 
’, п были только положительными количествами. 

Въ частномъ случаз мы можемъь положить #=1, тогда найдемъ, 

ас е ране 

что каждое изъ отношений ==-===—; равно -—————— 

Бат ЕР 

болфе частномъ случа мы можемъ положить р=9=7, и тогда каж- 
асе 


$--9-Р 
385. Положимъ, что мы имфемъ три неизвфстныя величины 2, у, 
2, связанныя между собою двумя уравнешями 
ах-нфунса=0, хуже а=0; 
этихъ уравненй недостаточно для опред$лен1я нензвфстныхъь величинъ, 
Но съ помощью ихъ можно будетъ опред$лить отношенля, существую- 
ш]я между этими величинами. Д\Ъйствительно, умножимъ первое урав- 
нен!е на с’, а второе на с и вычтемъ; тогда получимъ 
(ас'— а’с)х-н(6е' —6'в)у=0; 
7 у 


4% ПОТОМ о ‘ 
у | ф'— Ве са-—са 


4 и 


дое изъ данныхь отношенй равняется 


Умножимъ еще первое уравнене на 0’, а второе | наби вычтемт,, 
тогда ри точно. также 
и, 2 


ес аб-аь 
Итакъ мы можемнъ писать полученный выводъ въ сл5дующемъ видф:. 
ао у | 2 
с’ бе'—Ь'с ива —а9’ 
Алгебра. "в 3 13 
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Этоть выводъ очень важенъ, и его слфдуеть внимательно замфтить: 
знаменатель второй дроби можеть быть выведенъ изъ знаменателя пер- 
вой, а знаменатель третьей изъ знаменателя РНЕ По мин объяс- 


ненному въ ст. 211. 
_Означимъ величину каждой изъ этихъ робей буквой К; тогда. 
= Ис — 6’), у=Е(са’-— с’), 2=Е("-—96). 
Положимъ теперь, что мы имфемъ также ‹ третье ой содер- 
жалщее неизв5етныя 2, у, 2; тогда, подетавивъ въ него приведенныя 


сейчасъ выражентя для 7х, У, 2, мы получимъ уравнее, изъ котораго 
опредфлится А; такимъ образомъ х, у, 2 одфлаются извфетныии. “> 


Положимъ наприм$ръ, что третье ок будетъ 
[2-1 “ па“ == 

тогда © опредфлится изъ уравненя 
К} бе — В’ с)-нт(са —с'а)-нп(аб’-на6)* | = 


) 


Прим$ры отношения. 


1. Написать отношен1е Овойное съ отношетемъ 2:3 и половин- 
ное съ отношенемъ 100: 144. 


2. Написать сложное отношене изъ 3:5 и т: 9. 


3. Два числа находятся въ отношени 2 къ 3, а если прибавить 


къ каждому изъ нихъ по 9, то они и оудуть въ отношении 3 къ 4. Найти 
эти числа. | 


4. Показать, что отношен1е а:6 будетъ двойнымъ длЯ отнолтен1я 
анс:б-с, если с*=а6. 


5. 5 А до В ведуть двЪ$ дороги, изъ которыхъ одна на 14 
верстъ длиннфе другой, и дв$-же дороги идутъ оть 5 до (С, изъ кото- 
‘рыхъ одна на 8 веретъ длиннфе другой. Разстоян!я отъ А до Б иотъ 
В до С по короткииъ дорогамъ относятся между с0бою какъ 1 кь 2, 
а разстоящя по длиннымъ дорогамъ относятся какъ 2 КЪ 5. опред лить 
эти разстоятя. 

6. Решить уравнения 

ах—-0у _с2--ах ежа 
С2 _ ал 


| -+4,х _@ачах ачах 
7. Доказать, что евли ———^— = 


а.--а.9 а аа. _ |} ана й 


—12-+-У-+2. 


то каждое 


1-5 
‚ ИЗЪ этихъ отношемй равно Гр м при предположенти, что а ‚ана, 


не равно нуяю. 


—6 р—с 90 анонс 


а 
8. Вели = —=——————_, ТО каждое изъ 
ау--х б2ёсх. су--ае ах уг” 
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этихъ отношенй = —————, при предположении, что ое 
дуг ри пред ‚ что р -+-с не равно 
НУЛЮ. 
т | —бх сх—а2 62—91 т Р 
-9. и, что если = кое и то ыы 
С 


р О а 6 
аа 6 се 

10. Если — т то каждое изъ этихъ отношенй 
_ аб’ а. _ бес _ с—ва — аноне— (ас) | 

а’Ь’—а р’ р’ ыы а —6’а _ ие — (абс ы 

11. Р5шить уравнейя _ 

27-Ни--22=0, 7+ 6у—92=0, 43 +32 '=1198. 

12. Рёшить уравненя 

ах--бу--се=0, бех-нсау--абг =0, хуе-набе(а ху с’г)=0. 


ГЛАВА ХХУП 
ПропорцЕя. 


386. Четыре величины называются пропорщональными, когда первая 
изъ нихъ представляетъ такое-же кратное, такую-же р р так1я-же 


части второй, какъ третья —-четвертой; то-есть когда - = к. то четыре 


величины @, 6, с, 4 называются пропорщональными. Это обыкновенно 
выражаютъ словами: @ относится къ 6, какъ с относится къ 4, а изо- 
_бражаютъ такъ: а: ==: 4. 

Члены & и 4 называются крайними, а члены фи сера 


387. Аозда четыре величины пропориюональны, то ей 
ше крайнихь членов равно произведению средних. 
Пусть а, 6, с,4 рый четыре такихе величины; такъ какъ 


он$ пропорцональны, то т= : (ст. 386), и умноживъ 00$ части ра- 


венства на 64, получимъ ай=с. 

Отсюда слфдуетъ, что если первое количество такъ относится ко’ 
второму; какъ второе къ третьему, то произвелен!е крайнихъ будеть 
равно квадрату средняго. | 


388. Если три члена въ пропорщи даны, то аи опред$- 
лится изъ уравненя аф== с. 


р - 
..^ 
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389. Если произведене двужь величинь равно произведеню двуть 
дриихь, то эти четыре величины пропорщональны; при этомъ 
члены одною какою нибудь произведензя будуть средними членами 
пропорции, а члены друзюю произведеня—крайними членами про- 
пории. | 


д 6 
Пусть ху=аб; раздфлимъ на ау, тогда РЕ ИЛИ 
| д:а=6:у (ст. 886). 
390. Если а: 6 =с: дис: 4=е:[, тоа: 6=е: {. 


би, поэтому “=, или 
а: 6=е:[. 
391. Если четыре величины пропорийональны, то и взятия 
наобороть он будуть пропоруюнальны. 


РИ } 
Дъйствительно, 


Если аз6=6: 4, то и б: а=4:с. 
Е а с 
Дъйствительно, =} раздфлимъ единицу на каждое изъ этихъ 


ра в 
равныхъ количествъ; тогда мн или 6: а=4: с. 


392. Если четыре величины пропорилональны, то первая отнс- 
ситея къ третьей, какъ вторая ко четвертой. 


ели а: 6=с: а, то а: с=6: 4. 


| а с | 
_ ]Жяетвительно.. -=—: умножимъ на —: тогда — ==-- 
| О: а у С’ 2% м 


ИЛИ | @ : @=6 : Ц. 


Если эти четыре величины не будуть однородны, то такой пере- 
становки среднихъ членовъ сдЪлать нельзя, потому что при этомъ мы 
предполагаемъ, что первая величина есть н®которое кратное, или часть, 
или нфеколько частей третьей. Одна лин1я можеть имфть къ другой 
лин!и то же отношене, какъ напр. какой нибудь вФеъ къ другому 
в%су, а между линей и всомъ не можетъ быть никакого соотношен1я 
по величин%. Но въ т%хъ случаяхъ, когда эти четыре количества ярео- 
составляются числами пли другими количествами одного и того-же 
рода,—такая перестановка возможна. | 


_ 398. Кода четыре количества пропорщональны, то сумма пер- 
йо и второю такъ относится ко второму, какъ сумма третьяю 
и четвертоло— къ четвертому. | 


Если @& : 6=с: а, то аб: б=с-а : 4. 
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| ридинникиое 0 = = придадимъ по единиц$ къ обфинъ частямъ: 


тотда 


че ы а то-есть оса 
——=1=— ==, ИЛИ 
р р р Я ° 


а--б : б=с-а : 4. 
Бъ старыхъ сочиненяхъ таков преобразование называлось с0т- 
фропепао. 


394. Так-же, избытокь первало надь вторымь такъ относится 
ко второму, какь избыток иринАИ надь четвертымь относится 
къ четвертому. 


Действительно, = к. вычтемъ по единиц$ изъ обфихь частей; 
тогда, " ыы 1, то-есть сен в ИЛИ | 
са ’ | Я ' 


ав: 6=с— а: 4. 
Такое ‘прообразоване называлось въ старыхъ сочинен!яхъ Фи юФепдо. 


395. ТГакъ-же, первое такъ относится къ избытку первалюо надъ 
вторымь, какь третье—кь избытку третьяю надь четвертымь. 


а—9 ©— | 
На основанти предыдущей татьи че ВЫ 29 и также —_—-; 
поэтом НЫЕ 
= ф ‘`а 4. ``с а с ° 
ИЛИ и—®. : а=е—@ : с 
и наоборотъ. а: а—ф=е: 6—4. 


Такое преобразован! называлось прежде сопоететао. 


396. Аозда четыре величины пропориюнальни, то сумна пер- 
вой и второй относится къ иль разности такз-же, какь сумма. 
третьей и четвертой относится къ иль разности. 

Если @: 6=С: а, то ав : а—б=е-4: с— 4. 

аб са. 


По ст. 393 р ини 35: 
. а—р с—а. 
а& по ст. 394 ии ии 5 
| ан а—6 са са. 
слБдовалельно ие к ВЫ а 
ан с+4 
_ то-есть он диете 


или ан: а—Ф==е-- а: с—й. 
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397. Коза нсколько величинь пропориональны, то сумма 
всъхь предыдущихь такъ относится къ суммь встъхъ посльдую- 
щих, какъ кажкдый изъ предыдущихь къ своему посльдующему. 

Пусть о: бас : Че: |; 
тогда, оче-е : беа+Р=а: 6. 

Дфиствительно, аф=6с, и а/==6е (ст. 386). 
также — аф=фа, откуда аб-над-нар=фа-нфе-н фе, 
то-есть &(6—на-—7)=6(а-не-не). 
Слждовательно по ст. 389. а: Б=а-нече : бна- А. 


Подобно этому доказывается предложен1е и въ томъ случа», когда 
пропорц1ональныхь величинъ будетъ больше трехъ. 


398. Вода четыре величины пропормюональны, то если первую 
и вторую помножить или раздълить на какую нибудь величину, 
‚в третью и четвертую помножить или раздълить тоже на ка- 
кую нибуфь величину, то полученныя такимъ сбразомь величины 
_ будуть пропориюнальными. | 
Пусть & :6=6:4, тогда та: тф=ис : пд. 

РЕ та пе. 
‚р-=о» слфдовалельно ==. ’или 

та : тб= пс : па. 

399. Если первую и третью помножить или раздълить на 
одну величину, а вторую и четвертую помножить или раздълить 
на друзую величину, то полученныя величины будуть пропорийо- 
нальны. — | 

Пусть 9: 6=е: а, тогда та : яб=тс : па. 


Въ самомъ дл 


Д\й ельно. “=. сл®довательно АНЯ 
_ Лйетвительно, — =; РО а Ст 
а р Ч я п’ 
ИЛИ | та : пь=тс : па. 


400. Если в двухь пропориляхь перемножить соотвпютетвую- 
ийе члены дру на друа, то произведенля будуть пропориональны. 

Пусть будуть пропорщи а: В=с:4ие:|=9:й; 
тотда ае : 61 ==с9 : @Й. | 

ДЪй ельно, = 2—9. поэтому = сд ИЛИ 

а Рь УР ар: 
ае : ВР==с9 : 9. 

Предложен1е это, очевидно, будетъ справедливо для всякаго числа 
пропорцй. | 

401. Если четыре величины пропориюнальны, то одинаковыя 
степени ихь или корни будуть также пропориюнальны. 


ПРОПОРПТЯ. | 199 


Пусть а: =: 4, тогда а”: 6} =" ; д". 
| | и С а’. в ВЕ 
Дфаствительно, у — ель довательно ЖЖ гд$ и можетъ быть 
И или дробное число; ре образомъ 
"=": Ц”. 
409. Если а: 6=6: с, то а: е=а? : 9. 
а _ 
ДЪйствительно, ъ= с} умножимъ на =: тогда 
к _ @ 1х | 
$ ь Ь 
и | о _@ 
то-ееть = ==— 
6 
ИЛИ 4: = а^ : р. 


Три величины а, 6, с въ этомь случа составляютъ, какъ это при- 
нято говорить, непрерывную пропорию и членъ 6 называется сред- 
нимь пропорионалнымь между а и с. 


403. Подобнымъ-же образомъ мы Ммогли-бы доказать, что если 
а: 6 =: с=с: а, то а: 4=а” : 60°. Эти четыре величины называются 
непрерывно-пропорилональными. | 


_ 404. Изъ предыдущахь статей слздуетъ, что если четыре величины 
пропоршональны, то мы можемъ вывести изъ нихъ много р про- 
порщй. Дадимъ еще приибръ. 
Еели а: 6=0: 4, то 

та-н-иб : ра--аь=те-нпа : рен да. 
а с жа тео 
ей" слЪдовательно м? 
прибавииъ КЪ обфимъ частямъ по 7; такииъ образомъ 

тач-пб топа 


Дъйствительно, 


«ть "пати синь плиссе пять 


р 4 ‘ 
б 94а 
Подобно этому Е 
а. тат  ра-аб _ тета ‚ ре-9а 
Вы та та’ 
та--пб тета, 
то-есть : 
| ‘ра+46 |  рс--9а 
ИЛИ тать : ранаф=те- пд: р6+99. 


205. При опредфлени пропорц1и предполагалось, что одна вели- 
чина есть нЪкоторая опред$ленная кратная другой, часть ея или н$- 
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сколько частей ея, или что дробь, составленная такъ, что одна изъ ве- 
ЛиЧиНЪ взята числителенъ, а другая знаменателемъ, есть опредфленная 
дробь. Это будетъ случай, когда обф величины инфютъ какую нибудь. 


общую м$ру. ДЪйствительно, пусть 2 будетъ общею м%рою величинъ а 
ифби пусть а=тх и 6=их, тогда 


гдБ тия означають цзлыя числа. _ 


406. Но иногда случается, что величины оказываются несоизмт- 
римыми, т.-е. не допускаютъ никакой общей мФфры. Если наприм$ръ, 
одна прямая линя есть сторона квадрата, а другая—д1агональ того- ° 
же квадрата, то эти лини не будутъ имфть общей ифры --он$ несоиз- 


| _. @ 
мъримы. Въ подобныхъ ‘случаяхъ значене 7, Н@ можеть быть выражено 


какой нибудь дробью рт, гд$ т и п цфлыя чиела; однако можетъ 


быть найдена такого рода дробь, которая будетъ представлять значение 
($ Е | 
- 6 требуемою степенью точности. 


_Дфйствительно, пусть 6=ил, гдф п н$которое цфлое число; и 
Ц 


пусть « будеть больше 772 и меньше (1-1); тогда. ‚ будетъ боль- 
т т—+-1 | | : о 271 
ше —_, но меньше — . Такимъ образомъ разность между ти; 


| ] ее 

меньше чфиъ р А такъ какъ их=0, то когда 2 уменьшается, ® воз- 

растаеть и _ уменьшается. Слфдовательно, беря х достаточно малымъ, 
1 вы з 

мы можемъ СдЗлать „ меньше всякой впередъ назначенной дроби, а 


| | 77% Ц 
слфдовательно и разность между И. МОЖеТЬ быть сдзлана меньше 


всякой назначенной впередъ дроби. 
407. Если си @, подобно чи 6, также несоизм$римы и если въ 


() т о тео 
то время, какъ - заключается между > И О, И также завклю; 


| С 
| т т | | 
чается между > И ре какъ-бы ни возрастали числа 7 и п, то 


ты 
Зе: 
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2.0 
ДЪйствительно, еслибы ри были неравны между собою, то между 
ними должна была-бы существовать известная разность, & такъ какъ 


| т т-1 | 
каждая изъ этихъ величинъ заключается между и — „то эта раз- 
| - 1 
ность должна быть меньше —. Но такъ какъ. по предположен1ю, 7 мо- 


| Й 
жетъ возрастать безпредзльно, то > Должна безпредзльно уменьшаться, 
иначе сказать, она должна быть меньше всякой данной величины; по- 


этому и не могуть иифть никакой ощутительной разности, и мы 


р з 
- равно —. Олбдовательно, вс предположе- 


С 
р ра 
н1я относительно пропорщональныхъ величинъ справедливы такъ-же и 
для этихъ четырехъ величинъ. 


можемъ говорить, что 


408. Полезно сравнить Е пропорщи, данное въ этой главъ, 
съ опредфлентемъ, которое дается въ пятой книг$ Ивклида.. Посл дне 
можеть быть выражено такъ: Четыре количества пропорщюнальны, 
когда, взавъ каюя нибудь равнократныя перваго и третьяго и кая 
нибудь равнократныя второго и четвертаго, мы найдемъ. что кратное 
третьяго больше, равно или меньше, чБиъ кратное четвертаго, смотря 
по тому, будетъ-ли кратное перваго СОЛЬ, равно или меньше, чфиъ 
кратное второго. = 


| Докажемъ сперва, что свойство пропорщи, заключающееся въ опре- 
дфлен1и Евклида, есть слфдетв1е алгебраическато опредфленя. | 


м а с 
Дъйствительно, положимъ, что @:6=6:0; тогда рт @ слздо- 
ра с | ‚в 
вательно р Отсюда слФдуетъ, рс больше, равно или меньше 44, 
смотря по тому, будетъ-ли ра больше, равно или меньше 46. 


409. Теперь докажемъ, что СВОЙСТВО, заключающееся въ алгебраи- 
_ ‘Ческомъ опредфлен!и, является слфдотыемъ Евклидова опредфления. 
Пусть @, 6, с, Я будуть четыре величины, а ОИ ВЪ СМЫСЛВ 


ЕВЕлИДова опредфлен1я; тогда должно быть ДЪйствительно, если 


б = 


‚ ($ С | 
$ 18 равно =, То одна изъ этихъ а должна быть больше другой 


и возможно будетъ найти нзкоторую дробь, заключающуюся между ними. 
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а С | 
Положимъ, что та больше с» И пуоть будетъ промежуточная между 
| у | 


2 ь 2 М) | 
ними дробь. Тогда > будетъ больше, чфмъ Е а потому ва больше рб: а. 


С р ты 
7 будеть меньше р. а потому 06 меньше ра. Такамъ образомъ, а, 6, 
с, 4 не будуть пропорилональны по опредфленю Евклида, а это проти- 


а с 
вор$читъ предположентю.. Слфдовательно ‚5 Из 86 НОГутЬ быть нерав- 


ными, то-есть они равны между собою. 


410. Обыкновенно полагаютъ, что общее алгебраическое о предлен!о 
пропорц1и не можетъ употребляться въ Геометр1и, такъ какъ нфтъ спо- 
соба представить геометрически результатъ дфйств!я дфлен1я. Прямыя 
лин1и можно представлять геометрически, но нельзя представлять от- 
влеченнаго числа, показывающаго сколько разъ одна прямая заклю- 
Чается въ другой. Но нужно также замтить, что Евклидово опредз. 
лен1е вполнф с7ирозо и одинаково можетъ прилагаться какъ къ с0из- 
мъримымь, такъ и къ несоизмюримымь количествамъ, между тъмъ 
‚ какъ алгебраическое опредфлен1е, строго говоря, ограничивается только 
первыми. Слфдовательно, уже одного этого обстоятельства достаточно, 
чтобы доказать превосходство опредфленля Евклида. 


Примфры пропоршй. 


1. Посл дн1е три члена пропорщи 4, 6, 8; найти первый членъ. 
2. Найти третье пропорц1ональное къ 25 и 400. 


3. Если 3, д, 1083 составляютъ непрерывную пропоршю, то 
найти 2. 


_4. Если 9 человЪка, работая по 8 часовъ въ день, могутъ перепи- 
сать рукопись въ 32 дня, то во сколько дней могли-бы переписать ее 
х человЪкъ, работая по у часовъ въ день. 


5. ели ри у неравны между собою и отношен1е 2 къ у равняется 
двойном у отношен1ю 1—2 къ у--2, то доказать, что 2 есть средняя 
пропори!ональная между хи У. 
г4 92 3 


а 
6. Если а:6=р: а, то а^-+ 0": рая Зы" 0 


3 


.. Ро 
‘ра 
_ Т. Если четыре величины пропорц!ональны, и вторая изъ нихъ есть 
_ средняя пропорцтональная между третьей и четвертой; то третья бу- 
детъ среднею пропорщональной между первой и второй. 
8, Если (а-н+б с-4)(а—6—в--а) = (а—б-н с— Я) (ая) 
то доказать, что а, 6, с, 4 пропорщональны. 
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9. Доказать, что когда четыре однородныя величины пропорц1о- 
нальны, то сумиа напбольшей и наименьшей изъ нихъ больше сунмы 
двухЪ другихъ. | 

10. Важдый изъ двухь сосудовъ содержитъ смфсь вина съ водою; 
если составить новую смесь, взявъ поровну изъ обоихъ сосудовъ. то въ 
ней окажется столько-же воды, скозько и вина; если-же изъ перваго 
сосуда взять въ четыре раза больше. чфмъ изъ второго, то въ новой. 
_смЪзси вино и вода относились-бы какъ 2 къ 3. Найти пропорц1ю вина 
И ВОДЫ ВЪ Каждонъ сосудф. 


11. А и ВБ бьются объ закладъ; сумма, которую ставить А, на- 
ходится въ такомъ-же отношен1и ко всему количеству ето денегъ, какъ 
сумма, которую ставитъ Б, ко всему количеству денегь ВБ. Если 
А вынграетъ, то онъ будетъ имфть вдвое больше, ч$мь Б, а если по- 
играетъ, то Б будетъ имфть въ три раза больше, ч$мъ А. Если всего 
денегъ у нихъ 168 рублей, то опредфлить, сколько имфетъь каждый и. 
какую часть денегь каждый ставитъ. 


12. Если при уменьшения числа нужекихъ преступлений на 4.6 про- 
центовъ и при увеличени числа женскихъ преступлей на 9.8 про- 
центовъ, общее число преступленй обоего пола возрастает на 1.8 про- 
центовъ, то найти отношене между числами. твхъ и другихъь престу- 
плен1й. 


ГЛАВА ХХУШ. 
 пропорщональномъ измбнени. 


411. Настоящая глава содержитъ въ себф радъ предложений, имю- 
щихъ связь съ опредфлен1ями отношен1я и пропорщи, какъ стали по- 
ниматься они въ новой фразеологи, оказавшейся удобной по тёмъ или 
другимъ причинамъ. 

412. Говорятъ, что одна величина находится 65 прямой зависи- 
мости отъ другой, измфняется прямо пропорцонально другой, когда 
двф величины такъ зависятъ другь отъ друга, что съ увеличентенъ 
или уменьшенемъ одной, увеличивается или уменьшается и другая. 

Иногда для краткости опускаютъ слово #рямо и говорятъ: одна ве- 
личина пропорц1ональна другой, одна величина изм$няется такъ-же, 
какъ и другая. 


413. Такъ напримВръ, если высота треугольника остается неизинной, 
то площадь его измвняется вмфст$ съ основантемъ; дъйствительно, если 
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основан!е будетъ увеличиваться или ухеньшаться, то, какъ мы знаемъ изъ 
«Начальъ» Евклида, и площадь будетъ увеличиваться ИЛИ уменьшаться 
ВЪ ТОМЪ-Же самомъ отношенш. Мы можемъ выразить это алгебраиче- 
скими символами слздующимъ образомъ: Пусть 4 ид будуть два числа, 
представляюшля площади двухъ треугольниковъ, имфющихъ одинаковую 
высоту, и пусть Би 6 будуть чусла, соотв$тетвенно представляющ!я 


основан1я этихъ трзугольниковъ. Тогда Ри откуда мы выводимъ 

| ы. ве 
в=т (ст. 392). Если существуетъ трет й треугольникъ, инфющий ту 
же высоту, какъ и два предыдущте, то отношен1е числа, представляю- 
щаго его площадь, къ числу, представляющему его основане, будетъ 
также равно -. Положимъ что р=т, тогда 5—1 и А=тБ. ЭдЪеь 
А можеть предетавлять площадь всякойо треугольника изъ ряда та- 
кихъ, которые имфють общую высоту и основане Б, причемъ % 
‘остается постоянною величиною. Слфдовательно положене, что площадь 
треугольника измфняется какъ основане, можеть также выразиться 
слфдующимъ образомъ: площадь находится въ постоянномъ отношении 
съ основашемъ, или: отношен1е площади къ основан1ю постоянно; подъ 
этими словами, согласно съ ст. 392, мы разуиземъ, что число, пред- 
ставляющее площадь, находится въ поетоянномъ отношений с5 число мь, 
предетавляющимь основане. 

Мы сдфлали эти зам чая съ пфлью пояснить означеная и тер- 
мины, которые будуть употребляться въ настоящей глав. Когда мы 
говоримъ, что .4 изифняется какъ Б, то разумемъ подъ этимъ, что 
'`А предетавляеть численное значен1е какой нибудь одной изъ величинъ 
извЪстнаго ряда ихъ, & В предетавляетъ численное значене соотвЪт- 
ствующей вэличины въ другомъ ихъ ряду и что А=тБ, гд$ т есть 
нБкоторое число, остающееся постоянно ыы и тфмъ-же для каждой 
соотв тетвующей пары величинъ. 


Дадимъ формальное доказательство равенства А = тВ, выведя 
его изъ опредфленя ст. 412. 


414. Если А измъняется какь В, то А равно В, помножен- 
ному на нькоторую постоянную величину. | | 


Пусть а и 6 означаютъ одну пару соотв$ тетвующихъ значен!й двухъ 


величинъ и пусть 4 и Б означаютъ другую пару; тогда ее: № 
ых. а @ 
опред$лен1ю. Слфдовательно А=—В=тБ, гдЪ 0 равно постоянному 


0 
числу 7. 
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415. Для выражен1я. измененля примемъ для краткости символъ со; 
такъ А соБ будетъ означать, что А измфняется какъ В. 


416. Говорятъ, что одно количество изи$няется обратно другому, 
когда первое измфняется ‘какъ величина обратная со вторынъ. (м. 
ст. 263. 

т | 

Гакъ, если А=ъ, ГДЗ 7% постоянная величина, то говорятъ, что 
А изифняется обратно съ ВБ. 


417. Говорятъ, что одна величина изифняется одновременно съ 
двумя другими, когда при извфстномъ изм$нен1и въ первой величинъ, | 
произведенте двухъ другихъ изм$няется въ томъ-же отношении. 

Такъ, ели А=тБС, гдф т постоянная величина, то говорятъ, что | 
А измбняется одновременно съ В и С. 


418. Говоратъ, что одна величина измняется прямо пропорц1о- 
нально второй и обратно пропорцлонально третьей, когда она изм$- 
няется, какъ вторая и обратная третьей — одновременно. 


Или, если А=т-—, гдф т постоянная величина, то говорятъ, что 


| С? 
А прямо пропорщонально В и обратно пропорщонально С. 


419. Если АхВи Вс (0. то Ас (. 

ДЪйствительно, пусть А = тВи В= п(, тд т и п постоянныя 
величины; тогда А=ттС, и такъ какъ ий постоянная величина, то 
Ас С. 


420. Если АС и Всоб, 70 А-Всьб и И(АВ)с<С. 

Л$йствительно, пусть А—тО и В=пС, тд т и п постоянныя 
величины; тогда А--В=(т-+п)С и 4— Вы (т—п)(, сл$дова-_ 
тельно А-+Всо(. Точно также //(АВ)=И (тиб?) = ОИ (тп); сл®-- 
довательно |/ (.4.Б)с> С. 


| А 
Иа. Если Ас ВС, 930 Во И Се. 


А 
Вс. Подобно этому и ме 


499. Если АВ и (<), то АС БП. 

ДЪйствительно, если А—тВ и (=): тогда АС=ит.ВХ; сл- 
довательно0 .4С<о ВЛ. 

423. Если Ас В, то А”со БВ". 

Действительно, если А=тВ, то А"=и’Б", слздовательно 
А}со В”. | 
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424. Если Ас>В, то АРсо ВР, зд Р нькоторая величина— 
измьняющаяся или неизмюняющаяся. 


Дъйствительно, пусть 4=тВ; тогда АР=тБЬГР; сл довательно 
АРс БР. 


425. Нсли АсоВ, кода С не измъняется и Ас> Ц кода Вне 
измъняется, то Асо ВС, кода Ви С измъняются одновременно. | 


Изм$нен1е А зависить отъ измЪнон1й двухъ величинъ В и С: 
пусть изиБнен1е послёднихъь величинъ совершается отдЪльно, и когда 
Б изм$няется въб, пусть А изм$няется въ @’; тогда по предположен!ю 
в г 


Е Пусть теперь С измфнится въ си волвдетве этого пусть а’ изи*- 


} 


да о 
нится въ @; тогда шо предположению ——. Такимъ образомъ 


А - 20 

Е 

а `а ре 

А ВС 

то-есть —— —-—— : 
(р [и 


а слёдовательно А со ВС. 


Очень хоропий прим$ръ приложенйя этого доставляетъ Геометрая. 
Можно доказать, что площадь треугольника при неизмённой высот$ из- 
мфняется какъ основан1е, а при неизизнномъ основан1и какъ высота. 
Слфдовательно, когда измфняются основан1е и высота, то площадь изм$- 
няется какъ произведен1е чиселъ, выражающихъ основаше и высоту. 


426. Подобныхъ-же образомъ, если будетъ сколько угодно вели- 
чинъ В, О, 0), и проч., каждая изъ которыхъ ифняется какъ другая 
величина „4. когда вс% остальныя не изиЁняются, то когда всф онф 6у- 

дутъ изифняться, 4 будетъ измфняться какъ ихъ произведенте. 

| Возьмемъ наприм$ръ, три величины 6, С, 0. Когда изифняется 
одно В, то А изифняется какъ В; когда изм няется одно С, то А 
измфняется какъ СО; слфдовательно, по ст. 425, когда В и С изм5- 
няются вифст% то „4 измфняется, какь БС. Далфе, когда изифняется 
одно Г), то А изифняется какъ 0) н когда измфняется одно ВС, то А 
измфняется какъ ВО; слфдовалельно, по ст. 425, когда Г) и ВС из- 
ифняются вмфстф, то А будетъ изм$няться какъ БСД. 


Прим$ры на изм$ненля. 


1. Дано, что у изм$няется какъ хи чтоу=3, когда х=1; найти 
значен1е у, когда х=3. | Е 

о. Если а измфняетсея какъ 6, и «=15, когда 6=3, то найти 
уравнен!е, связывающее диф. | 
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3. Дано, что 2 измняется одновременно съ х и.у и что 2=1, 
Когда 7=1Т и у=1; найти значенте 2, когда х=3и у=9. 


4. №ели 2 измфняется какъ ухфну п если 2=8, когда х=Т и 
/=2, Н2=5, когда х=2, а и=3, то найти р... 


5. Юли 2 измфняется прямо пропори1онально у, когда 2 остается 
постояннымъ, и обратно пропорционально 2, когда у остается постоян- 
НЫМЪ; тогда, если У и 2 мЪняются вубетБ сх будеть изифняться, 

9 
какъ ^. 

6. Если 3, 2, 1 будуть одновременными значенями 5, У, 2 въ 
предыдущенъ прим$рЪ, то опредёлить значеше т, когда у=2 и 2=4. 


Т. Плата 5 человфкамь за 6 недфль составляеть 91 р. 20 к.; 
сколько недфль могуть работать 4 человфка за 121 р. 60 к.? (Прило- 
жить принфрь 5). 


8. Если квадрать 2 измфняется какъ кубъ 9, и х=2, когда 
у=3, то найти уравнене между хи у. 

9. Дано, что у измфняется какъ сумма двухъ величинъ, изъ ко- 
торыхъ одна изняется какъ х, а другая обратно съ х, и что У—=4, 
когда 7—1, и у=5, когда т=2, то найти уравнен1е между х и у. 

10. Если одна величина изифняется какъ другая и равна 3, когда 
другая равна 42 4, ТО ии, ЧФИЪ будетъ посл дняя, когда  ервая бу- 
детъ равняться 9. 


11. Если одна величина измфняетея, какъ сумма другихъ, когда 
разность ихъ остается постоянной, и изизняется какъ разность, когда 
сумма ихъ остается постоянной, то показать, что когда об$ величины 
измфняются независимо, то первая величина будеть изибняться какъ 
разность ихъ квадратовъ. 


12. Дано, что объемъ сферы инея какъ кубъ его рад1уса; 
доказать, что объемъ сферы, радтусъ которой 6 ДЮЙМОВЪ, равенъ сунм$ 
объемовъ трехъ сферъ, радусы которыхъ соотв®тетвенно 5, 4, 3 дюйм. 


13. Дв$ круглыхъ золотыхъ пластинки, каждая толщиною въ одинъ 
ДюЮймъ, д1аметры которыхъ соотв тственно равнялись 6 и 8 дюймамъ, 
сплавлены вмфет$ и изъ нихъ сдфлана одна круглая пластинка тол- 
щиною въ дюймъ. Найти ея д1аметръ, зная, что площадь круга м$- 
няется какъ квадратъ его д1аметра. 

14. Было два золотыхъ шара, рад!усы которыхъь 7 и 7’; они рас- 
плавлены и изъ нихъ отлитъ новый шаръ. Найти его рад1усъ. 

16. Если %, у, 2 тая перемфнныя величины, что у+2— 5% есть 
постоянная, а (хну—г) (х+2— У) изыфняется какъ 92, то доказать, 
что ХНу-н2 м$няется какъ 42. 
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16. НЪкоторая точка движется такъ, что скорость ея мФияется съ 
каждой новой верстой, но остается неизм$нной, когда она проходитъ 
каждую версту, причемъ скорость ея на каждой верст$ обратно про- | 
порп1ональна числу вёретъ, пройденныхъ предъ тфмъ, какъ она начи- 
наетъ извфстную версту. Если вторая верста пройдена была въ 2 часа, 
то найти время, которое потребуется для прохожден1я и-й версты. 

17. Положимъ, что и измфняется такъ-же, какъ нфкоторая вели: 
чина, представляющая собою сумму трехъ величинъ, изъ которыхъ пер- 
вая постоянная, Вторая м$няется какъ х, а третья м$няется какъ 
`’ 22. И положимъ, что когда х=а, у=0; когда х==2а, у=а: когда 
д=За, у=44. Показать, что когда х=па, то у= = (ив. 


18. Принимая, что количество произведеннаго дЪйств1я изм няется 
пропори1онально кубу числа дфятелей въ одно и то-же время и про- 
порионально квадратному корню изъ времени при одномъ и томъ-же 
числь дфятелей, найти, сколько времени потребуется, чтобы 3 челов$ка 
_ мотли сдфлаль одну пятую той работы, которую могуть произвести 
24 человзка въ 25 часовъ. (См. ст. 425). 


ГЛАВА ХХХ. 
Системы письменнаго счисленя. 


421. Читателю изв$етно изъ Ариеметики, что при обыкновенномъ 
с10соб$ изображен1я цфлыхъ чисель цифрами, число, представляемое 
каждою отдёльною цифрою, всегда бываетъ нъкоторымь кроипнымь 
какой нибудь степени десяти. Такъ въ означени 347 цифра 3 пред- 
ставляеть 3 сотни, т.-е. 3 раза 10%; 4 представляетъь 4 десятка, т.-е. 
4 раза 10, а 7, представляющее 1 единиць, представляет, иначе 
сказать, 7 разъ 10°. 

Такой способъ изображен1я чиселъ называется обыкновенною си- 
стемой обозначентя или счисленля, а 10 называется основанемь этой 
‚ системы. 


428. Теперь мы докажемъ, что вмфето 10 можно принимать за 
_ основанае всякое положительное и пфлое число, большее единицы и 
покажемъ, какъ изобразить данное число по какой нибудь данной си- 
стем®. ЗатФиъ мы дополнимъ это разными анны, ииЪюЮщЩими 
связь съ этимъ вопросомъ. 

Буквы, съ помощью которыхъ будуть выражаться числа, мы будемъ 
называть для краткости цифрами. 
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Когда мы будемъ говорить о какомь нибудь основании, то всегда 
будемъ разумфть, что основан1е есть н$которое цзлое и положительное 
чиело, большее единицы. 


429. Всякое цълое число можно выразить посредствомь всяко 
данназо основанля системы счисленля. 

Пусть Л’ означаетъь цфлое число и”— основане системы. Положимъ, 
что 7” есть высшая степень 7, не превышающая №; раздфлинъ М на 
и", п пусть р, будетъ частное и Л’, остатокъ; тогда 

МУ=оЬ- М.. 

одфеь, по предположен1ю, 7„ меньше 7, & также №, меньше 7”. 
Теперь раздфлимъ № нах”-‘, и пусть р,„—, будетъ частное и М’, 
остатокъ; тогда 
| М = ри“ М : 

Будемъ продолжать это до тёхъ поръ, пока остатокъ не будетъ 
меньше 7; такимъ образомъ мы найдемъ, что М выразится въ видф слЁ- 
дующаго равенства, 

№М=0,7"-+9,„— НЫ: Нр.““-Нр,7-Нр.. 

Каждая изъ пифръ ри, мы ‚Ро Фо ШВНЬШ@ 7, И одна или н*- 
` СКОЛЬКО ИЗЪ нихъ послф первой могутъ быть нулями. | 

_Напболфе удобный епособъ опредфлен1я цифръ но какой нибудь си- 
стемЪ будеть данъ въ сл5дующей статьф, 


430. Выразить данное цълое число по какой нибудь банной 
систем. 

Подъ словами данное плое число мы разум$емъ цфлое число, выра- 
кенное словесно или цифрами по какой нибудь известной систем». Вели си- 
стема не упомянута, то мы будемъ подразум$ вать обыкновенную систему. 

Пусть Л’ будетъ данное число, ” основан1е системы, въ которой оно 
выражено. Положимъ, что 7, р., ...Ю„ будуть искомыя цифры, по- 
средетвомъ которыхъ число М выражается въ новой систем, въ но- 
рядЕ$ отъ правой руки къ лфвой; тогда. 

М-Н И. «НАТАН НЮ; 
и мы должны теперь найти значен1е каждой цифры. 

Раздфлииъ М на”, и пусть ©, означаеть частное, тогда, очевидно, 
Что Ир Ни" АН. .-НрЬт-Ьр,, 

и что остатокЪ будеть 7.. СлЗдовательно р. найдется по слёдующему 


правилу: раздълите данное число на данное основанще, 703904 оста- 
окъ будеть первая искомая цифра. 


Далфе раздёлинъ ©, на ”, и пусть ©, означаеть частное; тогда 
очевидно, что 
| Ц. —РиГ НЯ, а =... РР; 
‘а осталокъ будетъ р!.Слдовательно найденабудетъ вторая искомая цифра. 
Алгебра. 14 
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Продолжая такимъ образомъ далфе, мы найдемъ послёдовательно 
всф искомыя цифры чиела. 


43". Для принфра выразимъ число 43751 въ систенъ, основаше 
которой 6. ДЪлен1е можно производить и остатки ПИСАТЬ ТаЕЪ: 


643151 
6) 1291... 
6)1215.. 
6)202.... 
6)33.... 
ЗА 


> м < р сл 


вый 


Такимъ образомъ ы: 
43151 =5.6°3.6“-+4.6°-+3.6?-—+1.6-55, 
такъ что число это, выраженное въ новой систем$, будеть 534315. 


432. Выразимъ еще то-же число 45751 въ системф, основан1е ко- 
торой 12. 


12)43751. 
12)3645... 11 
12)303... 9 
12)25... 3 
я 


Итакъ 43151=9.194+1.193+3.12*+9.19-+11. 


Чтобы выразить число по новой систем$, намъ нужно принять ка- 
кой нибудь знакъ для одиннадиати; пусть этотъ знакъ будеть В; 
тогда число выразится въ новой систем$ такъ 21398. 

Мы не можемъ употреблять означене 11 для выраженя одиннао- 
цти, потому что 11 въ новой системВ представляетъ собою 1.121, 
то-есть иринадисть. 


433. Раземотримъ теперь такой прим%ръ, гдЪ число дано Не ВЪ 
обыкновенной системф. 

Число выражается чрезь 243471В въ летом, основан1е которой 
двфнадцать; требуется выразить его въ системв, основан е которой 


одиннадцать. 
Здесь А означаетъ десять, а В одиннадцать. 
В) АЗАТВ 
В213...29 


ДЪйств!е дфлен1я на одиннадцать совершается такъ: во-первыхъ, 
В не содержится въ А, потому что одиннадцать не содержится въ Дё- 
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сяти; тогда мы задаемся, сколько разъ В содержится въ 43, г А 
означаетъ десять разъ двЪнадцать, то-есть сто-двадцать, такъ что 
вопросъ будетъ состоять въ томъ, сколько разъ одиннадцать заклю- 
чается въ сто-двадцати-трехъ? Оно содержится одиннадцать разъ съ 
остаткомъ два. оатЪиъ мы спрашиваемъ, сколько разъ В содержится 
ВЪ 24, то-есть еколько разъ одиннадцать содержится въ двадцати - 
восьми? Оно содержится два раза съ остаткомъ шесть. Тогда вепраши- 
ваемъ, сколько разъ Б содержится въ 67, то-есть сколько разъ один- 
надцать содержится въ семидесяти-девяти? оно содержится семь разъ 
_ съ остаткомъ два. Наконецъ задаемся вопросолъ, сколько разъ В со- 
держится въ 2В, т.-е. сколько разъ одиннадцать содержится въ трид- 
цати-пяти? Оно содержится три раза съ остаткомъ два. 
Слфдовательно 2 будетъ первая искомая цифра. 

_ Остальную часть дфйств1я мы только покажемъ въ знакахъ; уча- 
иЙся долженъ старательно продфлать это для себя и тогда сравнить 
полученный результатъ съ т$5мъ, что дано здЪеь. 


В) В213 
В)102 А хз 
В)114 ь. 
В)12 6 
т. и 


Олфдовательно данное число равняется сл$дующему: 

1. В+ 3 8+6 В°-+2В*+1.В-2; 

то-есть въ системЪ, основан1е которой одиннадцать, оно представляется 
_ВЪ ВИДВ 136212. 


‚434. Переходить отъ одной системы къ другой можно также и по 
другому способу. Положимъ, напримВръ, что намъ нужно выразить по 
обыкновенной систем число 24615, написанное по семеричной системъ. 
ЗдЪеь намъ придется въ сущности вычислить выражение 
01-423 +65‘ х-3, 
полагая 2=7. Для этого мы можемъ употребить способъ, объясненный 
ВЪ Теори Уравнения, ет. 5. ря 

о-.4- 6= 1+ 5 
14—126-+-924--6475 


183+ 132+995-+-6478_ 


Результатъ будеть 6478. Этотъ пртемъ выгоденъ, когда приходится пе- 
реходить отъ какой нибудь системы кь десятичной. 


435. Легко составить какое угодно число прим$ровъ для взаимной 
провфрки выводовъ. Такъ напр. можно взять два числа, выраженныя 
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въ обыкновенной систем, и найти ихъ произведенте, затёмъ перевести 
это произведен1е на другую систему; послБ этого выразить оба числа, 
по той-же самой систенф и найти ихъ произведене по этой системз; 
полученный результать долженъ быть такой-же, какъ и раньше. Или 
можно взять какое нибудь число, возвести его въ квадратъ, выразить 
послфдей по другой какой нибудь системЪ и извлечь изъ него квадрат- 
ный корень въ этой систем$, а затфмъ перевести полученный резуль- 
татъ на первоначальную систему. 


436. Пусть теперь требуется преобразовать данную 000, переведя 
съ одной системы на другую. Это можно сдЪлать, преобразовавъ от- 
дъльно числителя и знаменателя данной дроби по способу ст. 430. Та- 
кимъ образомъ мы получимъ дробь тожественную съ данной, причемь 
числитель и знаменатель ея будуть выражены по новой систем. 


437. Въ ст. 421 мы говорили, что въ обыкновенной систен% счи- 
слен1я каждая цифра, стоящая въ выражен какого нибудь числа циф- 
рами, предетавляетъ ниъкоторое кратное оть какой нибудь степени 
десяти. Это положене можно обобщить или распространить, такъ что ^ 
можно утверждать, что если какое нибудь число выражено пх. обыкно- 
венной систен$, и число это будеть иълое, или десятичная дро6, или 
цълое съ десятичной частью, то каждая его цифра представляетъ #”- 
которое кратное оть какой нибудь степени десяти. Такъ, въ 
347.958 цифры 3, 4 иТ имбють значен1я, опредфленныя нами въ ст. 


9 
427, а 9 представляетъ 10? ТО-вотЬ 9 разъ ый 5 представляетъ 


‚ то-есть 5 разъ 10-*, и 8 представляеть < —, т.-е. 8 разъ 10°. 


5 

Поэтому намъ естественно приходится встр$титься со ав дующей 
задачей: требуется выразить данную дробь въ какой нибудь систем». 
посредствомъ ряда дробей, аналогичныхъь десятичнымь дробямь въ 
обыкновенной систеин$. Так1я дроби мы будемъ называть для краткости 
системными дробями. 


3 
100’ 


488. Быразить данную дробь посредствомь ряда системныхь. 
9д206ей при данномь основанли. 


Подъ данной дробью мы будемъ понимать дробь, выраженную 
словами или цифрами по обыкновенной систем. 


Пусть Р означаетъ данную дробь и пусть 7 будеть основан!е дан- 
ной системы. Положимъ, что &, $,, ... будуть чиелители, т.-е. цифры 
‚искомыхъ системныхъ дробей въ порядкБ 075 л®вой руки къ правой; 

1 [ | 
тогда | П’=-е-ЕН-н... 


2 
Зе 


ДВ 1, #.; 8.) ... нужно будетъ найти. 
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Унножимъ 00$ части этого равенства на 7; тогда будетъ 


$ [. 
Ру= ыы, .. 
г 7? 


Правая часть этого равенства состоитъь изъ цзлаго числа $ и изъ 
добавочной дробной части. Пусть Г, означаетъ цфлую часть числа ЕТ и 
,— „робную часть; тогда мы должны имЪть 


=, ЕВ ЧЕ 
РТ 
Такинъ образомъ, чтобы получить первый числитель #, въ ряду 
системныхь дробей, мы приходимъ къ такому правилу: умножить 
данную 000бъ на основе данной системы; тода намбольщее 
цълое число въ произведении будеть первымь числителемь или 
первой цифрой искомой системной дроби. 
Умножимъ затфиъ Ё, на у; пусть 1, будетъ Кии часть произве- 
_ демя и Р,-—дробная часть; тогда будетъ 


Сл$довательно $», т.е. второй изъ искомыхъ числителей становитея 
теперь извфетнымъ. Продолжая идти такимъ образомъ далфе, мы бу- 
демъ послБдовательно опредфлять искомые числители. Если какое ни-. 
будь изъ произведенй, появляющихся въ лфвой части равенствъ, бу- 
деть цфлымъ числомъ, то дЪйств1е окончится, и данная дробь выра- 
зитея конечнымъ рядомъ системныхъ дробей. Если-же никакого цфлаго 
произведен1я не получится, то дЪйстве не окончитея никогда, и дан- 
ная дробь можетъ выразиться лишь въ внд% безконечнаго ряда систем- 
ныхъ дробей, при этомъ числители этихъ дробей будуть нерюдически 
повторяться, какъ въ десятичной пер1одической дроби. 


123 | 
439. Наприм$ръ, Враиь 158 Иобредетвомь ряда системныхъ 
о м & 
дробей при основани 8. 


123 123 11 
Умножимъ. —— На 8: МЫ ПОлУЧИИЪ ——, ТО-ФестЬ те 


128 16 


| | 11 `’ 1 
Умножимъ Те на 8; мы получимъ о то-есть 5. 


= 


1 
Умножииъ о На 8; мы ПОлучимЪ 4. 


СлЪдовательно оси . е : В, 
128 8 8 88 
440. Не лишне замфтить, что основан!е десять представляетъ со- 
бою не только основаве обыкновеннаго способа изображать числа зна- 
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ками, но и на самомъ дфлЪ является основанемъ нашего способа 2060- 
риить о числахъ. Это будетъ видно, если замфтить, на какой стаде 
счета, начиная отъ единицы, мы выводимъ новыя` с40в%. НапримЪръ, 
всф числа между двадцать-одинъ и двадцать-девять, включая и ихъ са- 
михъ, выражаются посредствомъ словъ, уже встр$чавшихея въ счет% 
до двадцати; но послф этого является новое слово, именно жридисить, 
и мы моженъ считать далВе безъ новаго слова до тридцати девяти; п 
такъ далфе. 

Число десять имфетъ только двухъ а, ОТЛИЧНЫхЪ ОТЪ него 
самого и единицы, именно 2 и 5; число двфнадцать имфетъ четыре д$- 
лителя, именно 2, 3, 4 и 6. По этой причин® двзнадцать было-бы бо- 
Ле удобнымъ основаемъ для системы счислен1я, чФиъ десять. Это 
можно пояснить, приведя въ прим$ръ англ йеюй шиллингъ; такъ какъ 
шиллинг равняется двънадисити пенсамъ, то половина, треть, чет- 
верть и шестая часть шиллинга содержать каждая по цЪфлому числу 
пенсовъ; а если-бы шиллингъ равнялся десяти пенсамъ, то лишь поло- 
вина и пятая доля шиллинга могли-бы выражаться ифлымъ чиеломъ 
пенсовъ. То-же самое можно сказать о выражении фута въ дюймахъ. 


441. Можно замфтить, что если-бы принять за основан1е системы 
счислен!я 0ва, то ‘ариеметическля дЪйств!я въ извфетномъ отношен1и 
могли-бы очень упроститься. Въ такой систем можетъ быть только двз 
цифры 0 и 1, такъь что всякое ариометическое дЪйств{е состояло бы 
ЛИШЬ ВЪ ТОМЪ, чтобы приложить 1, вычесть 1, помножить на 1 пли 
раздфлить на 1. Но простота подобныхъ дЪйств1й встр$фчала бы се0% 
противовфеъ въ большомъ числВ ихъ. 

Въ сл$дующихъ двухъ статьяхъ мы дадимъ два примра, находя- 
щихся. въ связи съ настоящимъ вопросомъ. 


442. Найти, какой радъ гирь въ 1, въ 2, въ 2%, въ 2", .. фув- 
товъ нужно употреблять, чтобы ВВ СИТЬ № фунтовъ, ПОЛЬЗУЯСЬ ДЛЯ 
этого каждой гирей не боле одного раза. 

Очевидно, что этотъ вопросъ будетъ тотъ-же самый, какъ и слЪ- 
дующ!й: выразить число М въ систем» съ основаненъ два. Изъ ст. 429, 
слфдуетъ, что такая задача всегда можеть быть р$шена. 


443. Положанъ, что требуется опредфлить, как1я гири въ 1, З, 8" 
33... фунтовъ должно подобрать, чтобы взвфсить М фунтовъ, употребляя 
каждую гирю не боле одного раза, но на объизжь чашкахъ вЪсовъ. 

Раздфлимъ М на 3; остатокъ можеть быть или нуль, или одинъ, 
или два. Означимъ частное буквой №,; тогда въ первомъ случа мы 
имфенъь №-=3 №, во второмъ М=3.М№,--1 и въ третьемъ М=3.М, +2. 
Въ первомъ или во второмъ случа будемъ дфлить Л, на 3; ВЪ 
третьемъ-же случа можемъ писать М=3(М№,-+1)—1 п Ден ПОТОМЪ 
дфлить М№,-+-1 на 3. Продолжая поступать такимъ образомъ, мы по- 
лучимъ окончательный результатъ въ сл5дующемъ видЪ: 
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—= 0,3” 4..8” *-+.. ‚+ 9,3-Н4.. 
г каждое изъ количествъ Че». Ч,, 9›. -...9, Можетъ быть или нулемъ 
или +1, или —1. Гакимъ образомъ задача рфшена. 


444. Если въ данной системь, основаще которой есть т, раз- 
дълиить сумму цифрь какою нибудь числа на г—1, или на какой 
нибудь множитель, входящий въ т—1, т0 пол учится 710т-же 
остотокъ, какой получилея-бы оть дъленя самозо числа соотвъьт- 
ственно на т —1 илина один изь множителей, входящихь вы г— 1. 


_ Означииъ черезъ М цзлое число, и пусть р., 0,, В»; -.0„ будуть 
его цифры, начиная съ единицъ; тогда, | | | 
М = рр р» .4-5рии" 
Рон р. + р» -+... Ня | 
р. (УТ), — Г)..." — 1); 
ел а а 
елЪдовательно Ро Ри Ра 
у—] | у—1 
Вей | 
рр... 


у 
Но 1 есть цфлое число при всякомъ цфломъ значени я; та- 


и =... НР, 

кииъ образомъ а: — нзкоторому и числу де 
Цусть теперь 2 будетъ одинъ изъ множителей числа хУ—1, т.-е. 
пусть “7—1 =79; тогда, Умноживъ послфдЕй выводъ на 9, получимъ 
№ Е | 
БРОНЮ пару РР РА 


Это и доказываеть наше предложенте. 


445. Воли въ какой нибудь системь, основанде которой есть г, 
какое нибудь итълое число раздълить на т--1, и если разность 
между суммой цифоз нечетныхь мьсть и суммой цифрь четныл 
месть такоюе раздълить на г--1, то остатки или будуть равны 
между собою, иль сумма ихь будеть равна г-1. 


Употребляя то-же означенте какъ въ предыдущей статьф, мы бу- 
‘Демъ имЪть 
М = = ронрт-Нр.""-+.. —риг 
В и и ний 9 
р, (г =-нр»(—О--р. т +в" —(С—1). 
Такииъ образоиъ | 


№ 
ны ЕВкотороиу цфлону-=— те 


| 
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Во-первыхъ, положимъ, что 2—0, —..+(—1)"р, будеть ве- 
личиною положительной, и обозначимъ ее чрезъ 1); тогда | 


у] 
такимъ образомъ, когда №и 0 будемъ ДЪлиТЬ На 7-1, то остатки 
будуть равны. | | 
Бо-вторыхъ, положимъ, что 2—1. — ее ь ры в6- 
личиною отриистельной, и обозначимъ ве чрезъ — 1); тогда 


——_-== НФКоторому ЦЪломУу ре. 


р И: 
еб которому ЦБЛому— т 


№ Е у , 
и ЧН ЗИ а: которому цфлому числу; 
такимъ образомъ когда Ми) мы будемъ. ДЪЛИТЬ На у-+11, то сумма 
остатковъ должна равняться х-+-1, если только одинЪъ изъ остатковъ 
не нуль, & слФдовательно оба не нули. 

Наприи$ръ, положимъ, что х=10 и №М=263419. 


ЗДЪсЬ 9—1-+4—3-6—2=18=)), 
и если Ми Л) раздфлить на 11, то они дадутъ остатокъ 2. 
Положимъ еще, что “=10 и №М=615372. ЗдЪеь 
2— (3—5 -+:1-—6= —12=—-0р: 


и если Ми 1) раздфлить на 11, то получимъ въ остаткЪ соотвЪт- 
ственно 10и 1. 


446. На основанти ст. 444 оказывается, что всякое число длится 
на 9, если сумма его цифръ д$лится на 9, и что когда какое нибудь 
число раздфлено на 9, то остатокъ будетъ тотъ-же самый, какой полу- 
чится, когда суима его цифръ раздзлится на 9. А такъ какъ 3 есть 
множитель 9, то веякое число дфлится на 3, если сумма его цифръ 
длится на 3, и когда какое нибудь числе разд лено на 3, то остатокъ 
будетъ такой-же, какъ и при дфленти суммы его цифръ на 3. 

_Изъ ст. 445 слфдуетъ, что какое нибудь число дфлится на 11, 
котда разность между суммой цифръ нечетныхь и суммой цифръ чет- 
ныхь мЪетъ дфлится на 11. 


447. Основываясь на свойств$ числа 9, упомянутомъ въ предыду- 
щей стать, можно вывести правило для обнаружен1я ошибки при 
умножен1и двухъ чиселъ. 

Пусть 9а-+-2 означаетъ иножимое, а 96-9 множитель, слЗдовательно 
произведен1е будетъ 8126-+ 9х--9ау-+-2. Тогда, если сумму цифръ 
во множимомъ раздфлить на 9, то остатокъ будетъ 5; если сумму цифрь 
во множителф раздфлить на 9, то остатокъ будеть у; и если сумму 
цифръ произведен1я раздфлить на 9, то остатокъ долженъ быть тотъ- 
же самый, какъ и отъ дфленя хи на 9, если только при умножения 
не сдфлано никакой ошибки. 


9 то -@СТЬ 
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Примзры на системы счисленля. 


Въ слБдующихь шестнадцати приизрахъ перевести числа съ си- 
стемъ, въ которыхъ они даны, на друщя. | 


& 1. 
9. 


123456 съ системы десятеричной на семеричную. 
1857531 съ системы десятеричной на пятеричную. 
351234 съ системы десятеричной на семеричную. 


‚ 353810 съ системы десятеричной на одиннадцатеричную. 
. 545 съ системы шестеричной на десятеричную. 

. 4444 съ системы пятеричной' на десятеричную. 

‚ 3413 съ системы шестеричной на семеричную. 


40234. съ системы патеричной на дв$надцатеричную. 


‚ 64520 съ системы семеричной на одиннадцатеричную. 

. 15951 въ системы одиннадцатеричной на десятеричную. 

. 15.15 съ системы десятеричной на восьмеричную. = 

. 31462.125 въ системы десятеричной на восьиеричную. 

. 221.248 съ системы десятеричной на пятеричную. 

. 444.44 съ системы патеричной на десятеричную. 

‚ 1845.3125 съ системы десятеричной на двфнадцатеричную. 
‚ 3065.263 съ системы восьмеричной на десятеричную. 
Г 


Выразить по семеричной систем® числа, выражающтяся въ дв- 


сятеричной систем5 символами 231 и 452; умножить полученныя чи- 
сла другь на друга въ той-же семеричной систем$ и перевести произ- 
веденте. на десятеричную систему. 
- 18. Раздфлить 17832126 на 4685 въ девятеричной систем 
орд 
< 19. Извлечь квадратный корень изъ числа 33224 въ т 


системф. 


_ 20. 


Извлечь квадратный корень изъ числа 12346621 ВЪ шесте- 


ричной системъ. 


а 


Извлечь квадратный корень изъ числа 3445.44 ВЪ шестерич- 


ной систем и перевести результать на троичную систему. 


о = 90. 


Вычесть 20404020 изъ 103050301 въ восьиеричной. системЪ 


И извлечь ИЗЪ результата квадратный корень. 


- 28. 


Извлечь квадратный корень изъ 11000000100001, выраженнаго 


по двоичной системв, въ той-же системъ. 


_ 24. 


Извлечь Вы корень изъ 67556421. ВЪ добнадцате- 


ричной системф. 
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117 и 
- 25. Выразить 195 рядомъ спстемныхъ дробей при основани дв\- 


чадцать. 
— 26. Найти, въ какой систен% девяносто-пять выражается чрезъ 131. 


_ 27. Найти, въ какой систем двф- -тысячи-сеньсоть-четыре выра-_ 
жается синволомь 20304. 


- 28. Найти, въ какой вистен$ неон выра- 
зится чрезъ 1000. 


- 29. Найти, въ какой систем шестнадцать тысячъ выражается сим- 
воломъ 1003000, 


- 80. Въ десятеричной систем число выражается чрезъ 36°/., а ВЪ 
нфкоторой другой систем5 чрезъ 55,5; найти основане послЪдней си- 
стемы. 


=> 31. Найти, въ какой систем% тысяча-шесть-сотъ- шестьдесятъ-четыре 
десятитысячныхъ долей единицы выражаются посредствомъ 0,0404. 


_39. Цоказать, что 12345654321 дфлитея на 12321 во всякой си- 
стем$ съ основантемъ боле шести. 


- 33. Показать, что 144 будеть точнымъ квадратомъ во всякой си- 
стем$ съ основан1емъ больше четырехъ. 


— 34. Показать, что 1381 есть точный г кубъ во всякой систем% съ 
основантемъ больше трехъ. К 

- 35. Найти, кавля изъ гирь въ 1,2, 4, 8, ....2” фунтовъ нужно 
выбрать, чтобъ взвфеить 1719 фунтовъ. | | 

— 36. Найти, каюя изъ гирь въ 1, 3, 8* ... фунтовъ нужно вы- 
брать, чтобъ взвфенть 1027 фунтовъ, чтобы на всахъ было не боле 
‘одной гири каждаго рода на той или другой чашкЪ. 
— 37. Найти, какя изъ тёхъ-же за надо взять, чтобы взвесить 
716 фунтовъ. 

- 38. Найти, каыя изъ тёхЪ-же гирь надо ВЗЯТЬ, чтобъ ВаВЗСИТЬ 
415. фунтов. 

- 39. Найти, производя ВИТЬ по 12-ричной систем$, высоту па- 

раллелепииеда, объемъ которато 94 куб. фута 235, .5Уб. дюЮймовъ и обно- 
ван!е котораго 24 квадр. Фута 5 „Квадр. ДЮ МОВЪ, 


40. Выразить 2 фута 1 1044 дюйновь линейныхь и 5 и 
19 дюйновъ квадратныхъь въ дв®надцатеричной систем въ видз 
двфнадцатыхъ частей фута, а такъ какъ второе число будетъ пред- 
ставлять площадь‘ прямоугольника, то, принявъ одну его сторону равной 
первому числу, найти другую дфлен1емъ по двфнадцатеричной системз. 

41. Ели р, р, 0., ... будуть цифры н$зкотораго числа, начиная 
съ единицъ, то доказать, что это число рии на восемь, если 

О дълится на восемь. 
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42. Доказать, что разность двухъ чиселъ, представленныхь однфии 
И тъми-же цифрами, дЪлится на девять. 

43. Найти наибольшее и наименьшее числа при данномъ числ 
цифръ во всякой данной систем$. | 

44. Доказать, что если въ какой нибудь систем$ сумна двухь чи- 
селъ будеть кратнымъ основан1я этой системы, то 1) цифра, которою 
будутъ оканчиваться квадраты этихъ чиселъ, будеть одна и та-же, и 2) 
эта цифра, сложенная съ цифрою, на которую оканчивается произве- 
ден1е данныхъ чиселъ, будетъ равна основан!ю системы. | 

45, ИзвЪетное число, представленное по двоичной систем, оканчи- 
вается тремя нулями, предъ которыми стоитъ цифра, отличная отъ 
нуля; а представленное по систем троичной или пятеричной, оканчи- 
_ вается нулемъ, предъ которымъ стоить цифра, отличная отъ нуля; во 
всякой-же другой систем$, за исключен1емъ двнадцати системъ, послЪд- 
няя его цифра отлична отъ нуля. Как1я это двфнадцать системъ и ка- 
кое это число? | 


ГЛАВА ХХХ. 
Аризметическая прогресая. 


448. Еели величины возрастаютъ или уменьшаются такъ, что 
между ними остается постоянная разность, то говорятъ, что онф соста- 


вляютъ арнеметическую прогрессю. = 
Такъ, слфдующуе ряды величинъ составляютъ ариеметическля про- 


гресели: | 
1, 3.5, 1, 9, .... 
40, 36, 32, 28, 24, .... 
а, а+0, а+26, «386, .... 
| а, а—0, а—26 а—36, ..... 
Въ первомъ примфрф общая постоянная разность есть 2, во второмъ 
она—4, въ третьемъ би въ четвертонъ —6. | 
449. Пусть а означаеть первый членъ ариеметической прогресейи, 
$ разность; тогда второй членъ будетъь а--6, трей членъ «26, чет. 
вертый 4-+36, и такъ далфе. Такимъ образомъ #-ый членъ будетъ 
а+(®—ТЬ. | 
450. Найти сумму данннозо числа величин, составляющихь 
ориометическую прошессю, предполоая, что первый членъ и раз- 
ность даны. | | 
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Означииъ первый членъ буквой а, и пусть 6 предетавляеть по- 
стоянную разность, #— число членовъ, з— сумму членовъ и [—послфд- 
_ НЙ членъ. Тогда 

в=а-н(а-н6)-+(а-н26)-..,.-+1. 
Написавъ этотъ-же рядъ въ обратномъ порядкЪ, получимъ также: 
8={[-+(1-—6)-+(1-—26)--.... а. 
Слфдовательно, сложивъ ихъ, получинмъ — 
28=((-на)-( 1-+а)-(на)-.. ‚ вето членовъ 


=и(1-на); 
откуда находинъ 5—5 (@-на) В Е 
А также [—а-+(и—1)6. (о... (0); 
слфдовательно $=— о 2а-+-(и—1)6 уе 9). 


Уравнене (3) даетъ значен1е $, выраженное посредствомъ вели- 
чинъ, которыя предполагаются извфетными Уравнен1е (1) также даетъ 
удобное выражене для $ и представляетъ собою слБдующее правило: 
Сумма какою нибудь числа членовь ариеометической профессии 
равняется произведенио числа членовь на полусумму ны и по- 
сльднязю членовь. 


451. Вь ариеметической профессии сумма какилъ нибудь двуль 
членов, одинаково отстоящиль оть начала и конца ея, равна 
сумм перволо и посльднязо членовь. 

Справедливость этого можно было видфть при предыдущемъ доказа- 
тельзтвф, но то-же можно доказать Формально сл5дующамъ образомъ: 
Пусть а будетъь первый членъ, 06 общая разность, { послфднай членъ; о 
тогда 7-ый членъ отъ начала будетъ а-+ (”—1)6, а7-ый членъ отъ кояца 
будетъ -—(7--1)6, и слфдовательно суима этихъ членовъ будетъ (+4. 


452. Бетавить данное число средниль ариеметическихь между 
двумя данными членами. 

Пусть а и с будуть два данныя члена, а И число вставляемыхь 
членовъ. Тогда смысль задачи будеть таковъ, что мы должны найти 
и--9 члена ариеметической прогресеи, въ которой а есть первый, а 
с послфдый  членъ. Пусть 6 означаетъ общую разность; тогда 


с—а _.- 
с=а-—(и-+1)6; слФдовательно Ч Когда-же 6 извзетно, то из-. 


вфетно будетъ и 7 искомыхъ членовъ 
а--Ь, а-+-96, ан 3, ...а-иб. 


453. Въ ст. 450 мы имфли дфло съ патью величинами, именно съ 
а 6, [, п, $, связанными между собою уравнен1ями (1) и (2), или (2) 
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п (3), выведенными тамъ. Читатель зам титъ, что вели кав!я нибудь 
три изъ этихъ пяти величинъ будутъ даны, то дв друмя могутъ быть 
найдены; это составитъ собою нЪ$еколько полезныхъ упражнен1й. Въ 
вил приизра мы дадимъ одно изъ нихъ. 


454. Даны: сумма нъкоторой ариометической прозресси, пез- 
вый члену ея и разность; найти число членовъ. 


и 
ЭДЪСЬ 5=52а+(т — 15}; 


слвдовательно 23=7"6-н(2а—В)и. _ 
Рёшая это квадратное уравнен!е, получимъ 
| _ 6—2а-5/ | (2а—5)-+-88) 
ИР "О, 


455. Мы видимъ, что въ предыдущей стать найдется два значе- 
Н1я для 7; въ нфкоторыхъ случаяхъ 0ба значеня мотутъ быть допу- 
щены, какъ это видно изъ слздующаго примфра. Положимъ &«=11, 
р——2, $=27; мы получимъ и=3 или 9. Ариеметическая прогресс1я 
будетъ 
11, 9, 1,5, 3, 1, —1, —3, —5, и проч. 

и очевидно, что сумма первыхъ трехъ членовъ та- же самая, какъ и 
сунма первыхъ девяти членовъ. 


456. Положимъ еще, что «=4, 0=8, з=18; мы получимь и= : 
или.— 6. Сумма трехъ членовъ, начинающихся съ 4, есть 4-+6-+8 или 
18. Вели мы поставимъ еще члены, иредшествуюиие 4, то получимъ 
рядъ | р | 

—2=02-+4-—н 6-5, 

и сумма этихъ шести членовъ тоже равна 18. Изъ этого примфра мы 
можемъ заключить, что когда для числа членовъ получается итлое 
отрицательное значене,‘ а также и цфлое положительное, то оказы- 
вается справедливымъ слёдующее правило: начиная съ послёдняго члена 
ряда, полученнаго соотвфтетвенно положительному значентю, надо от-. 
считать назадъ. столько членовъ, сколько указываетъ отрицательное зна- 
чен1е —результатъ будетъ равняться данной сумиф. Иные та- 
кой догадки можно доказать слфдующимъ образомъ. 

Ввадратное уравнене относительно и, полученное въ ст. 454, есть 

25=я + (дав) к а: (0) 

Предположимъ, что существуеть такой рядъ, въ которомъ первый 
членъ есть 0—а, разноеть 6, число членовъ т и сумма 8; тогда | 

| 28 =126-+ (25—2и—6)т. . . . . _(2). 

Корни уравнен1й (1) и (2) равны по величин, но противоположны 
по знаку (ст. 340); такъ что, если корни уравнен!я (1) означимъ бук- 
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вами я, и —7., то корни (2) будуть —#, и я... Слёдовательно и», чле- 
новъ ряда, начинающагося съ 6—2 и пифющихь общую разность 6, ©0- 
ставятъ данную сумму 5. ПослЪднй пленъ рада, начинающийся съ 9 и 
простираюцщийся до, членовъ, будетъ а-+(и,—1)6; слБдовательно намъ 
нужно доказать, что. если, начиная съ этого члена, отечитаемъ назадъ 
и, членовъ, то придемъ къ члену 0—4. то СВОДИТСЯ къ доказательству, 


что .* ан(и,—1)6—(и.—1)6= 6— а: 
то-есть, что ан (п, —п,)6=6—а. 
| 2—0 „, 
Но и—и=— (ст. 335); 
слЪдовательно ан (п, —п,)ь *# а—(2а—6)=6—а. 


457. Въ связи съ уюлымь отрицательнымь значенемъ и можно 
обратить внииан1е на другое еше обстоятельство. 


Пусть —й, будетъ цвлое отрицательное значен1е я, удов летво- 
ряющее уравнению 


— 1 Ва-+-(и—1)5}; 


тогда, | =Ь—5 2а--ь— 0. 


Слёдовательно | —-—5 а —в)-(и-—1) (—5) 


Это показываетъ, что если мы отечитаемъ назад и членовъ, на- 
чиная съ в—6, то полученная сумма будетъ равна —5. 


Наприм$ръ, если возьиемъ случай ст 456, то отсчитавъ назадъ 

несть членовъ, начиная съ 2, мы получимь к 
2+0—2—4—6— 8, 

то-есть — 18. 


458. Впрочемъ въ нфкоторыхъ случаяхъ только одно изъ значен1й 
п", найденныхь въ ст. 454, будетъь цфлымъ числомъ. Цоложимъ @== 11, 
оне, 8=24; мы получимъь и=3 или 5'з. Послфднее значене за- 
ставляеть насъ предугадывать, что изъ двухъ чиселъ 5 и 6 одно 6у- 
‘детъ соотвЪтетвовать сумм% большей чфмъ 24, а другое—суми$ мене- 
шей чфмъ 24. Д®йствительно, сумма 5 членовъ будетъ 25, а сумма 
6 членовъ 21. | 


По поводу дробнаго значеня и мы можемъ указать еще на ел®дую- 
щее обстоятельство: 


Положимъ, что р есть дробное значен1е й, удовлетворяющее урав- 


нен1ю 3—5 [а ("—1)5; 
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зола 8= ‚29-18 а 
Ч й 2141 @а 
_р(2а Об . | 8 (< 6 + 
Е ны [5 2) ———- 1 ь 
Е Аа 24° 29)" 3. 
Это показываеть, что $ равно сумм р членовъ ариометической 


| , 4 6 р. 
прогрессии, въ которой первый членъь есть а 59247 & разность 


6 
будетъ —> 
у Ре 


| 10 
Въ данномъ выше примЪрЪ =5'=3; такъ что р=16и0=3. 
А потому | 
| а |, В 11 1 6 ] 


м — = —=———. о 
а 2949 2% 3 26 70’ ны 
такимъ образомъ 24 есть сумма 16 членовъ ариометической прогрессти, 


г а | 
_ ВЪ Которой первый членъ есть 4, а разность —%, 
459. Заслуживають вниман!я выводы, получаемые въ слёдующихъ. 
простыхъ задачахъ: 
Нойпи сумму п членов ряда 1, о, 3, р 
ЭДЪСЬ п-ый членъ есть ; такииъ образомъ, по ст. 450, 


= 5-1). 


Найти сумму п членовь ряда 1, 3, 5, 
ЭдЪсь а=1, 6=9; итакъ, по ст. 450, 
| т п 
Ей. сы РЕ =—-— ыы 2 
аз 2(п }=5 2 в 
Прибавимъ къ этому еще два подобныхъ-же вопроса, приводящихъ 
къ важнымъ результатамъ, хотя они и не очень т$сно связаны съ на- 
стоящинъ предметомъ. 
_ 460. Найти сумму квадратовъ рвы п натуральных чисел. 
Означимъ буквой $ искомую сумму; тогда 
5=12--9°—83°-+....-5®?, 
ы п(и-—--1)(2я-—+-1) 
н ны докажемь, что = 
Мы имфемъ 
п°—(и— 1 )*°=3ж—8и-н1Т, 
(и—1)*— (и)! (ВОН 
(и 2) —(п—3)3=3(и—2)*—3(и—2)-+1, 
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38—03—3.32—3.8-+1 
28—13—3.22—3.2+1 | 
18—0°—=3.1^—3.1-+1. 
Отсюда, сложивъ эти равенства, находимъ 
12...58... ня, 


_ Зн(и--Т)} 
————г- 


то-есть | 03 =38— 
| и(и-+- 7 
Сл$довательно 38=и? ии идиеннывиыо 
#(7—1)(27—1] 
и ЗНАЧИТЬ _те-о ит) 


2.5 


461. Найти сумму кубовъ первых п натуральныхь чисель. 
Означимъ буквой 3 искомую сумиу; тогда 
| 9—1 93 83-.. НЗ, 
ры МИНЫ, 


и мы докажемъ, что 5 \ 


— 


Мы имфемъ | 
1*—(1— 1. )* =4и3—6би^-н4п —1,. 

(и 1)*—(и—2)*=4(и—1)—6(и—1)*-+4(и—П—1, 

(п 2)*— (и—3)*=4(п—2)3—6(и— 2) +4(и—2)—1, 


31—91—4.3°—6.3^4.3-—1 

04 — *—4.93—6.2^+4.2—1 

14—04 =4.1°—6.1°+4.1—1. 
Отсюда сложенщемъ находимъ - | 


7 4} 18--29- +33 дения] 6-7? 
41-23 ..5мЫ—я, 
то-есть 0=48—п(и-+ 1) (2 1)-27(и1)—я. 
Слфдовательно 48=7%--9 3-2, 
| (и(и-=1))” 
и а | 
Г 2 


Такимъ образомъ, на основан ст. 459, мы получимъ еслЪфдую- 
пЫй выводъ: сумма кубовъ Нервыхь п натуральныль чисель равна 
квадрату суммы этихь чисел. 
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Прим$ры ариеометической прогресе!и. 


1. Найти еумму 20 членовъ 2, 6, 10, 14. ... 


2. Найти сумму 32 членовъ 4, Г. Я а 
4°2` 4 

3. Найти сумму 24 членовъ р —2, .. 
4. Найти сумму 20 членовъ 5, =. > 

5. Найти суиму 10 членовъ 185, 15 ь 3‘. 
6. Найта сумму 12 членовъ 1, 13/4, 21, 

7. Найти еумму 21 члена — Е 

и 2? ` 


8. Найти сумму 50 членовъ : =. ‚ИРУ 


9. Найти сумму 30 членовъ 116, 108, 100, ... 
10. Найти сумму ® членовъ 9, 11, 13, 15, 
52 

63’ 

12. Найти такую ариемет. прогр., чтобы сумма первыхъ пати чле- 
новъ составляла одну четверть суммы слфдующихь пяти членовъ и 
чтобы первый членъ ея былъ единица. | 

13. Если первый членъ ряда равенъ 2, & пятый равенъ 7, то найти, 
сколько членовъ нужно взять, чтобы сумма могла быть 63. 

14. Дано а=16, 6=4, з=88; найти я. 

15. Если сумма т членовъ нЪкоторой арием. прогр. къ сум 8 
ея членовъ находится въ постоянномъ отношени 7%” къ И*, а пер- 
ВЫЙ членъ ея единица, то найти и-ый членъ. 

16. Сумма извфстаго числа членовъ ряда 1-+-19-+17-+.. ‚ рав- 
_няется 120; найти послёдй членъ и число членовъ ряда. 

_17. Найти разность, зная, что первый членъ есть 1, последн 
50, а сумма 204. 
18. Вставить 6 среднихъ ариеметическихь между 1 и ни 


11. Найти сумму 7 членовъ 1, 


19. Если взять 2—1 членовъ ряда 1, 3, 5, 7, 9, ..., то сумма 
членовъ, взятыхъ чрезъ одинъ: 1, 5, 9, .. ‚ будеть ОТНОСИТЬСЯ КЪ сумив_ 
остальныхь членовъ: 3, 7, 11, ... какъ +1 КЬ И. 


Алгебра. | 15 
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20. Найти сумму первыхъ й чиселъ вида 47+ 1. 
21. Найти, сколько членовъ ряда 1--3—5-—7.... составятъ число 
1234321. 


22. Найти, сколько членовъ ряда 16-+2439-+40-+... составять 
число 1840. 


23. На земл$ лежить 7 камней; разстоянте между первымъ и вто- 
рымъ одинъ аршинъ, между вторымъ и третьимъ три аршина, между 
третьимъ и четвертымъ пять аршинъ, и такъ далфе. Сколько нужно 
людей, чтобы собрать вс$ камни въ корзину, стоящую у перваго камня, 
если каждый принесетъ по одному камню? — 


24. Члены 14-й, 134-й и послфдн1Я въ арием. прогр. соотв тетвенне 
равны 66, 666 и 6666; найти первый членъ и число членовъ. 


25. Найти рядъ среднихъ ариеметическихь между Ти 21, та- 
кихъ, чтобы сумма ихъ относилась къ суми$ двухъ наибольшихь изъ. 
нихъ, какъ 1] къ 4. 


26. Сумма членовъ ариом. прогресс1и равна 282, первый членъ 
ея —12, а общая разность *?. Найти число членовъ. 


27. Найти, сколько членовъ ряда 3, 4, 5 ... должно взять, чтобы 
составить 25. 


28. Найти, сколько членовъ ряда 5, 4, 3, ... должно взять, чтобы 
составить 14. 


29. Показать, что можно найти извфетное число членовь арием. 
прогрессти, алгебраическая сумма которыхъ равна нулю, если только 
удвоенный первый членъ дЪлится на разность, а восходяплй или нисхо- 
дяший рядъ, смотря по тому, что считать за первый членъ, будетъ от- 
рицательнымьъ, или положительнымъ. 

30. Если т-ый членъ арием прогр. будеть и, а и-ый членъ #7, 
то сколько членовъ составятъ сумму $(@и-нп)(т ="—1) и какой 0у- 
детъ послёднй изъ нихъР 

31. Если $=179; а=94, 6=—4, то найти #7. 

32. Если з=10й-07“, какое-бы ни ыо значен1е 7, то найти 
77-ый членъ. | 

33. Если ©, представляетъ сумму й натуральныхъ ни, начи- 
ная съ а, то доказать, что Юза1и_1==36а 

34. Доказать, что квадраты величинъ #2 0—1, т и 
2°2х—1 составляютъ ариеметическую прогресс1ю. | 
_ 35. Разноеть арием. прогреес1и равна разности квадратовъ перваго 
и послфдняго членовъ, раздфленной на удвоенную сумиу всзхъ членовъ. 
безъ перваго и посл$дняго. 


36. Сумма т членовъ ариом. прогресс1и равна 7, а сумма ® чле- 
новЪ съ тёмъ-же первыиъ членомъ и съ тою-же разностью равна 7, 
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Показать, что сумма т--и членовъ есть —(т-+”) и что сумма 


2й 
%—® членовъ равна (7и— я) Е 


37. Найти число среднихъ арлеметическихь между 1 и 19, если 
второй изъ среднихь относится къ первому какъ 1 къ б6. 

38. Сколько членовъ натуральнаго ряда чиселъ, начиная съ 4 да- 
дуть въ сунм$ 5350? 

39. Въ ряду, состоящемъ изъ нечетнаго числа членовъ, сумиа чле- 
новъ нечетныхъ (перваго, третьяго и т. д.) равна 44, а сумма чет- 
ныхъ членовъ (второго, Четвертаго и т. д.) равна 33. Найти средний 
членъ и число членовъ. 

40. Еели @?, 6^, с” соетавляютъ ариометическую прогресс1ю, тогда 
ыы то-же составят ариометическую прогресс1ю. 
с’ ста’ ань 

41. Найти суниу 7 членовь рада, въ которомъ 7-ый чденъ есть 
2—1. ы 

42. Найти сумму и членовъ 1—8—=5 —7-... 

43. Найти сумму й членовъ ряда 1—2+3—4-... 

44. Даны р-ый членъ Ри 9-ый членъ @ въ арим. прогрессе; вы- 
разить сумиу я членовъ посредствомъ Р, 0, р, а, п 

45. Члены 7-ый, 0-ый и 7-ый ариеметической прогрессли соотвфт- 
ственно равны 2, 9, 2; доказать, что если 2х, у, 2 будутъ цзлыми и. 
положительными, то существуеть арибм. прогресе1я, въ которой 2-ый, 
_-ый, 8-ый члены соотвзтетвенно равны 1, 9, 7; и что произведение 
разностей обфихъ прогресй равно единиц. 

_ 46. Внутреннйе углы прямолинейной фигуры составляютъ ариемет. 
прогресе1ю: наименьший уголъ 120”, разность 5°. Найти число сторонъ. 
о 47. Найти сумну ий членовъ 1.2-+2.3—3.4-+4.5-... 
48. Если второй членъ арием. прогресс1и будетъ среднимъ пропор- 
‚ щональнымъ между первымъ и четвертымъ, то показать, что шестой 
_членъ будетъ среднимъ пропорщональнымь между а За и девя- 
ТЫМЪ. 
_ 49. Если Ф(й) будеть сунма я членовъ арием. прогресс1и, то найти 
| о(п) въ зависимости отъ Я и первыхь двухъ членовъ. 
Показать такъ-же, что ф(и--3)—8$(и+2)-+39(и--1)— —$(®)= 0. 


7 
50. Найти суму п членовъ ряда, въ которомъ 1-ый членъ—5—9. 
51. Разложить единицу на четыре части, составляющия арнемети- 


| 
ческую прогресс ю, въ которой сумма кубовъ была-бы 10 
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52. Слуга согласился служить первый иъеяць за известную плату 
съ условемъ, чтобы она увеличивалась на четвертакъ въ каждый ел\- 
дующий м$5сяцъ, пока не достигнетъ 15 р. въ ифсяцъ. По прошестви 
перваго изъ мБсяцевъ, за которые онъ сталъ получать по 15 рублей, 
онъ нашелъ, что за время его службы онъ получаль стеднимъ числомъ 
по 12 рублей въ м$еяцъ. Сколько иеяцевъ слуга прослужилъ? 


53. А, вызхавъ изъ извфетнаго ибета, профзжаеть по 5 антлИй- 
скихъ миль въ часъ. ВБ выфзжаетъ чрезъ 4’'› часа послф А и деть 
ВЪ ТОМЪ-же направлени со скоростью 3 миль въ первый часъ, 

3» миль во второй часъ, 4 мильвъ трети часъ, и такъ далфе. Найти, 
чрезъ сколько часовъ В Догонитъ 4? 


54. Н%сколько человзкъ наняты для извфетной работы, которая за- 
няла- бы 7 часовъ, если-бы они начали ее одновременно; но вм\сто этого 
они принимались за нее черезъ равные промежутки и продолжали такъ 
работать, пока не окончили ее всю. Такъ какъ плата была пропорц1о- 
нальна работЪ, произведенной каждымъ, то первый, принявш1йся за 
работу получиль въ ^ разъ больше, чфмъ пос ВдНЙ, Найти, какое 
время заняла работа: 


55. Число, выражающееся тремя цифрами, равно 26-кратной сумм$ 
его цифръ; при этомъ цифры составляютъ ариеметическую прогресе!ю. 
Если прибавить къ этому числу 396, то цифры его будуть въ обрат- 
номъ порядкБ. Найти это число. 


56. Показать, что вумма всякихъь 27-1 пос вовалельныхь ц$- 
лыхъ чиселъ Витя на 21-1. 


ГЛАВА ХХХ 
Геометрическая прогресайя. 


462: Говорять, что количества составляютъ геометрическую про- 
греес1ю, когда каждое изъ нихь равно произведен1ю предыдущаго на 
нфкоторый постоянный множитель. Постоянный множитель называется 
знаменателемь протрессии или для краткости просто знаменателеме. 
Такъ слфдующе ряды членовъ составляютъ и к прогресетю. 


Е о, 16 
1.11 1 

9 Р% о’ 97? 31?’ ее 

а, а’, вг*, а7°, ат“, ... 


1 
Въ первомъ прим$р% знаменатель 2, во второмъ - и въ третьемъ 7. 
| 5 
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_ 463. Пусть а означаетъ перзый членъ геометрической прогрессии 
у—ея знаменатель; тогда второй членъ будетъь а’, трей а”*, четвер- 
Тый 07°, и такъ далЪе. Такимъ образомъ 7-ый членъ будеть а”"—*. 


464. Нойпи сумму данноло числа величинь, составляющиль 
зеометрическую профессию , если извъстны первый членъ и знаме- 
нипель поорессви. 

Пусть 4 означаетъ первый члень, ” знаменатель, ® число членовъ, 
и $ суиму членовъ. Тогда 


$=ааг-наг* наф... нат"; 
слфдовательно 5“=  д’-на’-натз-+.. нат ом”. 
_ Отсюда, посредствомъ вычитан1я, получаемъ 
Зг—8=07"— 0; 


о(т”-—1 
елъдовательно | $ И Б м з за а д (1). 
Если 7 означаеть последний членъ, то мы имен о 
уу еее на (2), 
_ 7— а 
а слЪдовательно | а же (3). 


Уравнен1е (1) даетъ значене 5 посредетвомъ величинъ, предпола- 
гающихся извЪетными. Уравнен1е (3) представляетъь иногда удобный 
ВИДЪ. 

465. Эначене $ мы можемъ писать такъ: 

_ @(1—”) 
о 1. | 

Положимъ теперь, что 7 меньше единицы; тогда, чёмъ больше бу- 
деть ия, тБиъ менфе будеть 7”, и беря ® достаточно большимъ, мы мо- 
жемъ сдфлать 7” какъ угодно малымъ. Если такимъ образомъ ® будеть 
взято столь большимъ, Что величиною 7” въ сравнени съ единицей 


и | | в 
можно будетьъ пренебречь, то значене з приведется къ у ЭТОТЪ 


выводъ мы можемъ выразить такииъ образомъ: Шри достаточно 
большомь п сумма п членов зеометрической прозрессяь будеть отли- 


Е | ( | 
чаться какь уюдно мало оть т. То-же предложен!е иногда сокра- 
щенно выражаютъ такъ: сумма безконечнояо числа членовь убываю- 


ь | 0 
щей чеометр. профрессаь равна Е, Но нужно помнить, что это не 
бол$е, какъ сокращенное выражен!е предыдущаго предложеня. ^. 
Предыдущ]я замфчаня предполатаютъ, что 7 меньше единицы. На 
будущее реж И ВЪ Текст$, и ВЪ приизрахъ, когда мы будемъ гово-_ 
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рить о безконечной теометрической прогресе!и, мы будемъ всегда, пред- 
полагать, что 7 меньше единицы. 
Примфнимъ предыдущ!я зам чан1я къ какому нибудь прим ру. Раз- 
11 
2’ 4’ 8 


сумма 7 членовъ будетъ 


смотримъ рядъ 1, ...; ЗДЪСЬ @==8, 7—5} Такимъ обравонь 


1 1 т - 
Е (1 —5= ), то-есть 2—9. Но если 


взять 7 достаточно большимъ, то 2—"' 


можеть быть сдфлано КаКЪ 


| 
и—1 СТОЛЬ малымъ, кажЪ угодно. По- 


Этому можно сказать, что беря п достаточно большим, мы можемь 
достилнуть тою, что сумма п членовь ряда будеть отличаться 
07% 2 на какую одно малую величину. Это сокращенно можно вы- 
разить такъ: сумма безконечною числа членовь этою ряда равна 3. 


466. Бъ звометрической прогресс, продолженной до безко- 
нечности, каждый членъ находится въ постоянномь: отношении кз 
сумм всъжь членовъ, сльдующихь за нимь, если предположить, 
4710 знаменатель меньше единицы. | 

Пусть рядъ будетъ ан-аг-на’”-но’З-+.....; тогда п-ый членъ его 
будеть а" '; сумма всфхъ членовъ, слфдующихь за нимъ, будетъь 


угодно большимъ, а сл5довательно 


а” 
_а7-ну-ну? м #5 
Отношен!е я-аго члена къ сумм$ слфдующихъ за нимъ будетъ 
в. 
| ат": а 
1—7’ 


еенижек че. 


то-есть ———. А это 6всть постоянная величина, каково-бы ни было п. 
м 


Если мы желаемъ опредфлить 7 такь, чтобы это отношене могло 


_ имфть данную величину р, мы должны положить — р; откуда бу- 


#1 
детъ селфдовать, что рег" 


467. Пер1одическля десятичныя д дроби представляють собою при- 
нфръ безконечныхь геометрическихь прогрессай. А, наприи$ръ, 
0.2343434... означаетъ собою рядъ 

10 10° 10° 107 7 
вс члены, слфдующие за составляютъ геометрическую прогрес- 


| 1 
с1ю, въ которой первый членъ т 08 а знаменатель 5. Слфдовательно 
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МЫ можемъ сказать, что сумма безконечнаго числа членовъ этого ряда 


авна —— т ны то-есть _% Поэтом значен! | 

| р 1 08: 08? С 090; у е всей десятичной 
о 34. 

дроби будетъ 16 990 о.  ®Выведемъ теперь общее правило для нодоб- 


ныхъ ириизровъ. 


468. Найти величину наф десятичной дробы. 


Пусть Р означаеть неповторяющияся цифры и положимъ, что ихъ. 
будеть р; пусть & означаеть повторяющ!яся цифры и пусть ихъ бу- 
деть 0. Пусть $ ны значен1е десятичной ‚ИНН 


дроби; тотда 
3=0,РО00... | 
10?5=Р,ОО0... 
я РО, $09... 


(102—102) =РО—Р 

Но 102197—102—=(10*—1)102; а 10—1, если его выразить циф- 
рами обыкновеннымъ образомъ, будетъ изображаться цифрой 9, повто- 
ренной 9 разъ. Отсюда мы выводимъ обыкновенное правило для обращения 
перодической десятичной дроби въ простую: Нужно вычесть ц$лое чи- 
сло, представляемое пертодическою частью дроби, изъ цфлатго числа, 
предетавляемаго непертодическою частью съ первымъ пер1одомъ, и раз- 
дфлить разность на’ число, изображенное столькими цифрами девять, 
сколько цифръ въ пер1одической части, сопровождаемыми столькими 
нулями, сколько цифръ въ непер1одической части. 


вычитая, получимъ 


469. Вставить данное число среднихь зеометрическихь между 
двумя данными членами. 


Пусть & ис будутъ два данные члена, и ® число членовъ, которые 
нужно вставить. Гогда сущность задачи будетъ заключаться въ томъ, 
чтобы найти +2 члена геометрической прогресеги съ первымъ членомъ а 
_ и послфднимЪ С. Пусть у будетъ знаменатель прогрессии, тогда с==а”” +", 


Е | 
& потому "=(-=) . Отсюда находимъ х, и _ пекомые члены будутъ 
ЧТ, 9"?, аз, ... РТ. 


470. Въ стать 464 мы имфли дфло съ пятью величинами, именно 
и, т, , п, $, связанными взаимно данными тамъ уравненями (1) и 
(2). ИЛИ (2) и (3). Поэтому мы могли-бы предложить найти как1я ни- 
будь двф изъ этихъ пати величинъ, когда даны три другя; но легко 
видфть, что нфкоторые изъ случаевъ такой задачи окажутся слишкомъ- 
трудными для рёшевя. САДУ четыре случая не представляють _ 
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никакой трудности: 1) даны а, 7, и; 2) даны а, п, 7; 3) даны т, п 


[; 4) даны Х, Я, $. 


471. Но положимъ, что будуть даны а, $, И, а слфдовательно 
нужно будетъ найти х и {. Тогда ” пришлось-бы находить изъ урав- 
нен1я | | 

$(“-——1)=а(* —1); 
мы можемъ раздфлить обЪ его части на 7—1, и тогда получимъ урав- 
нен!е #—1 степени относительно неизвЪфстной величины 7, которое 
слфдовалельно не можетъ быть р$ёшено по какому нибудь изъ данныхъ 
до сихь поръ снособовъ, если ® будетъ больше 3. Подобныя-же зам$- 


чан1я относятся къ случаю, когда даны [, $, й, и когда слфдовательно | 
нужно найти ди 7. 


412. Остаются четыре случая задачи, именно т$ четыре, въ кото- 
рыхь одна изъ искомыхъ величинъ есть 7%. Положииъ, что даны а, #, 
[, а слфдовательно нужно найти $3 и 7. Здфеь ий пришлось-бы найти 
изъ уравнешя /[—@7”—*, въ которое неизвестная величина 7 входитъ 
показателемъ; до сихъ поръ еще ничего не было сказано о р5шени та- 
кихъ уравнений. | Зй 

473. Найти сумму п, членов слъдующимо ряда: 

а, (а--®)", (а--26)т?, (а 36), ... 
Пусть з означаетъ эту сумму; тогда __ 
5=а-н(а--б)у-Н (ан 2)и*-н.., +(а--и— 16)", 
ру аг-+-(а-- Ви?-...-н(а-ки— 26)" 
й а). 
Вычтя одно изъ другого, найдемъ ‚ < 
| $(1-—и)==а-ьбу-ь фин...” Ча--(и— тп)" 
1—1 
а 


1—7 


—}а+ ти | ви”, 


а слъдовательно | 
а—}а-+ (и 1)" (1—7 °) 
]—^ (1—7) 


$ — 


— Примфры геометрической прогресси. 


ы о 
1. Найти сумму шести членовь ++ он 


2. Найти сумму десяти членовъ 2— 024-28 —9“-... 


розы 9 д. °в | 
. 8. Найти сумму 7 членовъ 32+... | 
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| - 213 
4. Найти сумму й членовъ 8" 
а 24 к: 
р. Найти сунму безконечнаго числа членовъ ао Бы 


6. Найти иен сумиу ре 


] 


у Байти оаконочи Ю СУМИ + 11, 
| ую У а 16 


3. Найти боопотизь сумиу З+9-- ыы 
_ о 


36 


9. Найти нь сунну латы 


10. Найти езконочнуи сумму уе... 
11. Найти бекзонечную сумму 5— т 1 - 
| У 900 


| 
12. Найти безконечную сумму + 


13. Найти к сумиу ан — 
| 

125 
Е 1 
8 


раедрниниск 


11 
14. Найти безконечную сумму Е эк + 


Е 
15. Найти безконечную сумму "1 


М ] ы 
16. Найти безконечную о ТН = + ны 


НЕ а толь а © 20 
17. Найти безконечную сумму КНР НН 


18. Найти сумиу ® членовъ +27“ 373-47“ +... 
23 4 
19. Найти сушу п членовъ нана наз. 
т. 


85° 
20. Найти сумиу и членовъ А 


_ — _ 3 1 
21. Найти сумму я членовъ 1— ИО 
22. Найти суиму всякато чиела членовъ геометр. прогресеи, въ 
которой даны первый и трет члены. | 
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23. Если знаменатель прогресс1и равевъ —3, то найти знамена 
тель ряда, который получится, если взять каждый четвертый членъ 
первоначальнаго ряда. 


24. Сумиа денегъ въ 700 р блей раздфлена между четырьмя ли- 
цами, доли которыхъ составляютъ геометрическую прогресс1ю, а раз- 
ность между наибольшей и наименьшей долями относится къ разности 
между средними долями какъ 37 къ 12. Найти соотв$тетвенныя доли. 


25. Найти сумму я членовъ ряда, котораго тж-ый членъ (—1")а^®. 

26. Если Р будеть сумма ряда 1-н7Р-н/”Р-н73Р-+... до безконечн. 
а 4 сумма ряда 1-57 нуну +. до безконечности, то доказалъ, 
что Р(0—1}=0"(РЫ— 1). 

27. Показать, что |/ (0.444...) =0.666... 


28. НЪкто, сберегающуй ежегодно на половину больше того, сколько 
онъ сберегь въ предыдущ1й годъ, по истечении семи лЪтъ скопляетъ 
658 р. 88 к. Сколько онъ сберегъь въ первый годъ? 


29. Показать, что произведене двухъ членовъ геометр. прогресслт, 
равно отетоящихъ отъ даннаго члена, всегда будетъ одно и то-же. 


30. Показать, что если въ геометрической прогрессли каждый 
членъ вычесть изъ ел5дующаго за нимъ, то повл5довательныя разности 
составятъь также геометрическую прогресс1ю. 


31. Ввадратъ средней ариеметической изъ двухъ величинъ равенъ 
средней ариеметической изъ среднихъ ариеметической и геометрической 
квадратовъ этихъ двухъ величинъ. | 

39. Найти безконечную геометр. прогресею, въ которой каждый 
членъ въ десять разъ больше суммы вофхъ иЗАуоЩикЬ за нимъ чле- 
НОВЪ. 

33. Если ©„ представляеть сумиу 7 членовъ данной веометриче- 
ской прогресс1и, то найти сумму ©, +5. о.-+...-Н би. . 

34. Если найти я среднихъ геометрическихъ между двумя величи- 

® 


нами @ и с, то ихъ произведеще будеть (ас)*. 
_‘ 35. Пуеть з означаетъ сумму 7 членовъ ряда а, а", ат”, .. пусть 
также 5’ означаетъ сумму ® членовъ ряда @, а’ ‘, а”_”, ... и наюо- 
нецъ пусть / означаетъь послёде1й членъ перваго ряда, тотда буден 
_ИмфТЬ 98==15.. 
_ 36. Если а, 6, с, 4 составляютъ геометрическую прогресслю, то 
(2—6? с” )(62-+-с1 +а)= (аб-нфе-н са)". 

37. Если а, 6, с, 4 составляютъ геометрическую прогресстю, то 
(а—а)*= (6-—6)?-+( е—а)*-+(94—Ъ)°.. > 

38. Сумма первыхъ трехъ членовъ геометр. прогресели равна 21, а 
сумма первыхъ четырехъ членовъ равна 45; найти этотъ рядъ. 
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| ке 3 2 А 2 
39. Найти сумну 7 членовъ | ‚—) «(> >) =("—) —... 
40. Найти сумиу ® членовъ 5-+55-555-+... 


41. Показать, что двф величины, изъ которыхъ А средняя арие- 
метическая, & С’ средняя геометрическая, даются Ффориулой 
АИ (А--@(А— 6). 
42. Иифются четыре числа, изъ которыхъ первыя три находятся 
въ геометрической, а послфдея три въ ариеметической прогресс1и; сумиа 


перваго и послфдняго равна 14, & суима второго и третьяго равна 12. 
Найти эти числа. 


43. Три числа, сумма которыхъ равна 15, составляютъ ариемети- 
ческую прогресею, но вели къ нимъ соотвфтетвенно прибавить 1 4в 
19, то полученныя суммы составятъ геометрическую прогресе1ю. _Опре- 
ВЛИТЬ эти числа. 


44. Если @, 6, с составляютъ ариометическую прогресею, то до- 
казать, что 
о 
Г Вл Ре БА В ВА А 
_всли-же они составляють ЕС прогресс1ю, то доказать, что 


26 {= 1 + 1 
й 
45. Найти сумму безконечнаго ряда 
ат (а-наб)"“(а-наб-наб*)уз-..., 
гд$ 7“ ибу каждое меньше единицы. 


ть = =63-н о. 


ГЛАВА ХУХИ. 


`Гармоническая прогресеия. 


474. Говорятъ, что величины а, 6, с, СОСтавляютъ тарионическую 
прогресслю, когда а: с=а—6 : 6—с. 

Всякое число величинъ составять  гармоническую прогресс!ю, 
когда каждыя три послфдовательныя изъ нихъ составляютъ такую 
 прогресетю. 


415. Беличины, обратныя съ величинами, составляющими ар- 
моническую прогресейю, представляють дни прозресевю. 


/ 
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Пусть а, 6, с составляють гармоничеекую прогресею; 


| тогда а: в=а— 0 : 6—с; 
слфдовательно а(6—с)=с(а— 6). 
Раздфлимъ на 00с, тогда будетъ 
1:11 
сб а’ 


что и доказываетъ предложене. 


416. Опредзлен1е, данное въ ст. 474, выражается словами иногда 
еще такъ: Гри величины составляють зармоническую прошес- 
`с0, кода первая относится къ третьей, какъ разность первой 
_ и второй относится къ разности второй и третьей. Но нужно 
замбтить въ такомъ случаф, что разности надо брать в5 томь-же 
_ самомь порядкь, то-есть, вычитая вторую величину изъ первой и 
третью изъ второй, или, вычитая первую изъ второй и вторую изъ 
третьей. И было-бы невфрно, если-бы вычитать первую изъ второй п 
третью изъ второй. ОпредЪлен1е съ помощью символовъ представляеть 
преимущества по краткости и точности оровичожьно со словеснымъ 
опредвлентенъ. 


_ Иногда за опредфлен!е гармонической прогресеш берутъ свойство 
ея, доказанное въ ст. 415, выражающееся такъ: величины составляютэ 
‘армоническую прозрессию, если иль о составляють 711ро- 
зрессиюо ариометическую. 


Терминъ зармоническая прогресе1я произошелъ отъ.обстоятельства, 
касающагося музыкальныхь тоновъ. Возъиемъ рядъ струнъ изъ одного 
111 


вещества, длины которыхъ пропорциональны числамъ 1, г 57 1’ 5’ 


1 - | 
6 и предположинъ, что эти струны натянуты одинаково. Тогда, если 


как1я нибудь двЪ$ изъ нихъ будуть звучать одновременно, то звукЪ 
окажется прятнымъ для слуха или зармоничныме. 


Здесь нфть формулы для сумиы какого нибудь числа величинъ, 
составляющихъ гармоническую прогресс1ю; но свойство, доказанное въ 
предыдущей статьф, послужить намъ для рёшен1я н$фкоторыхъ вопро- 
совъ, относящихся къ гармонической прогресейи. 


477. Вставить данное число средних зармоническихь между 
двумя данными членами. 


Пусть аи с будуть два данные члена, а ® число ветавляемыхъ 
членовъ. Тогда задача будетъ состоять въ томъ, чтобы найти и-+2 
члена гармонической прогресс1и, первый членъ которой @, & послёдЕй 
с. Слфдовательно задачу эту можно свести къ слёдующей: вставить 
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к 
п среднихь ариеметическихь . между ай -: Пусть 6 означаетъ раз- 


НОСТЬ; ТОГДа 


Тень 
св 
ь а—с 
слвдовательно | | 
(п--1)ас 
Ариеметическая прогресыя будетъ | 
| Е 9, «о... т р 
то-есть | | 
1 си ас с(и-т+2(а—© < си-О-иа-о) 1 
«Ф апт) ' ае(п--1) ”“ ае(п-+1) 'с 


Слфдовательно, гармоническая прогресойя будетъ 
ас(п-- 1) ас(п--1) — вс(п-+-1) 
” с(и-т-на—е’ с(и-)--2(а—с)’ `` си-р-ща— 0’ 
478. Пусть а и с будуть кавя нибудь двф величины; пусть 4 


будетъ ихъ средняя ариеметическая, С’ ихъ средняя о ыы И 
Н ихъ средняя гармоническая; тогда, 
А—а=с— А; слфдоват. А=т(а-нс). 
а: Я@=@ : с; слёдоват. 9=/И ас. 
ас 


& : с=а-—Н : Не; дозах Н=——. 
| ан-с. 


Отсюда слфдуетъ, что Ч? = АН, а потому 
А: Ч=@ :Н. 
Такимъ образомъ (’ по своей величин$ заключается между А и В, 


причемъ .4 больше Н, потому что 
и ас. _ @—9` 
ван» 5+ в ас 9(а+0)’ 


то-есть .4—М положительная величина. 


479. Мы ножемъ замфтить, что три величины а, 6, с будуть 00- 
ставлять ариометическую, геометрическую или гармоническую прогрес- 
сю, смотря по тому, будетъ ли 


уаытииииисиениеи 


( (й 
о ВНЯТЬСЯ —, ИЛИ $ ИЛИ — 
р ра Н ы | ь 


р а ы д 
ДЪйствительно, въ первомъ случа$ НЫ а потому в=3(а-+с). 
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Во второмъ случа В(а—5)=а(—5), а потому $ ==ас. Трегй случай 
очевиденъ по самону опредфлен1ю гармонической прогресейи. 


Прим$ры гармонической прогресаи. 
1. Продолжить рядъ 3-3 еще для двухъ членовъ. 
2. Бетавить 18 среднихъ гармоническихъ между 1 и ы. 


8. Найти 7-ый членъ гармонич. прогресыи, въ которой первый и 
второй члены соотвфтетвенно равны @ и 6. 


4. Найти (р--9)-й членъ гармонич. прогресеи, въ которой Р есть 
р-й членъ, а © есть 4-й членъ. 


5. Найти, какую ‚величину нужно отнять отъ каждой изъ данныхъ 
трехъ величинъ, чтобы разности могли составить гармоническую прогресе1ю. 


6. Три величины составляютъ гармоническую прогресстю, а если 
вычесть изъ каждой изъ нихъ половину ме члена, то три разности 
составатъ геометрич. прогресетю. 

_Т. Показать, что 6? будетъ больше, равно или меньше @с, смотря 
по тому, будуть-ли а, 6, с составлять ариеметическую, теометриче- 
скую или гармоническую прогресс1ю. 


8. Среднее ариеметическое изъ двухъ чиселъ равно 3. а среднее 
_ тармоническое равно 3; найти эти числа. 


9. Среднее геометрическое двухъ чиселъ есть также среднее гео- 
метрическое между среднимъ ариеметическииь двухь чисель И ихЬ 
среднимъ гармоническимъ. Среднее ариеметическое безъ средняго гармо- 
ническаго равно квадрату разности : ЭтихЪ двуть чиселъ, раздфленному 
на ихъ удвоенную сумму. 

10. Если 2 есть средняя тармоническая между аи, то 
| | 1.1 
2—а& 2—6 а 6 

11. Три числа составляютъ гармоническую прогрессшю, причемъ 
наибольшее изъ нихъ есть произведене двухъ другихъ, аесли одно изъ 
нихъ приложить къ каждому изъ нихъ, то наибольшее будетъ суниою 
двухъ другихъ. Найти эти числа. | 

12. Сумма двухъ смежныхь членовъ гармонич. прогрессии равна 


104: а ихъ произведене нос Найти этотъ рядъ. 

13. Если между двумя числами вставить два среднихъ ариеметиче- 
скихь А, и А, и два среднихъ гармоническихъ Н, и Н,, а зат$мъ 
вставить между А, и А, одинъ средайй тармоническ 1, а между МЫ, 
и ЧН, ОДиНЪ педний. ариометическй, то среднее геометрическое между 
этими посяёдними равно среднему рен между первоначаль- 
ными величинами. 


ПРИМБРЫ КЪ ГЛАВЪЬ ХХХИ. 239 


14. Среднее ариенетическое двухъ величинъ ли У есть 4; среднее 
геометрическое С", среднее тармоническое Н. ли А—С-=а п 
А—Н=6, то найти хи у, выраженныя посредствомъ а и 6. 


15. Если ‘а, 6, с составляютъ ариеметич. прогреесю, а, В, 1 тар- 
моническую и 9%, 6В, с геометрическую, то | 


о а с 
=. 
уо са 


16. Если а, ©, с составляютъ гармонич. прогресс1ю, то показать, что 
я 1 1 4 11 | 


—аинььь 
зазврчыкр ониииинии —/ рананананнию  "чы-чьньь 
—— 


о 
а—б бе. са с & 
17. Если _@, 6, с составляють гармоническую прогрессйю, то пока- 


| Ги, р _С 
_Заль. что и ——, —— ‘будуть составлять гармоническую гро- 
ф-+-с’° ска; а _р уду р ие 


гресс1ю. 
_18. Если между двумя величинами а иф вставить 7 среднихъ 
ариеметическихъ и такое-же число среднихъ гармоническихъ, и соста- 
вить рядъ изъ я членовъ посредетвомъ дфлен1я каждаго средняго арие- 
метическаго на соотвётствующее среднее гармоническое, то сумка того 
ряда равна” 
и-+-2_ ‚ (@—5)' 
п--1° 66. 


19. Нкоторое число вида 3а’—6?, гдф а больше В, можеть быть 
разложено на три друшя, составляющя гармоническую прогресе?ю, 
сумма квадратовъ которыхъ будетъ равна 3За“-н0“. 

20. Первая изъ ряда 7 величинъ, составляющихъ гармоническую 
прогресс1ю, есть единица, & сумиа произведенй каждыхъ (и—1) чле- 
_Новъ относится къ произведен1ю вефхъ членовъ, какъ 27 къ 1. Найти 
прогресс1ю. 


п ]=— 


ГЛАВА ХХХИ. 
Математическая индукшЯ. 


480. Въ сл5дующихъ частяхъ этой книги намъ придется пользо- 
ваться способомъ доказательства, называемымъ математическою ин- 
дукулей, или наведенземь. Мы объяснииъ теперь этотъ способъ. 


481. Положимъ, что мы дфлаемъ такое утверждене: сумма ® чле- 
новъ ряда 1, 3, 5, Т... есть 7”. Мы видимь, что въ нзкоторыхъ слу- 
чаяхъ это справедливо; такъ наприм$ръ, сумма двухъ членовъ есть 
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1-+3 или 4, т.-е. 2”; сумма трехъ членовъ веть 13-5, то-есть 9 
или 3”; но мы желаемъ доказать, что эта теорема справедлива вообще. . 
Положить, что мы знаемъ справедливость ея для извфстнаго числа 
п, т. е. допустимъ, что для этого значен1я ® мы имфемъ 
1-+-3н5-+....-н(@и—ПШ=и”; 
прибавииъ къ обфимъ частямъ по 2и-+-1; тогда 
1-3 5-+....+(9и— Г-н (9и--Р=я-+9и-+1=(и-н1)®. 
Такимъ образомъ, если сумма 7 членовъ ряда=””, то сумма я-+1 
члена будетъ (и--1)°. Пругини словами, если теорема справедлива, 
котда мы беремъ извЪфстное, какое бы то ни было, число членовъ, то 
она останется справедливой и тогда, когда мы увеличимъ это число на 
единицу. Но посредствомъ испытан1я мы видфли, что она справедлива 
для трехъ членовъ, поэтому она справедлива и для четырехъ членовъ, 
& когда такъ, то справедлива и для пяти членовъ, и такъ деле. 
Отсюда заключаемъ, что теорема эта справедлива вообще. 


489. Возьмемъ теперь другой примЪръ: предложимъ себ доказать 
справедливость сл$дующей формулы: 
_т(и-1) (2-1) 
с -. 


Мы легко можемъ удостовфриться посредетвомъ испытан1я, что 
формула эта справедлива въ простыхъ случаяхъ; наприм$ръ, когда 
п=1, 2 или 3; но мы можемъ доказать ея справедливость вообще. 

Допустииъ, что намъ извЪстна справедливость этой теоремы для нЪко- 
тораго значеня 7; прибавимъ къ обфимъ частямъ по (и-1)*; тогда 


12-9 НИ 


179+ 32+..." (и--1)*= И и 
Но ми, (и 1)*=(и—1) мины] 
и] 
Е —7и-— 6! 
нь _тт--т)(@т--1) 


——в (+28) ‚ ТВ Ж=Я-1. 


6 

Такимъ образомъ мы получаемъ ту-же самую Формулу для суммы 
п--1 члена ряда 12, 2*, 8*, .... какая по допущен1ю справедлива для 
п членовъ. Другими словами, если формула эта справедлива, когда мы 
беремъ извфстное число членовъ, каково-бы это число ни было, то она 
остается справедливой и тогда, когда это число увеличивается едини- 
цею. Но формула справедлива, когда взято 3 члена, поэтому она бу- 
деть справедлива и тогда, когда мы возьмемъ 4 члена, & слфдовательно 
будетъ справедлива и тогда, когда возьмемъ 5 членовъ, и такъ далфе. 
СлФдовательно формула эта справедлива вообще. 
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483. Эти двЪ теоремы, доказанныя нами путемъ индукии, ногутъ 
быть доказаны и иначе. Первая теорема есть примёръ ариеметической 
прогрессти, а вторая доказана нами въ ст. 460. И мномя друя тео- 
ремы съ удобствомъ допускаютъ доказательство поередствомъ способа, 
наведен1я. Наприм$ръ теорема ст. 461. 

Теоремы, доказанныя въ ст. 69 относительно длимости х”-На” на 
да, можно доказать также при помощи наведеня. ДЪйствительно, 


7—0” | мы а(”—‘—а”-т) 
А = } ’ 


д— а 2—4 
отсюда сл$дуетъ, что д’—@” длится на х—9, когда 2" 1—0! 
длится на х—@. Но мы видимь, что х—@ длится на х—9, елдо- 
валельно и 2—9” дфлится на х—а, а сл довательно и 2°— а? длится 
на х—а, и такъ далфе. Отсюда сл$дуетъ, что 4”—@” всегда дЪлитея 
на х—а, если ® положительное цфлое число. Подобныиъ-же образомъ 
можно доказать и друе случаи. Въ видф другого примфра учащийся 
можеть раземотр®ть теоремы статьи 225. | | 


484. Способъ математическаго наведешя можно опредфлить такъ: 
Мы доказываемъ, что если извфстная теорема вЗрна въ одномъ слу- 
чаз, каковъ-бы этоть случай ни быль, то она справедлива такъ-же и 
вЪ друтомъ случав, который мы назовемъь ближайшим»ь; посредствомъ 
испытан1я мы доказываемъ, что эта теорема вЪрна въ извЪетномъ слу- 
Ча; отсюда слфдуетъ, что она взрна въ ближайшемъ случаб, а от- 
сюда-—что она вфрна въ ближайшемъ къ этому случа, и такъ далфе. 
Слфдовательно, она должна быть вфрна въ каждомъ случа$, слфдую- 
щемъ за только-что раземотрённымъ. 


_ 485. Возможно, что этотъ способъ доказательства покажется для 
читателя менфе удовлетворительнымъ, чфмъ большинство предыду- 
щихъ прямыхъ доказательствъ; можетъ-быть ему покажется, что онъ 
скор%е принужденъ принять доказанныя такимъ образомъ предложеня 
на вру, чЁиъ убЪдиться, на какомъ основан!и они справедливы. Но 
такъ какъ въ извЪетныхъь случаяхъ это-—единственный способъ дока- 
Зательства, какимъ можно воспользоваться, то читатель долженъ при- 
ВЫкнуть къ нему и не пропускать его, если онъ ветр$тится, пока не 
будетъ наконецъ удовлетворенъ его основательностью. 


486. Зам тимъ здЪсь, что читатель, изучающий естеств. философ1ю, 
найдеть, что слово индукщя употребляется тамъ въ другомъ смысл$; 
это слово усвояется тамъ допущев1ю или предположению, что извЪетный 
законъ, найденный справедливымъ въ извфетныхь изелёдованныхъ слу- 
чаяхъ, справедливъ вообще. Но здесь мы не можемь быть увЪрены, 
что законъ справедливъ для какихъ нибудь случаевъ, исключая ТВхЪ, 
как!е мы изелдовали, и. никогда не можемъ придти къ заключентю, что 
онъ необходимо вфренъ. Индукщя, какъ она понимается въ естествен- 
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выхЪ наукахъ, въ сущности никогда не можетъ быть безусловно дока. 
Зательной и очень далека отъ этого; между т$мъ какъ способъ мате-. 
матической индукизи столь-же строгъ, какъ и друге математиче- 
ск1е премы доказательства. 


Разные прим$ры. 


1. Перевести число 221.342 съ десятеричной системы счислен1я на 
пятеричную. 

‚2. Если основан1е системы счислен1я будеть 4т-н2, то квадратъ 
всякаго числа, послфдняя цифра которато будетъ 2т-+-1 или 2-2, 
будетъ оканчиваться тою-же цифрою. 


3. Одна и та-же цифра написана одинъ, два, три, ...ю разъ, такъ 
что’ получилось 7 чиселъь —однозначное, двухзначное ... Я-значное. Если 
означимъ чрезь @ первое, чрезъ 6 послфднее изъ чиселъь и чрезъ ” 

76—па 
основан!е системы, то сумма ВСХЪ чиселъ будетъ ее | 

4. Если 7% ип будуть какля нибудь два числа, 9 ихъ среднее гео- 
метрическое, а, ий, среднее ариеметическое и среднее тгармоническое 
между жид, аа. и Р. среднее ариеметическое и среднее гармони- 
ческое между д и 7, то доказать, что ай. =9’=а@й.. 

5. Если между би а вставлено я среднихъ ариометическихъ, а 
между а и 6 вставлено я среднихъ гармоничеекихь, то сумма ряда, 
_ составленнаго изъ произведентй ны множителей двухъ 
рядовъ, равна (и+2)а6.. 

6. Нели между двумя положительными величинами 4 и ветавлено 
ий среднихъ гармоническихъ, то показать, что отношен1е разности между 
 первымъ и послфднимъЪ КЪ рии между а и 6 меньше, чёмъ отно- 
шен1е —1 къ 7+1. 


7. А выжзжаеть изъ извфетнато мета и въ первый день провз- 
жаетъ одну верету, во второй день дв версты, въ трей —три вер- 
_сты, въ четвертый — четыре версты, и такъ далфе. Б выфзжаеть изЪ 
того-же мфста пятью днями позднфе, чфиъ 4 и Фдетъ по той-же до- 
рег со скоростью 12 верстъ въ день. Сколько версть продеть 4, 
прежде ч$мъ догонитъ его..Б? 


8. Вь сосуд% содержалось 256 штофовъ вина; изъ него была от- 
лита часть вина и замфнена водой и это было дано во второй, тре- 
й и четвертый разъ, такъ что въ сосудЪ осталось вина только 
81 штофъ. По скольку штофовъ отливали каждый разъ: 

9. Д и В бьются объ закладъ, причемъ размфръ ихъставокъ 60- 
ставляетъ 90 рублей, а сумма, поставленная каждынъ, обратно ы 
порц1ональна количеству денегь у того и другого. води выиграеть 
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то онъ будетъ тогда имзть въ пять разъ больше, чёмъ останется у В; 
если-же выиграеть Б, то онъ будетъ имфть вдвое больше, чёмъ оста- 
нется у 4. Сколько денегь у каждаго? 


10. Ели (аб -нс)(а-б-на)=(с-на-на)(е-а-5), то доказать, 
Чт0 каждое изъ этихъ количествъ равно 


(а—6)(#—9)6—6)@®—а) 
(ан6—с—а)? | 
11. Если корни уравнен!я 92-26 =0 будуть ВОЗМОЖНЫ И 
различны между собою, то корни уравнен1я 


(ас) (ал? 2-е) =9(ас— 9") (57 ый 
будутъ невозможны; п наоборотъ. 
12. Если а--ф-не=0 и х+уче-и=0, то два уравненя 


И (а2)-Н/ у) (с2)=0 и И) -—И(@а\-н/ (св)=0 возножно 


будеть вывести одно изъ другого. 


ГЛАВА ХХХГу. 
Перестановки и сочетания. 


4817. Различнаго рода посл$довательности, въ какихъ могутъ быть. 
размфщены извфетные предметы, называются ихь размющенями или 
перестановками. 

Такъ, изъ буквъ а, 6, с, беря ихъ по двф, мы можемъ составить 
слфдующтя перестановки. 4, фа, асе, са, 6с, 66. 


488. ОСочетаняями называются так1я соединен1я предметовъ, ка- 
к1я можно составить изъ нихъ, не обращая вниман1я на порядокъ, въ 
которомъ они слдДуютъ. 

Такъ, изъ буквъ а, 6, с, беря ихь по ДВЪ, мы можемъ составить 
сочетан1я 26, ас, 66; такъ что @б и 6%, составляющия дв$ различныя 
перестановки, представляютъ одно и то-же сочетание. 


489. Нужно замЪтить, что въ разныхъ кНИГахЪ. встрёчается нфко- 
_торое различе въ опред лени различныхъ соединений; то, что мы назвали 
перестановками, нзкоторые писатели называютъ размьщенями, & 
терминъ Иерестановки употребляютъ лишь въ томъ случа, когда бе- 
рутся каждый разъ вст элементы; такъ, когда, изъ четырехъ буквъ д$- 
лаются соединеня по двф, или по три, то это называютъ размьще- 
иями; когда-же берутся веё четыре р каждый разъ, то это на- 
зываютъ: перестановками. 
+ 
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490. Найти число перестановокь изь п элементовъ, взятьть 
по Г. 

Положимъ, что это будутъ я буквъ @, 6, с, @, ...; найдемъ сперва 
число перестановокъ по дв$ буквы. Поставимъ букву & предъ каждой 
изъ остальныхъ; тогда мы получииъ и—1 перестановокъ, начинаю- 
_ щихся сь буквы а. ЗатЪмъ поставимъ © предъ каждою изъ остальныхъь 
буквъ; тогда мы подучимь и—1 перестановокъ, начинающихся съ 
буквы 6. Подобнымъ-же образоиъ будетъ и—1 перестановокъ, начи- 
нающихся съ буквы с, и такъ далфе. Итакъ, изъ я буквъ, взятыхъ по 
дв% каждый разъ, составитея и(^—1) перестановокъ. 

Найдемъ Теперь число перестановокъ изъ я буквъ, беря ихъ каж- 
дый разъ ио три. Мы уже показали, что изъ и буквъ можно составить 
1(и—1) перестановокъ по двф буквы въ каждой; елфдовательно изъ 
и—1 буквъ 6, с, 4, .. мы можемъ составить (и—1)(и— 2) перестано- 
вокъ по двф буквы. Поставимъ теперь & предъ каждой изъ послфднихъ 
перестановокъ; тогда мы получимъ (и—1)("—2) перестановокъ, по 
три буквы въ каждой, причемъ на первомъ мфетЪ стоитъ буква 4. Шо- 
добно этому получимъ (#—1)(и—2) перестановокъ изъ трехъ буквъ, 
начинающихся съ буквы 6; точно также найдемъ (и—1)(и—2) пере- 
становокъ, начинающихся съ буквы с; и такъ далфе. Такимъ образомъ, 
все число перестановокъ изъ и буквъ, по три въ каждой перестановк$, 
будетъ 2(и—1)(и— 9). 

На основан!и разобранныхь случаевъ можно дозадываться, что 
число перестановокъ изъ 7 буквъ по 7 будетъ 


п(и-— 1)("—2).... (п 1), 


и намъ остается доказать, что это дЪйствительно такъ. Въ самомъ 
ДдЪлЪ, предположимъ, что число перестановокъ изъ ® буквъ, взятыхъ 
по ^—1, будетъ 

п(п—1)(и—2)...4и— (7—1), 


и докажемъ, что подобное-же выражен1е дастъ число перестановокъ изъ 
т$хъ же буквъ, взятыхь по г. ДЪйствительно, изъ и—1 буквъ 0, с, 
{, ... МЫ МОЖЬМЪ СОСТАВИТЬ 
(и—1)(и#—2)...и—1- (7) 

перестановокъ, въ каждой по 7—1 буквъ; поставимъ предъ каждой 
изъ нихъ букву @; мы получимъ столько-же перестановокъ-—каждая изъ 
у буквъ-—начинающихся съ буквы @. Подобнымъ образомъ мы найдемъ 
столько-же перестановокъ, начинающихся съ буквы 0, столько-же— на- 
чинающихся съ буквы с, и такъ далфе. Такимъ образомъ все число пе- 
рестановокъ изъ и буквъ, взятыхъ по 7 будетъ 


и(п—1)(п—2)....(п—-н1). 
_ Итакъ, если формула справедлива, когда берется по 7—1 ТЕВЪ, то 
она остается таковою-же и тогда, когда берется по 7 буквъ; но было 
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доказано, что она справедлива, когда берется по три буквы, поэтому 
она, будетъ справедлива, когда будемъ брать по четыре буквы, а сл%- 
довательно будетъ справедливой и тогда, когда будемъ брать по пяти 
буквъ; и такъ далфе. Тавимъ образомъ формула эта справедлива во- 
обще. 

491. Изъ предыдущаго слфдуетъ, что число перестановокъ изъ я 
элементовъ, когда они каждый разъ берутся веб, будеть 

п(п—1)(и—2)...3.9.1 

Цля краткости выражеше я(и—1)(и—2)....9.1 часто замфняется 
знакоположентемъ т; такимъ образомъ | и означаетъь произведене на- 
туральныхъ чиселъ отъ 1 д07 ВЕЛЮЧИТЛЬНО. Синволь М можно читать: 
факторзаль п. 

492. Формула для числа перестановокъ изъ Я элементовъ, взятыхъ 
по 7, можетъ быть получена еще другимъ образомъ. 

Пусть Р означаетъ число перестановокъ изъ и буквъ, взятыхь по 
“—1. Составить перестановки изъ я буквъ, взятыхъ по х, можно елф- 
дующимъ образомъ: Возьиемъ какую нибудь одну изъ Р перестановокъ 
и присоединииъ къ концу ея какую нибудь одну изъ тёхъ и—7-+1 
буквъ, которыя въ ней не заключаются. Такимъ образомъ все число пе- 
рестановоеъ изъ И буквъ, взятыхъ по 7, будетъ (и—7-+1)Р. 

Но число перестановокъ изъ И ЕВЪ, взятыхъ по одной, будетъ #; 
слфдовательно число перестановокъ изъ тЪхъ-же буквъ, взятыхъ по двъ 
будеть и(и—1), а слфдовательно число-—взатыхь по три будеть 
и(п—1)("—2); и такъ далфе.. 

_ 493. Веякое сочетан!е изъ 7 эдементовь произведеть |” перестано- 
_ вокъ, потому что, по ст. 491, х элементовъ, составляющихь данное 
сочетан!е, ногутъ быть разизщены 7” различными способами. 

494. Найти число сочетан изъ п элементовъ, пору 
каждый 143% по г. 

Число сочетав1й изъ и элементовъ по 7 будетъ 

оны. ны „(и—+1) 
| Ш 

"Действительно, число перестановокъ изъ 7 элементовъ, взятыхъ по 
г, ПО. СТ. 490,  будетъ ма 

| и(и—1)(и—2)...(и—"-1), 

& каждое сочетан1е дастъ и перестановокъ по ст. 493; слфдовательно, 
число сочетаний должно быть 
еее )...и—71) 
и 
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сли помножимъ числителя и знаменателя этого выражен!я на 


И—7, то оно обратится въ и 


495. Число сочетаний изъ п элементовъ, взятыль по г, то-же 
самое, что и число иль, взятыхь по п-г. 


Число сочетаний изъ й элементовъ, взятыхъ по #—7, будетъ 
ин що тихи 


2 


— 7 
и(п—1)(и—2)....(7—+-1 
то-есть зн к. 
‚- , 
Унножимъ числителя и знаменателя на |"; тогда получимъ ни 


что, по ст. 494, представляетъ число сочетан1й изъ 7 элементовъ, взя- 
ТЫХЪ ПО Г. | 


Доказанное такимъ образомъ предложене будетъь совершенно оче- 
виднымъ, если мы зам тимъ, что при каждомъ сочетанти у элементовъ, 
которые мы выбираемъ изъ #й, остается невзятымъ сочетан1е я—7 эде- 
ментовъ. Слфдовательно, каждое сочетан1е у элементовъ соотвфтетвуетъ 
сочетан1ю и— элементовъ, содержащему въ себ$ остальные элементы. 
Так1я сочетан1я называются дополнительными. 


496. Найти, для какого эначеная г число сочетаний изз п эле- 
ментовъ пот будеть наибольшим. 

Пусть (я), означаетъь число сочетан]й изъ й элементовъ, взятыхъ 
по 7, (8). „— число сочетаний изъ п элементовъ, взятыхъь по и”—1; 


— (®)—. 


и—7—-] 


тогда (п), = 


—71 -  И- 
о" можно писать такъ Де что показы- 


ваетъ, что онъ уменьшается по мЪр% возрастаня х. Если будемъ Да. 
вать 7” послфдовательныя значеня 1, 2, 3 .., то число сочетаний 6у- 


детъ постоянно возрастать, пока мы, будеть оставаться больше 
единицы. 
| | 2%—1 
Положимъ во-первыхъ, что # четное и равно== 27%; тогда А. 


будетъ оставаться больше единипы до 7=т включительно, а когда 
у—=7т-1, то этотъ множитель будетъ меньше единицы. Сл довательно 
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наибольшее число сочетан1й получится тогда, когда предметы будуть 
Гр 
сочетаться каждый разъ по 7, то-есть по —. 


2 
| | | 2т-н1-+-1 
Теперь положимъ, что # нечетное и=2т-+-1; тогда ——————1 

7 
сдфлается равно единиц, когда “=т-+1. Сл#довалельно наибольшее 
число сочетан1й получается, когда они берутся или по 7, или по т-—+1, 

такъ какъ въ обоихъ случаяхъ получается одинаковый результатъ, . 

п— 1] п-+-1 


то-есть когда они берутся по —5 Ши 5. 


497. Найти число перестановокь изъ п элементовъ, козда они 
берутся всь и козда не вс они различны. 

Пусть мы имфемъ и буквъ, и предположимъ, что въ числвБ ихъ 
будетъ р равныхъ &@, 9 равныхъ 0, у равныхъ с; остальныя-же пусть 
будутъ различны между собою. "Тотда число перестановокъ изъ нихъ, 
когда овЪ берутся вс, будетъ 


и 
ра”. 


ДФйствительно, обозначимъ буквою Л’ искомое число перестановокъ. 
Если въ одной какой нибудь изъ перестановокъ мы зам$нимъ 2 буквъ 
@ другими р буквами, отличными отъ остальныхъ, тогда, не изм$няя 
положення ни одной изъ остальныхъ буквъ, мы могли-бы изъ каждой 
отдфльной перестановки произвести р различныхь перестановокъ; та- 
кимъ образомъ если буквы а, числомъ р, замбнятся другими различ- 
ными р буквами, то все число перестановокъ тогда было-бы МЖ|р. По- 
добнымъ образомъ, если буквы 6, числомь 4, заифнены-бы были 4 но-. 
выми буквами. отличными. отъ каждой изъ остальныхъ, то все число 
перестановокъ, которое мы теперь получили-бы, должно-бы было рав- 
няться МХ рх |; и если 7 буквъ равныхь с также перемфнятся, то 
все число перестановокъ будеть МХ рх 9Ж/. Но это число должно 
быть равно числу перестановокъ изъ и различныхь между с0б0ю эле- 
_ ентовъ, когда они берутся каждый разъ всф, то-ееть числу |. = 


Итакъ МЖрх ах =; 
 слБдовательно м ЕЕ 


Подобно этому можетъ быть разобранъ и всявй другой случай. 


_ 498. Для цолучен1я вывода предыдущей статьи существуетъ дру- 
гой способъ, очень важный и поучительный для учащагося. Мы объ- 
яснимъ его для иростоты на одномъ частномъ примёрЪ, но онъ иифетъь 
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совершенно общее значен1е. Положимъ, что намъ дано 10 буквъ, изъ 
которыхъ двЪф равны а, три равны 6 и пять равны с; требуется найти 
число перестановокъ изъ этихъ 10 буквъ, когда онз берутся вс%. 

Мы можемъ разсуждать такъ, что у насъ ееть 10 м%еть, которыя 
мы должны занять 10-ью буквами. Выберемъ как1я нибудь 2 моста изъ 


в 
нихь и поставимъ на каждое букву &. Это можно сдфлать | 5 РАЗНЫМИ 


способами. Выберенъ теперь 3 изъ остальныхъ 8 м%етъ и поставимь на 


| 3.1.6 
каждое изъ нихъ букву 0; это можно сдфлать то з Разными с10бо- 


бами. Поставимъ посл этого с на каждое изъ остальныхь 5 м%етъ;: 
5.4.3.2.1; 
1.2.3.4.5) 
Теперь произведен!е полученныхъ такинъ образомъ результатовъ должно 
очевидно дать все число перестановокъ, а слфдовательно число это 


это можетъ быть сдфлано только однииъ способомъ: и 1= 


р 10 
деть =. 
РВВ 

499. Если имфется я элементовъ, которые не вс$ различны и мы 
ищемъ число перем щен!й или сочетан1й изъ нихъ, взятыхъ по 7, то 
такое дЪйств1е будетъ очень сложныхъ; пояснимъ этотъ способъ въ сл5- 
дующемъ случа». 

Имъется п элементовь, изь числа которыль р одинаковы, @ 
остальные неодинаковы; требуется найти число сочетаний изъ нихь_ 
пот. 

Положимъ, что 7 меньше я —р и пусть я—р==94. Разсмотримъ вб-. 
первыхъ число сочетанй, которое можно составить, не пользуясь ни 
однимъ изъ 7 одинаковыхъ элементовъ; это будетъ число сочетанти изъ 

| 
{21 
4 элементовъ по 7, то-есть Е Теперь возьменъь одинь изъ р 


элементовъь и х—1 изъ д элементовъ; число способовъ, которыми №0- 
гутъ быть составлены эти сочетан1я; будетъ то-же самое, какъ и чи- 
сло сочетан1й изъ 4 элементовъ, берущихся въ разъ по х— 1, то-есть 


9 
= —__., Теперь возьмемъ два изь р элементовъ и сочетаемъ 


и—1 94—71 

ИХ СЪ 7—2 изъ 0 элементовъ; это можно сдБлать 2—2 

способами. Продолжая такимъ образомъ и складывая затвмъ число ВОБХЪ 

полученныхъ такимъ путемъ сочетан1й, мы найдемъ все число сочетанли. 
Но если 7 не меньше 9, то намъ нужно-бы было раземотрфть сперва 

тоть случай, въ которомъ выбираются х—0 элементовъ изъ р рав- 

ныхъ, и 4 элементовъ изъ 4 неравныхъ; это можетъ быть сдзлано од- 
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НИМЪ ТОЛЬКО ПуТтемЪ. Теперь выберемъ 7У—9—=1 элементовъ изъ 0 и 
4—1 изъ д элементовъ, это можно сдЪлать д епособами. И такъ далфе. 


Если ищется число берестановокь, то нужно замфтить лишь только 
то, что каждое сочетан1е изъ 7 элементовъ, въ ан $ одинаковы, 


КИИЪ образомъ МОЖНО будетъ получить все число О рееаножоко, 


& остальные оне даетъ по ст: дот, — нерестановокъ, и та- 


500. Слёдующимь способожъ можно найти формулу для числа со- 
четан1й изъ 7 элементовъ по 7, не Пользуясь формулой для числа пе- 
рестановокъ. 


Пусть (7), означаетъ число сочетавй изъ я элементовъ, взятыхъ 
по 7. Положимъ, что это будуть Я буквъ а, 6, с, 4, ...; между соче- 
танями ихъ по 7, число такихъ, которыя содержать букву а, очевидно 
будетъ равно числу сочетав1й изъ остальныхь и#— 1 буквъ, взятыхъ 
по “7—1, то-есть изобразитея чрезъ (#—1),_,. Число сочетаний, со- 
держащихъ букву 6, также: будеть (И—1),._,, и такъ будетъ для каж- 
дой изъ буквъ. Но если мы составимъ сперва вс сочетан1я, содержа я 
букву а, затБмъ —вс$ сочетаня, содержашйя букву 6, и такъ даяфе, 
то каждое отдбльное сочетане будетъ встр5чаться 7” разъ. Дъфйстви- 
тельно, если ”=3, наприм$ръ, то сочетане абс будетъ ветр$чаться и 
ВЪ числ содержащихь @, и въ числ$ содержащихъ 6, и въ чиелф ео- 
держащихъ с. Слфдовательно мы найдемъ, что 


7%. , 
| (п), = р ("и— | — 


_  Вь этой формул перемфнииъ ® и х сперва на и—1 и 7—1 соот- 
вЪтетвенно, зат мъ соотвзтетвенно на п—2 и 7—9, и такъ далбе; 
. такимъ образомъ — | 
и—1] 
п) == (9—2). 
( ), | и к | № 23 


| я о 
("—2)„_, а (И 3), 


(и—7-+2), и у 1 


 Премножинь эти равенства и брани 1 равные множители; тогда 


нолучимъ 
и(и—1).. (ии) ии) 
г: 


(7), = 


потому что р ибнй, 
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501. Найти все число перестановокь изъ п элементовь, козда 
каждый изь нихь можеть встрьчаться однажды, дважды, трижды 
„.. 00 г разь. | | 

Пусть мы имфемъ ® буквъ а, 6, с, ... Во-первыхь будемь брать 
ихЪ по ОДНОЙ; ЭТО дастъ число 7. ЗатЪмъ будемъ брать ихъ по дв%: 
при этоиъ & можеть стоять передъ а или передъ какой нибудь изъ осталь- 
ныхь буквъ; подобно этому и буква © можеть стоять предъ 6 или пе- 
редъ какой нибудь изъ остальныхь буквъ; и такъ далфе. Такимъ обра- 
зомъ получится 7” различныхъ перестановокъ буквъ, взятыхъ по дв. 
Подобнымъ-же образомъ, ставя послфдовательно ©, 6, с... предъ каж- 
дою перестановкою изъ я буквъ, взятыхъ по двф, мы получимъ из пе- 
рестановокъ буквъ, взятыхъ по три. Итакъ, все число перестановокъ. 
когда будемъ брать по 7х буквъ каждый разъ, будетъ и". 


502. Такъ какъ число сочетай изъ й элементовъ, взятыхъ по 7, 
_ должно быть числомъ уълымь, то выражене 


и(п—1)(и—2)....(п—-н1) 


ре 


должно представлять нЪкоторое цфлое число. Итакъ мы видимъ, что 
произведен1е всякихъ 7 посл$довательныхь чиселъ должно длиться на 
и. Мы дадимъ болфе прямое доказательство этого въ теор чисел. 


Прим$ры перестановокъ и сочетаний. 


1. Сколько различныхь перестановокъ можно сдфлать изъ буквъ 
слова Сатассаз, беря всф буквы вразъ? 


2. То-же, изъ буквъ слова Нейоройз? 

3. То-же, изъ буквъ слова Исфезазиещ? + 

4. То-же, изъ буквъ слова 1580890012 

5. Если число перемфщен!й изъ я элементовъ, взятыхь по 4, равно 


двзнадцати-кратному числу переизщен1й изъ 7 элементовъ, взятыхъ 
по 2, то найти п. 


6. Сколькими способами могутъ выпасть 2 шестерки, 3 пятерки 
и 5 троекъ на 10 игральныхъь костяхъ? Е. 

7. У торговца двадцать грушъ; на четыре копЪйки онъ даетъ три 
груши; сколькими разными способами можно выбрать груши, если ку- 
пить ихъ на двадцать четыре копЪйки? Сколько разъ при этомъ м0- 
жетъ попасться одна какая нибудь изъ нихъ: 

8. Изъ 96 человкъ солдатъь нужно выбрать караулъ въ 10 96- 
лов къ; найти, сколькими способами это можно сдфлать, чтобы 1) въ 
это число непремфнно попалъ извфетный солдатъ, 2) чтобы тоть же 
солдатъ не попалъ въ это число. 
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9. Сколькими способами можно выбрать 12 человфкъ изъ обще- 
ства въ 60 челов къ? 


10. Если число сочетав1й изъ 7 элементовъ по 7— равно числу 
сочетанй изъ 7 элементовъ по у’, то найти и. 


11. Сколькими способами шесть человфкъ могутъ занать ифета за 
круглынъ СТОЛОМЪР 


12. Сколькими различными способами и челов$къ могутъ составить 
изъ себя кругъ?. 


18. Сколько различныхъ чиселъ можно составить изъ цифръ 1, 2, 
3, 4, 5, 6, Т, 8, 9, чтобы каждая изъ этихъ цифръ ветр$ёчалась въ 
каждомъ изъ этихъ чиселъ только по одному разу? Сколько при томъ-же 
услов1и можно составить чиселъ изъ цифръ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0? 

14. Изъ 12 консерваторовъ и 16 прогрессистовъ сколько можно со- 
ставить различныхь комитетовъ, чтобы въ каждый попало по 3 кон- 
серватора и по 4 прогрессиста? 


15. Если ® лицамъ нужно раздать л предметовъ, то показать, что 
п? будетъ представлять все число разныхъ способовъ, какими можно 
ихъ раздать. 


16. Положимъ, что число сочетаюмй изъ # предметовъ, взятыхъ по. 
’, равно числу сочетан1й, взятыхъь по 7+1 и что каждое изъ этихь 
равныхъ чисель относитея къ числу сочетан1й изъ й предиетовъ, взя- 
тыхъ по 7—1, какъ 5 къ 4; найти значен1е 7 и 7. 


17. Даны 7% предиетовъ одного рода и и предметовъ другого рода. 
найти число перестановокъ, которыя можно составить, беря для каждой - 
по 7 первыхь и по 3 вторыхъ предметовъ? 


18. Найти, сколько различныхъ прямоугольныхъ параллелепипедовъ 
удовлетворяютъ услов1ямъ, чтобы каждое ребро равнялось какой нибудь 
одной изъ й данныхъ пряныхъ лив1И различной длины и чтобы викакая 
изъ граней параллелепипеда не была квадратомъ. 


19. Отношее числа сочетантй изъ 4йя элементовъ, взятыхъ по 97, 
КЪ числу сочетан1й изъ 2% элементовъ, взятыхь по и, равняется 
1 м 5...(4%—1)_ 


1.3.5... (21-1) 


20. Изъ 17 соглаеныхь и 5 тласныхь буквъ сколько ножно соста- 
_ вить слов, содержащихъ каждое по дв$ согласныхъ и по одной гласной? 


21. Изъ 10 согласныхь и изъ 4 гласныхъ буввь сколько можно 
составить словъ, содержащихь каждое по 3 согласныхь и по 2 глас- 
НЫХЪ. | 


22. Найти число словъ, которыя можно составить изъ т буквъ, 
беря ихъ вс, чтобы ВЪ Баждомь словё данвыя три буквы всегда. стояли 
дон, 
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23. Сколько сигналовъ можно подать 10 флагами, представляю- 
щими 10 чисель, чтобы каждый сигналь представлялъ число и по- 
давалея-бы не болфе какъ 4 флагами? 


24. Сколько можно составить словъ, содержащихь двф согласныхъ 
и одну гласную, изъ 6 согласныхь и 3 гласныхъ, чтобы гласныя при 
ходились всегда въ средин® слова? 


25. Сколько словъ по 6 буквъ можно составить изъ 3 Гласныхъь и 
3 согласныхъ, чтобы гласныя всегда были на четныхъ м%$етахъ: 


26. Команда лодки состоитъ изъ 8 челов къ, изъ которыхъ трое 
уогутъ грести только на одной сторон, а двое-——только на другой. 
Найти число смфнъ, которыя можно образовать изъ команды. ' 


27. Оптическй телеграфъ имфетъ т вЪтвей, изъ которыхъ каждая 
можетъ принять ® различныхъ положен!й; найти все число сигналовъ, 
которое можетъ быть подано этимъ телеграфомъ, предполагая, что для 
_ каждаго сигнала употребляются всЪ его в$тви. 


28. Колода картъ состонтъ изъ 52 картъ съ различными изобра- 
жен1ями; сколькими различными способами можно разифстить эти карты 
_вЪ четыре ряда, по 13 картъ въ каждомъ: 


29. Сколько треугольниковъ можно составить, соединяя вершины 
десятиугольника, такъ чтобы каждый треугольникъ имЪлъ своими вер- 
шинами три изъ вершинъ десятиугольника? 

30. На плоскости находится 7 точекъ, и никакля три изъ нихъ не 
лежать на прямой лини, за исключенемъ р точекъ, которыя всЪ при- 
ходятся на одной прямой. Найти число прямыхь линий, которыя про- 
иИзойдутъ отъ соединен1я этихъ точекъ. 


31. Найти число треузюольниковъ, какое можно составить, соеди-_ 
няя точки въ предыдущей задач$. 


32. Въ пространетв$ имфется точекъ, изъ которыхъ р находятся 
въ одной плоскости, но нётъ никакой другой плоскости, которая-бы со- 


_ держала болфе трехъ точекъ. Сколько можеть быть послёднято рода’ 
плоскостей? | 


33. Если п т ОЧеКЪ на плоскости Е СОбДИНИТЬ веВЫи возможными спо- 
собами посредетвомъ прямыхъ лин! неопредфленной длины, и если ни- 
как1я дв прямыя не будуть ни совпадающими, ни параллельными и 
никак1я три не будутъ проходить чрезъ одну и ту-же точку (за исклю- 


ченемъ я первоначальныхь точекъ), то число точекъ пересфченя, ис- 
ключая п точекъ, будетъ 


и(и—1 Хех) 
8 


34. Существтеть пятнадцать ЯхТЪ-клубовъ; два изъ нихъ имфють 
по три лодЕ® на рвкЪ, пять другихь— по ве лодки, & остальные — по 
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одной; найти выражен!е для числа способовъ, которыми можно соста- 
вить списоЕъ ЭтинЪ 24 лодкамъ по порядку, чтобы вторая лодка клуба 
не могла стоять въ спискБ выше первой. 


35. На полкё стоить 20 книгъ, изъ которыхъ 4 въ одномъ том, 
а другя состоять соотвфтетвенно подъ рядъ изъ 8, Би 3 томовъ; 
‘найти, сколькими способами эти книги можно разифетить на полк%, 
чтобы рядъ томовъ каждой книги былъ въ надлежащемъ порядк». 


36. Найти число перестановокъ буквъ въ англЙскомъ слов$ ехта- 
пипойюот, если брать по четыре буквы. 


37. Найти число сочетан1й буквъ, заключающихся въ анг йскомъ 
слов$ рторотиот, если брать по 6 буквъ. 


38. Инфется и—1 рядовъ, содержащихь соотвфтетвенно 2%, 3%, 
... Их элементовъ; показать, что число сочетаний, которыя можно со- 
ставить, беря х изъ перваго ряда, 2% —изъ второго, и такъ далбе для 
каждато сочетаня, будетъ 


39. Найти сумму вефхъ чиселъ, которыя можно составить изъ всЪхъ 
цифръ 1, 2, 3, 4, 5 въ десятеричной систем$. 

40. Сумма вефхь чисель, выражающихся однфми и тфии-же циф- 
рами, длится на сумму этихъ цифуъ. | 


ГЛАВА ХХХУ. 


Теорема Ньютона для пфлаго и положительнаго показа- 
теля. 


503. Мы уже видфли, что (на) ==д-н2хана и что (х-на)* 
=7*--3д*а-+-Зха?--а3; предиетъ настоящей главы состоить въ томъ, 
чтобы найти выражен!е, равное (2--а)”, тдЪ п какое нибудь цЪлое- 
положительное число. |. | 

504. Посредетвомъ обыкновеннато умножен1я мы получаемъ 

— (ина) (х-на,) =? (а -над-наа,, 
(на, )(и-на,)(ж-на,) = (ана, а,)1” 
| | | (аа. на,а.-на,а, дна, в.а, , 
(на, (я-на,)(«-на,)(х-на,) а’ (а-на,на,-на, 
+ (аа -наа нана наазна, ана, а.)1* | 
(ава наааа-нан ана.) и--а, а, а, аа. 
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Теперь мы видимъ, что въ полученныхь выводахъ заключаются 
слёдующие законы: 


Г. Число членовъ правой части однимъ больше числа ак, 
множителей, перемножающихся между собою. 


П. Показатель У х въ первомъ членф равняется числу двучленныхъ 
множителей, а въ каждомъ изъ сл5дующихъ членовъ показатель этотъ 
на единицу меньше, чфиъ въ предыдущемъ. 


Ш. Коэффицщентъ перваго члена есть единица; коэффищенть вто. 
рого члена равняется сумиз вторыхъ членовъ двучленныхъ иножителей 
коэффищенть третьяго члена равняется суииЪз произведенй вторыхъ 
‘членовъ двучленныхь множителей, взятыхъ по два; коэффищентъ чет- 
вертаго члена равенъ сумм$ произведентй вторыхъ членовъ двучлен- 
ныхъ множителей, взятыхь по три, и такъ далфе; послфдн1й членъ 
есть произведен1е ве$хъ вторыхъ членовъ двучленныхь иножителей. 


Докажемъ теперь, что эти законы остаются справедливыми всегда, 
каково-бы ни было число двучленовъ, перемножающихся между собою. 
Допустимъ, что законы эти справедливы, когда перемножаются и— 1 
двучленовъ, т.е. допустимъ, что 


(на, (ж-на,). „(ина _—,) =” пр Ар ра" =... 
| Ри, 
ГД р, =суУии$ членовъ 4, @., ... @и—,, 
ф.=еумм% произведенй этихъ членовъ по два, 
р.=еуимЪ произведенй этихъ членовъ по три, 
ф,„_==произведен1ю везхъ этихъ чденов?з. 
Помножимъ 00$ части этого тожества’ на новый множитель ха, 
тогда получимъ 
(на, )(а-на,)...(ж-на,)=ай-н(р. на) НН,” ? 
(р-на, вр, — а, 
Но р-на, =о на... На-На 
—6суми* вефхъ членовъ @,, а, ... @ 
рр. =р,на(аа-+...-на„—,) | 
_ =сумм$ произведений везхъ членовъ @,, @., ... Чи, 
взятыхь по два. . 
р-р. =р.-на,(аа-наа.наа.-....) 
Заки произведен!й всфхъ членовъ @,, @.; „.. Ян» 
взятыхъ по три; 


Р„—@, = произведен1ю воёхъ членовъ @,, @., @. ... би. 
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СлФ$довательно, если упомянутые законы справедливы для (и—1) 
двучленовъ, перемноженныхъ между собою, то они справедливы и тогда, 
когда перемножаются я двучленовъ. Но было доказано, что они спра- 
ведливы при перемножен1и четырехъ двучленовъ, поэтому они справед- 
ливы и при перемножен1и пяти двучленовъ, и такъ дал5е; такимъ 0б- 
разомъ они справедливы вообще. 

Мы будемъ писать результатъ перемножен1я я двучленныхь мно- 
жителей, для краткости, такъ 


(дна, )(е-на,)...(а-на,) ана ай, 
Число членовъ въ 0, очевидно и; число членовъ въ 0, равняется 

числу сочетанй изъ я буквъ а,, 4, =. взятыхь по двЪ, то-есть 

п(п— 1). 
_ 12° 


Ч, 4, +... Чи, ВЗЯТЫХЪ ПО Три, то-есть равно 


‚ число членовъ въ 4. равняется числу сочетанй изъ и буквъ 


п(и—1)(и—2). 
1.2.3 
далфе. Теперь положимъ, что @,, @., @.; ... РН равняется 4; 


; И такъ 


тогда 9, обратится въ па, 4, обратится въ ни 5 @ и такъ далфе. 


Такимъ образомь мы получимъ 
т(п— 0. 2П—2 4 п(п—1)(п—2) ой 
1.2 1.2.3 
(7—1) 
а. 
Формула эта была ‘открыта Ньютономъ и носить назван!е бино- 
мельной теоремы, Нъютоновой теоремы или Ньютонова бинома. 
Правая часть равенствя называется разложененъ (2-на)”, и когда мы 
будемъ замфнять ‘этою строкою выражен1е (х--а)”, то будемъ гово- 
рить, что послёднее выразжен1е разложено въ рядъ или въ строку. 


(ана) =аб-пай + 


ай ла”- ина”. 


505. Напримфръ, возьмемь (7-+а)?; здЪеь и==5. 


п(ип— 1) _ 5.4 — 10, п(и—1)(и— 2) _ 5.4.8 | 
12 1.9 1.2.5 1.2.3 7 
и(и—1)(и—2)(и—3) _ 5.4.3.2 Ш 
1.2.3.4 — 1.9.3.4 


Такимъ образомъ 
(ха) ==” НН НЕ 


Положимъ еще, что требуется найти разложене (с у2)°; намъ 
придется только писать с“ вифето х, и уг вифето @ въ предыдущемъ 
тожеств$; такимъ образомъ 
И ЕР: у2)*-+10(с А АН в 

= евуг-- 1068? 2?--10с°уз23-- Бе? у“ А-а 
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Подобнымъ-же образомъ 
- (2-24?) = (62)5-+5(62)49 у? +106 3(24/?)*-+-10(с”) (2?) 
ботом (2у 
—с'°-+- 1063 406%9*-+-806*у°-—806`у8--32"° 


506. Рином1альная теорема такъ важна, что читателю слфдуетъ 
обратить особенное внимане на доказательство ея. Справедливость 
трехъ законовъ заи$ чена была нами при перемножен!и небольшого числа 
двучленовъ, и мы строго доказали при помоши наведен1я, что законы 
эти будуть справедливы, каково бы ни было число двучленныхь мно- 
жителей, перемножающихся между с0б0ю. — 

Индуктивное доказательство основывается главнымъ образомъ на сл$- 
дующемъ началф: положимъ, что мы составили всф сочетан1я изъ и—1 
буквъ по 7 и потомъ вводимъ еще новую букву; сочетан1я изъ и буквъ 
_ О г состоять изъ сочетай изъ и—1 буквъ по 7 вмфетБ съ сочета- 
н1ями, полученными отъ совокуплен1я новой буквы со вофии сочета- 
н1ями прежнихъ букзвъ по 7—1. Это начало посл$довательно прила- 
гается къ случаямъ, когда “=, “=, г=3, .... ДО и=И— 1. 

Но даже и помимо индуктивнаго способа, всеобщая справедливость 
этихъ законовъ становится очевидной изъ слёдующаго разсуждевня. По- 
ложимъ, что намъ нужно перемножить % двучленныхь множителей 
а, да,, ... я-а»; когда умножене произведено, то каждый 
членъ въ результат$ есть произведенте, составленное такъ, что въ него 
ВХОДИТЬ 70 Одной буквь оть каждаю изъ двучленныль множителей. 
Такимъ образомъ, если мы ищемъ членъ, заключающ!й х"”—^, то мы 
должны перемножить вторыя буквы въ какихъ нибудь двухъ двучле- 
нахъ и первыя буквы въ остальныхъ и—2 двучленахьъ; слвдовательно 
коэффиплентъ при 2”_* долженъ состоять изъ суммы произведенй каж- 
дыхъ двухъ буквъ въ ряду 4; @,, @., .... @; и число такихъ произ- 
ведении будетъ то-же самое, какъ число сочетанй изъ и буквъ по двф. 
Подобнымъ-же образомъ мы опредфлинъ коэффищенть всякой другой 
степени х, какъ напримфуръ 1“. 

 ВиноЧальная теорема можеть быть доказана еще саб дующинь 0б- 
разомъ: Путемъ испытан1я мы можемъ провфрить справедливость этой 
теоремы для небольшихъ значен1й я, каковы 2, 3, 4; допустимъ по- 
этому, что 


п(п— Из 2 „1—9 п(п—1 )(и— = 3 /-9-—3 
расе а 
поиножимъ 06% части на д-+-0@; тогда получимъ 


она ааа паа И —0 пр инь. 
1.2 1.2.3 
1) би 
За 


(ната аа 


‚ ах --па И —.... 
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Отсюда, соединяя вифст® подобные члены, мы получимъ 
и и 


(и-1и(и—1Т) В 
1.2.3 


то-есть мы получаемъ для (2--а)”+' рядъ такого-же вида, какъ и для 
(я+-а)”, только въ немъ вмфсто и стоить и-+1. Это показываетъ, 
что если бином1альная теорема справедлива для какого нибудь показа- 
теля, то она будетъ справедлива и тогда, когда показатель увеличится 
на единицу. Но теорема вЪрна, когда показатель равенъ 4; поэтому она 
справедлива, когда показатель будетъ 5, а слБдовательно она справед- 
лива, когда показатель будетъ 6, и такъ далфе. Такимъ образомъ тео- 
рема эта справедлива для всякато цфлаго положительнаго показателя. 


507. Въ разложен1и Увы ПОлОЖИМЪ 2=1; тогда 
п—1) 4 и(и—1)(и—2) 
1.2.3 


такъ какъ это разложене справедливо, какое-бы ни было @, то мы но- 
жемъ писать % вифето 0; тогда 


и(и— +, 1—2) 


5" ыы | Е ДЗ... «НЙ. 


Коэффицтентъ второго члена въ разложенш двучлена (1-+2)” есть 


(дна = ТР (п Падб--— 


Ро 


(1-на)*= И. а... ай; 


(1-2) = 1-х —— 


п("—1). 
п; воэффищентъ третьяго члена есть а и вообще коэффищенть 


(“-+1)-° члена, равняясь числу сочетаний изъ 7 элементовъ пот, бу- 


п(п—1)'и—2)...(и—7-н1) 
о, уУмноживъ чиели- 


детъ, по ст. 494, равенъ ” 


7 
‘теля и знаменателя на |и—7, мы обратимъ его въ ии-р р 
508. Вь} фазложенви (1-нх)® коэффииенть г-040 члена оть на- 
чала равенъ коэфбфищтенту г-а10 члена оть конца. 
Коэффицщентъ при 7-номъ член отъ начала равняется 
_(и—1)(и—2)...(и— 7-2). 
Е. 


пития с =, ——_ —=* 


по умножении числителя и знаменателя на 7+1 онъ обратится 
| 

ы ие кл В 
Членъ, занимающий У-Ное иЪето отъ конца, будетъь (и—7--2)-мъ. 
членомъ отъ начала, такъ что его коз ффищенть будетъ 


Алгебра. 1 
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| и(и—1)... —(и—т-2)--2{ и(и—1)...7 мт [и 
| и——1 И |1 ИУ 
509. Из предыдущей статьи видно, что коэффишенть при 7-омъ 
Е —— Нели мы примЕ- 
член% можетъ быть написан —1 т ИТ. р 


НИМЪ ЭТО КЪ послзднену члену, для котораго “=7-н1, то это выра- 


п 
жене приметь ВИДЪ 1% [б- Символу |0 до. сихъ поръ мы еще не ус- 


воили никакого смысла; если согласимся разсматривать его разнозначу- 
щимъ съ 1, то общее выражен1е останется справедливымъ и для послёд- 
няго члена. 
510. Найти наибольиий коэоффищенть въ разложени (1-нх)?. 
Это уже было изоелБдовано въ глав о нерестановкахъ и сочета- 
нтяхъ (ст. 496); тамъ было показано, что когда и четное, то наиболь- 


1 
Пий козффищенть, но, если въ выражение ую вивсто т 


7 | & ы : ыы > 
подставить >; когда-же я нечетное, то наибольший коэффищенть най- 


1 | . И и-+-1 
дется, если подставить въ то-же выраженте ыы или 5 — вмЪето 7, 
такъ вавъ результатъ въ обоихъ случаяхъ будетъь одинаковъ.. 
511. Найти наибольиий членъ въ разложени (ха). 
Въ этомъ разложении х-ый членъ будетъ 
п(и—1)...(и—-н-2) 
дани > 


слфдующий (7 1)-й членъ` ножетъ быть полученъ изъ 7-аго умноже- 


ип! д’ 1. 
9 


п—7—1 а и] О 

н1емъ послЪдняго на ————-'—, то-есть на (|— 1). 

‚м я Им 

_ Множитель этотъ. уменьшается СЪ возрастантемъ ги а 
и—-1 и]. 

Пт }- остается больше единицы, ЛИШЬ ПОКа т. — 1 будетъ 


х 1—1 д 
больше <» Тоесть Только пока мы в ЧЪИЪ ен, или пока т 
ИГ | ы | 
меньше ч5мъ км „ 7 
1 
С, | 


И-- 
Если 


1 
будеть цфлымъ числомъ, то, означивъ это цфлое число 
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буквой р, мы найденъ, что тогда р-й членъ разложеня равняется 


(р 1)-му члену, и эти члены будуть больше вофхъ другихъ; но если 
инт 


не будеть цфлымъ числомъ, тогда налбольшинъ членомъ будетъ 
—-+] 
[#1 


(4--1)-й членъ, гд$ 9 предетавляеть цфлую часть неправильной 
И и--1 | 
ый 


РР 
[И 


512. Такъ какъ въ теорем о разложени (7+ а)” величина а можетъ 
имБть всякое значенше, то мы можемъ, если угодно, предположить. 
что она’ отрицательна; тогда, поставивъ —с вифето а, мы получимъ 


и(и— 1) 
1.2 
Не трудно замфтить, что разложене какого нибудь двучлена всегда 


можеть быть приведено къ случаю, въ которомъ одна иЗЪ Двухъ вели- 
чинъ есть единица. Д?Ъйствительно 


(дс) = "пех" *- в —.. +и(— в)" (—е). 


' 


п 
(ана) =а"(1-=.) =#"(1-Н у)”, если 9 5 


поэтому мы можемъ разложить (1-+)” и умножить зат$иъ каждый 
членъ разложеная на 2”; такимъ образомъ и получимъ разложен1е дан- 
наго двучлена (дна). | 


513. Найти сумму рее ири членаль разложетя 


(1-нх).. 
Теорема (1-=2)*—1--и2-=- е— ы 


А.И На” 
вфрна для всякаго значен!я 2; положимъ х=1; тогда получимъ 
о | т(и—1) 
1.2 
то-есть, сумма коэффищентовъ равна р: 

514. Сумма коэффииентовь при нечетныхь членах разложеня 
(1--х)" равна суммь коэффищентовь при четниыхь члена. 


20 =] +и-н —=...-НЯ-НТ, 


Въ разложени. (1-+-7)" положимъ х=—1; тогда будетъ_ 
и(п—1) и(и—1)(—2) 
= | — Е Да В ыы ЕТ 
а, 10.8 


—= сунм% нечетныхь коэффищентовъ безъ суммы четвыхъ. 
Итакъ эти сумиы равны, а слфдовательно, на основами преды- 
у 


у 
дущей статьи, каждая изъ нихъ должна быть» то-есть 27—'. 
% 
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515. Выводъ, полученный въ ст. 513, даетъ одну теорему, отно- 
сящуюся къ сочетанямъ. ДЪйствительно, положииъ, что мы имфемъ я 
предметовъ; тогда мы 5 = брать по одному я разными спосо- 

= 


способами, и такъ далфе. Слфдовательно по 


бами, можемъ брать по два = 


и(п—1)(и—2) 
1.2.3 
ст. 513 ве число способовъ, какими мы можемъ брать и предметовъ_ 
будеть 2—1. Эта теорема была получена прежними писателями по 
Алгебр% раньше, чфиъ стала извфстной бином1альная теорема Ньютона; 
доказательство ея представляетъ простой прим$ръ приложеня матема- 
_ тическаго наведен1я, и онъ заслуживаетъ вниманя. Мы должны до- 
казать, что. если прибавить единицу ко всему числу способовъ, какими 
можно брать я предиетовъ, то получится 2”. Положимъ, что мы имфемъ 
четыре буквы а, 6,-с, 9; составимъ изъ нихъ вс% возможныя сочетания 
и прибавимъ къ нииъ единицу. Тогда будеиъ имЪть 


1, 

а, 6, с, 4, 

аб, ас, аа, Ъе, Ба, са, 
абс, аба, «са, реа, 
вбса. 


Зл%еь все число символовъ равняется 16, то-есть 2“. Прибавимъ 
теперь еще букву е; соотв$тетвующИй рядъ символовъ будетъ состоять 
ИЗЪ символовъ уже данныхъ и изъ тфхъ, которые можно получить изъ 
нихъ, присоединяя къ каждому изъ нихъ е. СлФдовательно число ихъ 
должно удвоитьея, то-есть будетъ 2”. Этотъ способъ разеужденя яв- 
ляется совершевно общимъ и показываетъ, что если теорема справед- 
лива въ елучав п элементовъ, То она, будеть справедлива и въ случа? 
я-+-1 элементовъ. 


разными способами, можемъ брать 


по три 


Примфры разложенля по теорем Ньютона. 


1. Написать 3-й членъ разложеня (а-+5)'. 
2. Написать . 49-й членъ разложеня (а—2)°°. 
3. Написать 5-й членъ разложен1я (2°—6?):?. 

| $ 3. 2002, 
4. Написать 2001-й членъ разложеня \ бд 5) | 
5. Написать вс$ члены разложен1я (5—45)*. 
же м" оф. 4% 
6. Написать 5-й членъ разложен!я \32° — 442) 

| ( 4 8). 

7. Написать 6-й членъ разложеня \297— 6 у. 
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’ | | й 7 6, 
8. Напиеать вс$ члены разложен1я (5—2) 
\ 


9. Написать средний членъ разложеня (а-нх)”. 
10. Написать оба средне члены разложешя (4+5). 
11. Разложить а-Н/(а—1)°-{а—/(а*— 1 по стененяиъ д. 


12. Написать коэффищентъ при 9 въ разложени (и) 


18. Если А есть сумма нечетныхъ членовъ, а В сумма четныхъ 
членовъ въ разложении (х-а)”, то доказаль, что 


4— В*—=(5— а)". 


14. Доказать, что разность между коэффищентами при 2”! и при 
я’ въ разложения (1-2) 7 равна разности между коэффищентами 


и 2‘ вь разложенш (13-2)”. 
15. Доказать, что средыйй членъ въ разложен1и (1-=2)“" равняется 
_1.3.5...(8п—1) 
о 2 
Е 


16. Найти разложен!е бинома, въ которомъ четыре послздователь- 
ные члены будутъ 2916, 4860, 4320, 2160. 


п 
17. Доказать, ЧТО ВЪ разложени ( +) пооффиелть при я 
и 


"ть бк) бе 


2т-|- 4 
18. Написать коэффищенть при 2*”+* въ разложент (5) 
19. Найти 7-ый членъ отъ начала, 7-ый членъ отъ конца и 

27% | 
средйй членъ разложеня ( „—>) | 


_ 20. Ели, #, в, 4В,... представляютъ члены разложеня (а5)”, 
то показать, что | 
(АБЫ... —Щ—ЬНи—. 8 Я Бы (и-—2?)”. 


262 ТЕОРЕМА НЬЮТОНА 


ГЛАВА ХХХУ|. 
Теорема Выютона для всякаго показателя. 


то, Мы видфли, что въ случа И ЛАТ и положительнаго 


г Ия 


(1-52)* = = низ 


Перейдемъ теперь къ пение" что это соотношен1е остается 
справедливымъ, когда я будетъь имЪть какое-бы то ни было положи- 
_ тельное или отрицательное, цфлое или дробное значенте, то-есть дока- 
жемъ справедливость теоремы Ньютона при всякомь показателЪ. Мы 
сдфлаемъ нфкоторыя зам чан!я объ этомъ ховазательство, давши сперва 
его въ въ общеупотребительномъ видф. | 


517. Положимъ, что тж и я будуть уълыя положительниыя числа 
тогда мы будемъ ть 


т(т-— 1), ;тт—1) т—2) , 


ТТ — Е и, 
(1-52) ние а "+ Е и: лныск _ (1) 
в— ни) и, и), 
(1+2) 1х ——_— га ан Е ав. + (8) 
Но (1+2) Х (1-н") =@а-нж)"-"; 


слфдовательно произведен!е рядовъ, составляющихъ правыя чаети то- 
жествъ (1) и (2), должно равняться (1-2)"Т*, то-есть 


Ни ПН, 


| ++ (и-ни)е-+ НЕ [8 
И —2) | м: 
| 1.2 | 3 
х ИЕ Сл ‚ я(и— 1) (2) п(и—1) (#—2) , > 1. 
| 1.2 3 


Равенство (3) доказано при предположен1и, 9чт0 7% и д цфлыя и 
положительныя числа; но произведене двухъ рядовъ, находящихся ВЪ 
правой части равенства (3), должно быть 7100-же вида, каковы-бы 
ни были т% и 7; поэтому мы заключаемъ, что уравнен1е (3) должно 
быть справодливымъ каковы-бы 7 ил ни были. Введемъ теперь 0б0- 


значен1е, которое позволить намъ выражать свойство (3) короче. 060- 
значимъ рядъ 


ПИ т(т—1)(и—2) аб. 


1.2.5 


ДЛЯ ВСЯКАГО ПОКАЗАТЕЛЯ. 263 


чрезъ /(7), каково-бы ни было 7; тогда (и) будеть обозначать то, 
во что обратится рядъ, когда висто 7% поставитея и; а (т-ни) бу- 
детъ обозначать точно также то, во что обратится этотъ рядъ при под- 
_ становЕВ т--п выфето т. Когда т будетъ какое-нибудь ноложитель- 
ное ифлое число, то {(т)=(1-н2)", а такъ-же (0)=1. Такимъ обра- 
зоиъ равенство (83) можно писать такъ: 


Итння) т) К). жж жа (4) 


Подобнымъ-же образомъ | 
т--и--р)=Ит-нп)х Кр)=ЕКт)х Ки) х К). 
Продолжая такимъ образомъ, мы ножемъ показать, что 
[(т--п-р-9-+....)=Ит)х Ки)х Кр)жКаж.... (5). 
Пусть теперь == ==4==... = гд$ $ и г положительныя цфлыя 


числа, и положимъ, что число членовъ будетъ 7; тогда равенство (5) 


обратится въ 
91 (,): 


| : 
откуда слфдуетъ #[8)} г= #(-)- ь 


Но такъ какъ 5—цф®лое положительное число, то /(5)=( 1-42)", 


1 $ 
а нотому | 3 ($) г = (1-2) ”? 
вы: } 
`— 8\ 8 МАХ я 
Ь ы === Е к и— у д, осо 
а елёдовательно (1-5) Е ( >. ый = —- 


1. 


Этимъ доказывается теорема Ньютона Оля всяказо положительно 
показателя. | 


Поставимъ теперь въ равенство (4)—я вифето т; тогда 
И—н)х Ди) о) =1; 
следовательно ь дут) 


Но если и будетъь какое нибудь положительное число, то {(и)= 
(1-2); откуда . 


| ЗУ 
(ый Г УИ 
то-есть саит И +... 


Это доказываеть Ньютонову теорему для всякато отрицсипельнсйо 
показателя. | | 
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518. Доказательство теоремы Ньютона для всякаго показателя, со- 
держащееся въ предыдущей стать$, дано было въ первый разъ: Эйле- 
ромъ; хотя оно трудно и несовсёмъ удовлетворительно, но оно предета- 
вляеть хорошее упражнене для читателя. Сдфлаемъ относительно его 
нъеколько зам чаний. 


Первое, на что мы обратимъ внимание, 9тО—61060б доказательства 
того, что Кини)=т)жКя). Читатель для упражнеюя долженъ 
написать три или четыре члена ряда для /(27) п столько-же членовъ 
ряда для [(9) и перемножить ихъ между собою. Если произведение рас- 
положить: по степенямъ х, то не трудно убЪдиться, что чБиъ больше брать 
членовъ, т%иъ болфе оно будетъ соглаено съ рядомъ для /(т-н”). Но 
зная, что предетавляютъ /(7) и /(%), когда т и и цфлыя положитель- 
ныя числа, мы заключаемъ, не производя уже хлопотливаго умножен1я 
на самомъ дЪлф, что законъ, выражающийся равенствомъ /(17-ни)= 
(т) ж К), долженъ быть справедливъ. (Сповобъ доказательства этого 
закона въ простомъ случа$, когда 7 и и положительныя цфлыя числа 
представляетъ значительный и важный алгебраическай пруемъ. 


Но путь, которымъ мы приходимъ къ заключеню, что р (и-ни)= 
(т) Ж Г(®), каковы бы ни были т и п еще важн®е. Принципь этого 
‚единственно слфдующЙ: ви05 какого нибудь алгебраическато произве- 
ден1я будетъ одинъ и тотъ-же, будутъ-ли его множители цфлыми, 
дробными, положительными или отрицательными числами; такъ на- 
прим$ръ 

(аб )(а-не)=а^-+ (6 сдан бе 
остается справедливымъ, каковы-бы ни были а, 6 и с. Отсюда мы 
завлючаемъ, что [(70)Ж (а) будеть имфть тотъ - же видъ во вефхъ 
случаяхъ, будуть-ли 7 и и положительными и пфлыми, или нЪтъ. 
_  Читалель можеть также обратить вниман!е на доказательство этого 
вывода, данное въ глав ХХГ\ нашей Георуи уравненя. 


519. Но наибольшая трудность состоитъ здфеь въ томъ, какой 
смыслъ нужно приписать знаку = въ положен, что 


нато", у... а’. о. (1) 

Положимъ напримёръ, что и=— 1, тогда предыдущее выражение 
обратится въ 

(1-52) =1—я-н7—27-+.... . . . . (2) 


Но мы знаемъ, что сумма 7 членовъ ряда 1—-22“—2--... ееть 
1—(— а)" 
ее слдовательно, когда 2 численно будеть меньше единицы, 


то беря достаточное число членовъ ряда, ны можемъ получить резуль- 


| 
> сколько уюдно мало, и въ.этомъ случа? 


татъ, отличаюнйся отъ 
1 
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понимать выражаемое въ формул (2) утверждене именно такимъ обра. 
‘зомъ. Но когда 2 будетъ по численной величин$ больше единицы, то, беря 
большое число членовъ ряда 1—х-2"—27°-н..., ны не получимъ по- 


_добнато численнато приближен!я къ значен!ю 


Въ главЪ о сходимости рядовъ, мы увидимъ, что когда х численнно. 
меньше единицы, то мы можемъ составить себ опредфленное понят1е 
о рядз, представляемомъ правою частью выражен1я (1), каково бы ни 
было и. Въ этомъ случа въ положени 


Ит--п) =/(т) х Ця) 

не вотрЪчается никакого затруднен1я, такъ какъ тогда каждая изъ 
трехъ строкъ, заключающихся въ этомъ выражен, ариеметически 
доступна пониманю. Но когда х численно будетъ больше единицы, то 
мы не можемъ дать никакого арибметическато смыела ни ряду, ни 
высказываемому положен1ю; все, что можно тогда сказать, состоитъ въ 
томъ, что если мы составимъ произведене первыхъ 7 членовъ /(т) 
и первыхь 7 членовъ /(7), то первые 7 членовъ произведеня будуть. 
согласоваться съ первыми 7 членами въ /(т-+и); но это еще не даетъ 
намъ права писать /(и-н”)==/(т) хи). Случай, когда х численно 
равенъ единиц потребовалъ-бы особаго изсл$довантя, которое не мо- 
жетъ быть дано здЪеь. Смотр. ст. 777. а 

Изъ всего сказаннаго мы можемъ заключить, что биномальная. 
теорема даетъ для разложен1я (1-н=х)” такой рядъ, который ариемети- 
чески понятенъ и вфренъ, когда х будетъ численно меньше единицы; 
но въ какомъ смысл$ вЪренъ этотъ выводъ, когда х численно больше 
единицы, еще не было объяснено элементарнымъ образомъ. Впрочемъ 
вопросъ о разложен1я выраженй въ ряды составляетъ собственно часть 
Дифференщальнато Вычислен1я, къ которому читатель и долженъ обра- 
титься для боле полнаго обсуждеюя этихъ трудностей. 


520. Найти численно наибольиий членъ въ разложени (1-х). 
Будемъ считать 2 положительнымъ. 


1. Положимъ, что я будетъь положительное цфлое число. 
Мы можемъ составить (”-+1)-й членъ посредствомъ умножен1я /-аго 


ыы 


| +1 Гы | \ 
члена, на = 4, тозветь на \— _— 1) х, причемъ этотъ множи- 


тель уменьшается съ возрастанемъ х. Положимъ 


п 1 
пу, откра РЕЫ 


д-+-1 ° 


ели р будетъь цфлое, то два члена, разложен1я будутъ равны, 
именно члены р-ый и (р-+1)-й, и они будутъ больше вебхъ другихъ 
членовъ. Если-же р не будетъ цфлымъ, то положимъ, что цфлая часть 
его будетъ д, и тогда (9-=1)-й членъ будетъ наибольшимъ. 
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П. Положимъ, что и— положительное, но не цфлое чиело. 
Какъ и прежде, ("1-й членъ можно получить изъ 7-аго умно- 


| и—-1 
жен1емъь посльдняго на 1 д 


Поэтому, если х больше единицы, то наибольшаго члена не бу- 
деть; дфйствительно, посредствомъ увеличен!я 7 предыдуп1й множи- 
тель можеть быть сдфланъ столь близкимъ къ—х, сколько угодно; 
то-есть каждый членъ, предшествующий какому нибудь данному члену 
или слфдующ за нимъ, можетъ быть сдЪланъ по численной величинь 
какъ угодно близкимь къ %-кратному предшествующему члену, п 
такимъ образомъ члены будутъ возрастатать безпред$льно. 


Но если х будетъ не больше единицы, тогда будете существовать 


7—1 
наибольшй членъ; дфйетвительно, если в - х, то пока 7 остается 


меньше р, множитель будетъ больше единицы, и члены возрастаютьъ; 
но когда 7 будетъ больше р, множитель будетъ меньше единицы и пока 
остается положительнымъ, продолжаетъ уменьшаться по изр$ возра- 
стан1я 7; когда множитель становится отрицательнымъ, онъ все таки 
остается ‘численно меньше единицы; такъ что каждый членъ поел® 
того какъ 7 перейдетъ чрезъ значен1е р, будетъ численно меньше пре- 
дыдущато. Слфдовательно, какъ и въ первомъ случа, если р будетъ 
цфлое число, то 2-ый членъ будетъ равенъ (р 1)-му, и они будуть 
больше, чЗиъ вс друме члены; если-же р не будетъ цфлыинъ числомт, 


то положинъ, что 4 будетъ лая часть р и тогда (91) членъ 0у- 
детъ наибольший. 


Ш. Положимъ, что ® будеть величина отрицательная. 

Пусть т=— и, такъ что 7и— величина положительная. Численное 

_ значене (7—+-1)-го члена можетъ быть получено умноженемъ 7-аго члена 
т7’— 1) 7—1. | 

На ( —^) 2. то есть на (1) 2, 


— 


Если х больше единицы, то мы можемъ доказать, какъ во второмъ 
случа, что тогда не будетъ наибольшаго члена. 


Если х меньше единицы, то положимъ, что 


7—1 171—] 
————1) #=1, слБдовательно == —м. 
р 1—х 
Если р положительное цфлое число, то р-й членъ равенъ будеть 
(р-—-1)-иу члену и оба они будуть больше вефхъ другихъ членовъ. 
Если р положительное, но не цфлое число, то положимъ, что д будетъ 
цфлая часть р и тогда (9—+1)-й членъ будетъ Наибольшииъ. Если 0 
отрицательное число, то 7 меньше единицы; въ этомъ случа каждый 


членъ меньше предыдущаго, | и первый членъ, то-есть единица, будеть 
парить. | 
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Если х равенъ единиц$, то когда 70 больше единицы, члены по- 
стоянно возрастаютъ, и тогда нфтъ наибольшаго члена; когда и равно 
единип*. то вв5 члены будутъ равны, & когда 7 меньше единицы, 
члены постоянно уменьшаются, такъ что первый членъ будетъ наи- 
большииъ. | 


Мы вездз предполагали, что х положительная величина; если т 
будетъ отрицательнымъ, то положимъ у==—, такъ что у будетъ по- 
ложительнымъ;, тогда найдемъ численно наибольшй членъ разложен1я 
(1--у)”, который будетъ также численно наибольшимъ членомъ разло- 
женя (1-н5)”. 


521. Первый членъ разложен1я (1-+2)” есть единица, а вся й дру- 
той членъ будетъ извЪстенъ, такъ какъ (7+ 1)“ членъ равенъ = 
п(п—1)...(и-—7-+1) , 
й ай. 

Это выражен!е называется общимь членомь, потому что полагая 7 
посл довательно равнымъ 1, 2, 3, ..., мы получимъ изъ него посл$до- 
вательно 2-й, 3-й, 4-й .. члены; то-есть мы можемъ получить изъ него 
всяк членъ посл перваго. Выражене для общато члена можетъ быть 


видоизм®нено въ частныхъ случаяхъ и иногда упрощено, какъ мы уви- 
димъ это изъ слЗдующихь примфровъ: 


(1-2) ", ДВС и=——7; общий членъ будетъ 
| ([—")(—т—1)(—т— 2)... +1), 
г. оо 


И его можно написать такъ: 
т(т--1)...(т-ну—1) 
у 


,‚ —9 


(1). 


. ЗдЪеь и=; числитель коэффищента при 2” будетъ 


55—12). (5—==) 


если 7 не меньше 2, то это можно написать такъ 


1. За Гела 9—3) | 
аа) у 
1 * : $ | ть 
зд%сь въ разложени (1+2)* первый членъ есть 1, второй 5:7, & всяк 
слъдуюиий ножетъ быть найденъ, если принять за. (7+1)-й членъ 
выражен1е | о о 
1.3.5.1... — 8) рии, 
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(1+2). Это частный случай разложения (1- 2)”. Коэффищенть 
при д’ будетъ 


рых введи ". ык.дня ВЫ то-есть ("+ 1)(—1)'. 


(1--2)-*. На основан1и предыдущаго примфра (7-1) членъ бу- | 
деть (г-+-1)(—1)”(—х)", то-есть (7—1). 

(1-+2)-°. Это чаетный случай (1-2) ". Коэффищенть у 2” есть 

3.4.5...(8-н7— 1) ие. 


|. —-(—1)", то-есть ыы 
(1—2)-3. На основаи предыдущаго ть РИ 1) чденъ бу- 
детъ и иВ )(—х) и то-есть А 


Если хи я будуть положительными, то мы найдемъ, что члены 
разложен!я (1-2) ” будуть попереифнно положительными и отрипа- 
тельными, а члены разложен1я (1—2)-” будутъ вс положительными. 
Если 2 и 7 положительны, а я не будетъ цфлыиъ числомъ, то мы най- 
демъ, что веВ члены разложен1я (1-+2)” начнутся съ положительныхъ 
величинъ, а потомъ могутъ быть поперем$нно положительными и отри- 
цательныхии; въ разложен1и-же (1—2)” члены начнутся поперем$нно 
съ положительныхъ и отрицательныхъ, а потомъ могутъ въ извЪетныхъ 
случаяхъ всф быть одного и того-же знака. 


522. Какое нибудь многочленное выражен!е можетъ быть возвышено. 
вЪ извЪстную степень съ помощью повтореня пр1ема для возвышен!я 
двучленнаго. выражен!я; такъ, наирижфрь 


Даб == — а (6-е) =а’-нЗа 2--о--заф-ее) + (6-е) 


если потомъ мы разложимъ (6-нс)? и (6+)? и полученныя выражен1я 


поставимъ соотвзтственно на м$ста этихъ количествъ, то получимъ раз- 
ложен!е для Данс). 


Подобно этому 


анфнсна * ненадо —3а*(6-не- а) 
| —За(6$-не--а)* (неа); 
это разложене можеть быть закончено, если мы найдемъ разложен!е 
(6-=с—а)* и (6-е--а)*, какъ это было показано на’ прехыдущент 
прим рЪ. И можно поступать такъ 
{и-ф-нена!з = (а +Б-+(е--а)} = —=(а-+ 58+ 3(а-нЪ)*(е-+а) 
—=3(а--6)(е--4)*-н(с-- аз, 
это разложене закончится, если мы разложииъ (а+5)°, (а—5), 
(са)? и (4) и произведемъ показанное перемножение. 
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523. Найти число ‘однородных произведений :-0й степени, ка- 
я можно составить изъ п буквь а, р, с, 4. ... и иль степеней, 
Обыкновеннымъ дЪлен1емъ или по теорем Ньютона находимъ 


ие |на -нозхЗ-.... 
1 ру: 3у3 
1 да 3 3. 

] РЯ, ВЫ ЖБК наи”-.... 


Такимъ образомъ 
Пе | 1 
а—х ‘1—6 ° 1—5” 
Хх И-Н а-я. (ХИ нежно а оЗаЗ-....|... 
Положимъ, что это=1-н9, 2-8. 22-9 48-н....., 
ГДЪ 5, =а-нб-+-с..., 
| ©, =@‘-наб--ь*-нас-н... 
5. =а3—н ан афе-з-н... 


ь. —}1-нах-на? я? азжЗ-ь. в 


то-есть ©, равняется сумиф величвнъ а, 6,с...; 9. сунм8 вебхъ произ- 
веден1й второго измфрев1я, как1я могутъ быть составлены изъ а, 6, 
с .... И ихь степеней; ©. равняется сумиф всфхъ произведенй 
третьяго изизренля, какля можно составить; и такъ дал%е. Чтобы найти 
число произведенй въ какомъ нибудь изъ этихъ рядовъ, мы полагаемъ 
каждую изъ буквь 0, 6, с... равной единиц®; такииъ образомъ 
1 1 Е 1 
1—а% ° 1—6 ° 1—5” (1—2)* 
Сл5довательно, въ этомъ случа 0, есть коэффищенть при 27 въ раз- 
п(и—-1Т)... (ину 1). 
ОИ 
СлЪдовательно это и будеть число однородныхъ произведен!й у-аго из- 
иБреня, которыя можно составить и Ъ 4, 6, с, ... и ихь степеней. 


524. Найти число членовь въ разложени данназю мноючлена 
при цъломь и положительном» показателю. 

Число членовъ разложеня (@-на.на.-+. ‚--а,)” то-же самое, 
какь число однородныхъ произведенй я-аго изыфревйя, которыя могутъ 
быть составлены изъ @, @., а., ..а, и ихь степеней. Слфдовательно, 
по. предыдущей статьз, ‘оно будетъ 

и(г--1)(7-=2).... дии—0 
КЖ 


или (1—2) ” 


‚ будетъ 


ложен1и (12), то-есть = 


„ 
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525. Биномтальная теорема можеть быть приложена къ приближен- 
ному извлечен!ю корней изъ чиселъ. Пусть М будетъ число, изъ котораго 
требуется найти корень 7-ой степени, и предположимъ, что М =0”-+56; 


т 7 Г 1 
6 и 
тогда | №" = («+ 5)" == “(1 Е: == а(1-н%)® , 


б 
гдф д——. Вели теперь л будеть малая дробь, то члены въ разложени 
а, 


Т | 
(1-+2)” быстро будуть уменьшаться, и мы можемъ получить прибли- 
1 1 


женное значене (1--2)”, а слфдовательно и №”, взявъ лишь немног1е 
изъ этихъ членовъ. Поэтому будетъ выгодно взать & такъ, чтобы @” отли- 
чалось отъ М по возможноети меньше, и чтобы такимъ образомъ 6 было 
какъ можно меньше. Въ н®которыхъ случаяхъ лучше полагать М =а”-—-56. 


526. Заключимъ эту главу шестью примфрами, которые пояснятъ 
употреблен1е теоремы Ньютона. — 

1) Отношене (2—-5)” къ а” близко равно отношен1ю &-н7х7 въ а, 
если 7х въ сравнен1и. съ @ величина небольшая. Это справедливо, бу- 
летъ-ли 2 положительнымъ или отрицательнымъ, и для значений я ц$- 
лыхъ и дробныхъ, положительныхъ и отрицательныхъ. (м. ст. 383. 


аа а--- 6х | 
. 2) Разложить м Въ радъ по восходящимъ степенямъ 2. 


—1 
405 _ а--0х _ т в (1-9 ) 
‚а—=9% /. 9% 92\_ _ф 


У 7% 


Е: 
и . 
разложимъ а по бином1альной теорем; тогда будемъ иизть 


| 3 ^3 
т р {1— Я Хх Ч 


р+942 #9 
ьа аа р _ 7) 4 а 1) ри 
РФ №’ РБ р 
Или мы можемъ поступить такимъ образомъ | 
м (6—9 А 9 | 
—1 
‚эко ЗАЧАВАВ, АЗИИ Е Не Ь- (+. 
Р+-аХ Р-УЧХН рН р Р 


2-2 3 7-3 
ыы: {5 а-я ыы }; 
р в р ФР р 
такииъ образомъ мы получимъ то-же, что и раньше. 
Этот примфръ часто. ветрёчается въ математик, въ особенности въ 
ТЪхЪ Вор, когда 2 столь малая величина, что квадратомь ея и 
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высшими степенями можно пренебречь; ВЪ такомь случав приближенно 
будетъ 


анбох а 1/ 94 

к (5—*) 
р-9х р р р 

3) Требуется найти приближенныя значен1я корней квадратнаго 


уравнен1я 22? фл-нс=0, когда ас очень нало сравнительно съ 62. 
| би (6*—496) 
Корни уравнения выражаются чрезъ и. 


1 
р 


По еж Ныютона р Чи = $1 == 


—ь(1— 149% 496  1/4ас \? САИ 
о 8 / 16\ в ие 
Такимъ образомъ для корня при верхом знак получинъ 
с 9&“ 942 
И 
& для корня при нижнемъ знакф получимъ 
2 а, 
а в 63 р? 
Если & очень малая величина, между тфмъ какъ би с не малы то 
первый корень почти не отличается отъ -— & послёдн!Я предетавляетъ 


очень большую величину. (м. ст. 342. 

Нужно замфтить, что приближенное значенте корня въ первомъ 
случа$ будеть то-же, какое ны а слфдующииъ образомъ: На-. 
пишемъ уравнен1е такъ: 


ренс=—а4". | 
Для полученя приближеннаго результата пренебрежемъ членомъ 
ь | р ^ 
‚ 912, какъ малою величиною; тогда получимъ #=—. Затфмъ подета- 
вимъ это приближенное значен!е 2 въ членъ 42°; тогда получимъ 
| | 9? 
096 = —т 5, 
ь се ай 
то-есть | т” е 
в 


Подставимъ опять это новое е приближенное значен1е 5 вЪ членъ 0:7? 
и возьмемъ только члены, заключающ!е а и а”; тогда получимъ 
ас? Эа’ 


| оны р 


т ТЕОРЕМА НЬЮТОНА ДЛЯ ВСЯКАГО ПОКАЗАТЕЛЯ. 


с 25° 9 
то-есть ` | п 
И Такъ далфе. 

4) Доказать, что если и будегъ какое нибудь положительное плов 
число, то утмая часть выражешя (2-—+|/3)" будеть нвкоторымъ не- 
четнымь числомъ. 

Смыслъ этого предложен1я легко будетъ понять, если взять н%ко- 
торые частные случаи. Такъ 2-+|/3 заключается по величин между 
Зи 4, такъ что ифлая часть этого выражена есть нечетное число 3; 
такъ-же окажется, что (2-+|/ 3)” заключается между 13 и 14, такъ 

что цфлая часть его есть нечетное число 13. 

Положимъ, что Г означаетъ цфлую часть выраженя (2-+|/3)”, а 
1-- Е будетъ полное значен!е его, такъ что Е предетавляетъ дробь въ 
собетвенномъ смыслЪ. По бипожальной теорем$ мы иифемъ 


сы о р 


ТРО по"-19 опа +3. . (1) 


Но 2-—|/3 предетавляеть очевидно ии дробь, поэтому и 
(2—/3)" точно также будетъ правильной дробью; означинь ее чрезъ 
[”; тогда 
| 1. и(и— 2 2 то 

Е 2" — и" 13° Ей *3"—...-+(—1)"3*. . (2) 
Сложимъ теперь выражешя (1) и (2); тогда иррашональные члены въ 
правой части исчезнутъ, и мы будемъ а 


ТЕ Е = 939% ви "(и—1) и :32 


и —1) (0 2)®—3) 5 
4 

— которому четному цфлому числу. 
Но Еи Е правильныя дроби; поэтому мы должны имть 
Р-Р —=1, а /=какому нибудь нечетному числу. 


Такой-же выводъ получится и для (&+/ 6)", если 4 будетъ ближай- 
шее къ |/6 цфлое число и большее, чё мъ послфдн1й; такъ что а— 
будетъ правильною дробью. 


5) Требуется найти сумму коэффищентовъ первыхъ 7-+1 членовъ 
разложен1я (1—2) ”. Мы имфемъ 


ии, — и(+ 1)... (и+”—1), 


2—3 


‘(1—)}"=1-них-н я’... 


(1—2) —‘=1-т-=н-на-... 
Слфдовательно (1—2) "1? равно произведен1ю двухъ рядовъ. Те- 
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перь, если мы перемножимъ эти ряды, то увидимъ, что коэффииенть 
при % въ произведени будетъ 
Пану | п(и-+1)....(и--у—Т) 
1+” ни, 
_ 12 и , 
мы естественно можемъ допустить, что это выражее должно быть 


равно коэффищенту при х” въ разложени (1—2)—®11); то-есть выра- 
жен1ю 


(я-+1)(и-=2)... (ии). 
|” 
итавъ требуемое суммирован!е исполнено. 


6) Бином1альная теорема можеть быть приложена только-что пока- 
заннымъ способомъ къ доказательству многочисленныхь алгебраических 


_ тожествъ; мы дадимъ еще одинъ примЪръ. 
т(т—1)(т—2)...(т— 
Пусть (ти, ыы ) й ( и 


и требуется доказать, что 
ф(и, 0)ф(и, ")—ф(т, 1)$("—1, ‚П-не(и, 2)6(и—2, 7—2) 
—Ф(п, 3)Ф(и—3, у—3)-+.....=0. 
_ Данное здёсь выражеше есть разложенте 
п(п— 1)(п—2).. На - 
и 


1)”, 


которое очевидно ыы быть нулемъ. 


Прим$ры приложен1я теоремы Ньютона. 


Разложить каждое изъ слфдующихъ двфнадцати выражен !й до чет- 
вертаго члена включительно: 


т ан 9: ( 2 3. (на. 
4. (1-54) Е 5. (1-52) и 6. +2) ® 
т. аа» | 8. (— 29% 9. И(@:—2?). 
10. (Ва 2. 11 (9 5 12. (1 +52". 


Найти (+ 1)-й членъ разложен1я въ слфдующихь восьни выраже- 


НТЯХЪ: р 


13. (1—2) 14. (1—2) 15. 9—9". 
_ Алгебра. оз | 18 
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ВЕ й. ЕКО, — 772 
_ 16. (1 ух) 17. Иа)’ 18. (1 22) 
ра 1 
19. (1—2) 20. 
Иа—=) 


Вычислить аи слфдующ1е ини корня: 


21. /(94). — 92. / (999). ^ 23. (81. 94. /99000). 


25. Если х— малая величина сравнительно съ оДиНИЩОЙ, то пока- 
зать, что 


иа--д-и о 

_ (вя-иИ@-2) — 
26. Показать, что число сочетав!й изъ и элемементовъ, когда ‘они 
берутся по одному, по три; по пати, .... превышаеть число сочетан1й, 
когда они берутся по два, по четыре, по шести, ... на единицу. 


27. Показать, что число однородныхь произведей изъ ® буквъ 
п-ато изм5реня равняется | 


ев (ррибтизитехьно). 


2—1 
М и—1 
Найти наибольший членъ въ слфдующихь четырехъ разложен1яхъ, 
| | 
98. (1--х)*, когда р И 9—4 
| Э 
1 | 
29. (1—2)-", при 2—5 п и— 12. 
30: (1-2)-”, при 2—7 и и=3. 
7 8 
З1. 1— ть —— — —. 
(1—2)—", при х= т И й-=т 


и в ь . ] \2и-Г1 
32. Найти наибольший членъ въ разложени ( свай ‚ ГД п 
ь [274 
ц$лое положительное число. 
53. Найти число членовъ въ разложенши выраженя 
(а--б-не-на)®. 


34. Найти первый членъ съ отрипательнымь коэффищентомь въ 
ы 


‘разложен!и (1+2) ° 
` 27 


35. Если тр больше : п, то ата 2? ВЪ разложении — 


ПРИМЖРЫ. КЪ ГЛАВЕ ХХХУ. ЧБ - 


р(р*—12)(*— ри 
будетъ Ч ое 
а 
36. Коэффищенть при 2® ВЪ разложении За ‚ будеть. 
виа бенте--аи--3). 
`) 
(1-2) 


_ зтТ. Найти коэффицентъь при 2” въ разложени . И" 


4 | 
2% \: 
-) по Восходящимь | степенямъ х. Написать 


38. Разложить р — 


коэффищентъ при 22” и при при. 

39. Показать, что И-ый коэффишенть въ ры и—)-* 
всегда вдвое больше (и—1)--го. 

40. Показать, что если %. означаетъ ‚срехнйй членъ въ разложении 


(1-+2)*”, то К-Ё-Ь-+. „Зе 42) ? 


41. Написать сумму ряда = 

Та ол 13 5. 

Про = 

4 4. 8 4'8' 12° 

42. Найти сумму квадратовъ коэффищентовъь въ разложения 
(1--2)", тдБ п положительное цфлое число. | 

1.3.5...(27—1) 


2.4.6...07 


‚ 00 безконечности. 


48. Если р,.= ‚ то доказать, что 


| | ] 
Рон "РЕЙ Ра Рав. ана Е 
44. Показать, что если тж ия будуть пфлыя и положительныя 


числа, то коэффищентъ д" въ разложенги (ден равенъ кооффи- 


| 1 
Ченту при 2" въ разложени п" 


45. Найти коэффищенть при 2’ въ разложен1и 
_ Ч--2а--за +427 +... до безконечности)». 
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ГЛАВА ХХХУЦ. 


Распространене теоремы Ньютона на многочлены. 


527. Въ предыдущей глав мы дали нфсколько примровъ разложен1я 
многочленныхъь выраженй; теперь им разсмотримъ этотъ вопробъ нз- 
сколько полнфе. Предложимъ себф найти выражен1е общело члена въ раз- 


ложени (-на хна,-наа-...)”. 
Число членовъ въ ряду @%, @., @., ... можеть быть какое угодно, и 
п можеть быть положительнымь или отрицательнымъ, цфлымъ или 
дробнымъ числомъ. | 

аифнииь ха, л‘-на.а-...чрезъ 6,; тогда намъ нужно будетъ 
разложить (и): “общий членъ разложен1я будетъ 


п(и—1)(и—2)....(и— +1) 

[ы 

гд® ( нзкоторое цфлое положительное число. Замфнимъ а.7*-н+аз2“-+.... 
чрезъ 6,; тогда 6,“ =(а,х-—6.)", и такъ какъ № уълое положи- 


тельное число, то общий членъ разложеня (#.х-н6.)”“ можно будетъ 
означить или чрезъ 


[2 
Е [а 
мы примемъ послфд!й видъ, какъ боле удобный для нашей цфли. 
Сочетая это съ первымъ результатомъ, мы видимъ, что общтй членъ 
предложеннато выражения можно написать такъ 


2). -В-Р-Ь, ад, уф 
| 4 8 : 


ос, 


о и, а. 
(а >, ИЛИ Чрезъ ее | 


а 9 
Заифнииъ снова а.-фо“--.... чрезъ 6; тогда 6,9 = 
(а,1°— 6.) 7, и общий членъ разложеня этого выражен1я будетъ 
Ч 
И (ах у5, иг" 
[нев зе 


СлФдовательно обиай членъ предложеннаго разложен1я можетъ быть 
написанъ такъ. 


п(и—1)(и— 2)... ‘(и— и.—+-1) 
Чи 9-7. 


Продолжая поступать такимъ _образомъ далъье, МЫ ПолуЧИмЪ ДЛЯ 
искомаго общаго члена выраженле 


(аи (а, “6 ти. 
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п(и—1)(и—2)....(и—в-+1) 
ЛЕ 
ГДЬ -НУ-Н8-—Н....=Ц. 
Полагая и— =, мы можемъ писать этоть общ йЙ членъ въ р 
п(п—1)(и—2)....(р-н+1) 
Ч [8 [... 
ГДЗ ХЪф-ни-з-Ь+....=п 
Такимъ образомъ разложен1е предложеннато многочлена состоитъ изъ 
ряда членовъ, для которыхъ только-что данный членъ будетъ общимъ 
типичнымъЪ членомъ. 
Нужно замфтить, что 0, 7, 3,6 ... всегда цфлые и положительные, 
Но р можеть быть  ВЛЫМЪ И положительнымъ только тогда, когда. % 


будетъ цфлое и положительное. Когда р есть цфлое и положительное 
число, то, умноживъ числителя и знаменателя на |2, мы можемъ на- 


писать множитель 


(Ро йа аа нтв М 35 4Ё--.... 


аа баага ееею-канья 


п(и— Г)(и—2)...(р-нт) 
Ч и |5 №... 
въ боле сниметричнохь вид 
р ра и |5 (в... 
Въ предыдущемъь выражени для. общаго члена мы можемъ смот-_ 


р%ть на множителя при 2"+*” + какь на коэффищенть его. 
Но въ нфкоторыхъ случаяхъ слово коэбфищентя прилагается къ мно- 


п(и—1).... (НТ). 
Ч и 5 |. ге 
ВХ случаяхъ, когда х полагается равнымъ единиц, какъ въ при- 

мфрахъ 25...82, данныхъ въ концф этой главы. | 


598. Положимъ, что ищется коэффищентъ извфетной степени х въ 
разложенти (&-на.х-на.х а ВВ наприм$ръ, кооффищенть 
при 2”. Тогда МЫ иифемъ. 

а 9-8 8-4... .. ==, 
фр ни нк... =. 

Путемъ испытан1я мы должны найти общия значентя 0, #", $5, 1... 
удовлетворяющя первому изъ этихь уравнеюй; тогда изъ второго 
_Уравнен1я найдется р. Искомый коэффицщенть такимъ образонъ будеть 
суммою соотвфтетвующихь значен!й выражен1я 

"(п—1)(и—2)....(рЪ--1) 
Ч и | | и... 
Если ® цзлое положительное число, то 2 должно быть также поло- 


жителю ; такъ обыкновенно и понимается это слово въ 


Ра па’аз’аа. * 
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жительнымъ, и мы ножемъ употреблять выраженте бол$е синиетрическато 


вида = рб Ча» @ а: 


.529. Для примфра найдемъь коэффищенть при 2’ въ разложении 
выраженя (1-22-35 у 


ДВС | 027-н 38=1, 
фа-н7н$=4. 
Начнемъ съ наибольшаго изъ возможныхъ значев]й для $; такое 
значен1е будеть $=2, при которомъ мы бу- 
° демъ имфть х=0, 0==1, р=1. Затфмъ . поло- р_ 9 Т_ $8 


ЖИМЪ $=1; при этомъ значени мы можемъ ] 1 о| о 
ИМЪТЬ у—9, ‘9==0, р=1; также мы можень | 

ИМЪТЬ ‚—1, = о, р==0. эатфмъ положимъ ] 0 о | 
=0; при этомъ. наченш будемъ имбть х=3, 
4==1, р==0. это будуть всф рёшен1я; они со- 0 2 1 1 

_браны въ приложенной табличкВ. эд5еь и =1, || 

4, =2, 4.=3, а.=4. Такимъ я иско- 0 113 0 


ый кооффицентъ будетъ 


ро ава 41-4 в 3". 41-4 м 33, 

_ В 2. В 8 

или = 384-+432+5716-216, то-есть 1608. 

. Еще примёръ. Найдемъ коэффищенть при — въ разложенш 


ОИ 9 +423... У. | 


_ ЗдВеь д 38+... =! | ь ы 9 2. а 
р-н... =9. = сы 
_ Вок ‘ршен!я собраны въ приложенной таб- | 9 о 0 1 


лиЧкЬ, И искомый коэффицленть будетъ 


СЫ, [= 


(ее-еае- 
— — )\ —— )2'.3 ОЗ, 2 
ме ее В Е 
то-еть о те. 1. 
_ВЬ этомь ь случа, Такъ какъ о 
| 1-25-82 427 +... = (1—2), 


Е 
то предложенное выражене будеть КА то-есть (1—2) *. И 
- (1 журна на. 
тавимь ‘образомъ мы видимъ, что коэффищентъ ни 1“ долженъ быть 
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равенъ 1. Читатель можеть поупражняться въ приложен!и теоремы о 
многочлен$ къ нахожденю коэффищентовь другихъ степеней 2; напри- 
м5ръ, коэффицщенть при х° окажется такимъ | 

: -=2 де. - то-есть 1 

| 2 84 $8 
530. Значене коэффицщента въ разложени многочлена въ томъ 
случаЪ, когда показатель улое положительное число, могло-бы быть 
получено и другимъ путемъ, Положимъ, наприм$ръ, что намъ нужно 
разложить (*--В-+)°. Котда произведемъь перемножен!е, то каждый 
членъ въ результатв окажется произведентемъ, составленнымъ такъ, 
что въ него войдетъ по одной букв$ отъ каждаго изъ десяти трехчлен- 
ныхъ множителей. Такимъ образомъ, если мы ищемъ членъ, заключаю- 
ША “83°, то мы должни взять & изъ какяхъ нибудь двужь изъ 10 
трехчленныхь множителей, В— изъ какихъ нибудь треть изъ осталь- 
ныхь 8 трехчленныхъ множителей п у изъ остальныхъ 5 трехчленовъ. 
Число способовъ, которыми это можеть быть сдфлано, равняется 
10 и 
В [5 в (ст. 498). Такимъ  образомъ искомый членъ будетъ 

| |120. 28° 5 

хх НН | 

РАЕЗЕЫ 


Отсюда сл$дуетъ, что если ‘намъ нужно разложить 

(х+Вл-н?), то членъ, заключающй «8%, будетъ 
[0 | 10 | 
Е о “(Вх)3(/ 2”), то-есть р оВуеат, 

Подобно этому нужно поступать и во всякомъ другомъ случаь. 
Такимъ образомъ мы могли-бы доказывать теорему о разложения мно- 
тгочлена слфдующимъ образомъ: о 

Начнемъ съ нахожден1я вида коэффицлента, объясненнымъ сей- 
часъ на примфрахъ путемъ, въ случа, когда показатель цълое я0ло- 
жительное число. Затфмъ предположимъ, что намъ нужно найти 0б- 
щий членъ въ разложении (в-нанй-на,я-на,а”-...)", когда ® не будетъ 
_ цфлымъ и положительнымъ. Поставииъ 6 вмето в.2-на,х-наа”-...; 
тогда намъ нужно будеть разложить (&-+06)”; общйй членъ этого 
разложен1я будетъ . Е 

0(п— 1 )(и—2). ...(И—Н-1 Уи 
[ы а 
И такъ какъ | Уълое и положительное число, то облий членъ вы- 
ражешя (их-на,а?--а дхн...) будетъ 
| 
ши [8 [... 


| з на... 
вата" 
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А слфдовательно искомый обиий членъ ь бдеть 
и(и—1)(и—2),...(и—в-+-1) 
Ч |” Ы (... 


а "Ра Чт С: ‘в а 79-Е -- за... 


Примзры 


Найти ооффищенты указанныхъ степеней х въ разложеяхь дл 
вены 24 примЪровъ. 


1. 2 ВЪ (1-+2-н2?}з. 

‚ 2 въ (1—2-22)“. 

2° въ (1—25+34°— 443)". 

д“ въ (1-н анна нина). 
‚ 2 въ (2—835—44%°. 

. 2 въ (1—х-ад”)й. 

‚2 вь (2—54—142)?. 

‚2 въ (1—2 41^)->. 

‚ 2“ въ (1-нл-н1^) 5. 


рохФчео8<жмьоь 


ых 
. 2° ВЪ РЕ а = 


— 2 
‚ 2 ВЪ (+7 о 


= ра 
- <> 


== 
> 


‚ 2“ ВЪ ь (122—427 И > 


(2 


‚т _ВЪ ь (12а 

4 3 ББ 
‚2 въ (1-4 — 92). 
‚ 2“ въ (1-25). 
„2 въ (1-3 5-79“... у" 
. д" ВЪ (1-+2-+27-+....)^. 
. 22° ВЪ (+2347), 


708 
25 


00 Я ФФ © 


о 


2” въ (1+-25--35°449-+. ..). 
. 2” въ (1-59, сна лА-+-а 3) 
‚ 2. въ (внаа-на, ах”). 
. 2 въ ‚Иа 


кз № - 


_4 
. 27 ВЪ ‚ (1-наж-- 2?) _ 3 
‚ 2 ВЪ Инаны” а, -.. .)". р 


> © 
НР © 
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25. Найти коэффищентъь при абс” въ (а+6-нс)е. 
26. Найти коэффищентъ у а?6°с* въ разложеыш (а—— с)". 
27. Найти коэффищенть у а?6*с* въ разложеши (а-- 6-е а). 
28. Найти коэффищентъь у абс въ («а—б-не—а)2. 
29. Написать вс$ члены, заключающ!е степени би с до третьей 
степени включительно въ разложенш (абс). 
_ 80. Написать ве члены, содержащие 4”-° въ разложенш (а--6-н- 
с)". 
31. Найти наибольший коэффияцентъ въ разложенши (а-+6-с)®. 
32. Найти наибольший коэффищентъ въ разложен!и (а-+5-нс-на)“ _ 
3. Показать, что намбольшй коэффищенть въ разложенри 


(ана... наи) есть - ГДЪ 78 есть частное, а 7 оста- 


Ю 
га" ых 
токъ отъ дфленя и на #2. 

34. Показать, что въ разложеи (в-на.х-наа?-...)* коэффи- 
цтенть при 221 равенъ 2(0 р-р аб рф... Нбр). 


хй 

35. Разложить (1—2?) 2 до 2* 

36. Разложить (а бл-+ сл”) 1" до 2. 

37. Разложить (1—4—4*—23)”" до 2. 

38. Въ разложеми (1--л-нх^-...-н27”)”, гдф п чиело положи- 
тельное, показать, что 

1) козффиценты членовъ, ри отстоящихъ отъ начала и конца, 
равны; 

2) коэффищентъ средняго члена или двухъ среднихъ членовъ, 
смотря по тому, будетъ-ли и’ четное или нечетное, будетъ больше 
всякаго другого коэффицщента; | 
3) коэффишенты постоянно возрастаютъ отъ перваго до наиболь- 
шато. | | 

39. Если %, аи, а,, @з, .... будуть по порядку коэффищенты въ 
разложеши (1-+2-н2^-н....-+27”)”, то доказать, что 

1) инока... -на»,==(г--1)”; 

2) и, --20.—НЗаз-.. = ита, = (+1). 

40. Если 0%, а, а., @з, .... будут коэффищенты по порядку ВЪ 


разложени (1-н2—55”)”, то доказать, что 


о —ан а, — @: ...-Н(-0” а тат =, 
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ГЛАВА ХХХУШ. 
Логариом ы. 


531. Положимъ, что @’=я; въ этомъ случа х называется л03а- 
риемомъь числа п при основании &; такимъ образомъ логариемоиъ какого 
нибудь числа при данномъ основан1и называется показатель степени, 
въ которую нужно возвести это основане, чтобы оно сдфлалось рав- 
НЫМЪ данному числу. 

Лотариемъ числа и. при основанли & пишется 1087; такимъ обра- 
зомъ [05,и==4 выражаетъ то-же самое соотношене, что и а*==я. 


532. Напримврь 3'=81; поэтому 4 есть логариемъ 81 при осно- 
ван1и 3. а 

Пели мы желаемь найти лотариемы чиселъ 1, 2, 3, ... при дан- 
номъ основав, напринвръ при основан 10, то должны и рядъ 
уравнений 10°—1, 1022, 107°=83, ... ВЪ твдующей глав мы по- 
кажемъ, что это можетъ быть сдфлано приближенно; это значитъ, 
что, хотя мы не можемъ найти такого значеня 2, которое в5 точ- 
ности удовлетворяло-бы, наприм$ръ, уравненю 107=2, но можемъ 
отыскаль такое значен1е д, пря которомъ 107`будетъ отличаться отъ 
2 на какую угодно малую величину. 

Докажемъ теперь нъкоторыя свойства логариемов?. 


533. ЛДонфиемь 1 равень 0, какое-бы ни было основание. 
_ ДЪйствительно, когда х=0, @7 


534. Лозариемь самало основамия равень единиит. 
_ДЪйствительно, когда х==1, а?==а. 


535. Лозюриемь произведенля рав суммь лориемовь произ- 
водителей. 


Дайствительно, пусть д=109, у=105.и; 


слфдовательно | т=а?, — и—= ЕВ 
и слфдовательно. буит ну ртов. 


536. Лозариемь частноо равенъ лозариему дълимазо безь 108 
риема дбълителя. 


Джйствительно, пусть х=10е.и, у= —1юби: 


лв ловалельно О Же, 0—0; 
& елёдовательно — = ——==07 9, 
и а 


_ т | 
и потому | 08, =2— У =108 и 10бап. 
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537. Лозариемь всякой степени иуълой или дробной оть какою 
нибудь числа равен. произведению лозариема этою числа на пока- 
заитель степени. 

Дфйствительно, пусть #=0а7; въ такомъ случа = (а) = а". 
9, потому 1ов(т ) = и =705т. 


538. Найти соотнощенле между лозариемами одною и 71010- 
же числа при различныхь основанлях. 


Пусть #=105т, У=105п; 
слБдовательно = о т= а;  т=б; 
а потому _ @?==65; 
_ к 

слздовательно У = 5, а 67 =0; 

р | 
а потому Ри и ‚об. 

| х 
Отсюда /—=2]05%9, ИЛИ == —. 


_ [05.6 

Сл$довательно логариемъ какого нибудь числа при основан1и 6 мо- 

жетъ быть найденъ умножен1емъ логариема этого числа при основан 4 
| 1 | м | 

На, _ 85а, или на -—. 

100.6. 

Замфтимъ при этом, что оба х 10846 = 1. 

539. Въ практическихъ вычислен1яхъ употребляется исключительно 
дишь основан1е 10; логариемы при этомъ основан1и называются обык- 
новенными. Въ слБдующихь двухъ главахъ мы укажемъ на нфкоторыя 
особенности, дфлающ!я выгоднымъ употреблен1е основан1я 10. Зам тинъ 
еще, что цфлая часть какого нибудь логариема называется характе-: 
ристикой, а десятичная часть мантиссой (прибавка, добавлен1е). 


540. Въ обыкновенной системь лориемовь, если ловриемь 
какою нибудь числа извъстень, мы можемъь непосредственно отуе- 
бъълиить лозариемь тою-же числа, умноженнаю или раздъленноло 
на какую нибудь степень 10. 

‚Ни: 10° (М№ХЖ 10”) — ЮУ +105, 10" '—108 о Мп 


№ 
10 и— 08, "— -102,.107 =105„М— —п; 


то-есть, если мы знаемъ логариемъ какого нибудь числа, то мы мо- 
жемь опредфлить логариемъ всякаго другого числа, изображаемаго 
т%ми-же цифрами и различающагося только положенемъ запятой, 
отд ляющей десятичную часть отъ пфлой. 


_. 541. Бь обыкновенной систем лозариемовь, характеристика 
лозариема всяказо числа можеть быть опредълена съ первало 
вааляда.. й 
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 ВЙетВитедьно, положимъ, что число деть больше единицы, и 
заключается между 10” и 10”т'; тогда логариенъ его долженъ. быть 
больше я и меньше я-+-1; поэтому характеристика логариема есть и. 

Положимъ теперь, что число будеть меньше единицы и заключается 


] | 
между и И ТОР то-есть. между 10” и 10+ 9; тогда его ло- | 


тариемъ будеть нФкоторое отрицательное количество, заключающееся 
между и —(п+1); слБдовательно, если мы поставимъ услов1емъ, 
чтобы мантисса всезда была положилтельной, то характеристика бу- 
_ деть (и. | 

Дальнфйц!я указан1я относительно практическаго употребленя ло- 
тариемовъ можно найти въ сочинен1яхъ по тригонометрии и въ каж- 
домъ введени къ таблицамъ логариемовъ. 


Примф$ры логариемовъ. 


‚ Найти лотариемъ 144 при основан1и 2. 

. Найти характеристику логариема 7 при основан1и 2. 
. Найти характеристику 105.5. | 

. Найти 105. 3195. 

‚ Дать характеристику 10°, 1230 и 10°, 0.0123. 


. Даны 1052=0.301030 и 1083=0.477121; Найти ри 
0.05 и 5.4. 


7. Даны 1052 и 1053 (ем. приифръ 6); найти логариемъ 0. 006. 
8. Даны 1052 и 1003; найти логариемы 36, 27 и 16. 


9. Даны 10= 648= 2.81157501, 105 864=2.93651314; найти 
| 1053 и 1055. 


10. Данъ 1052; найти т С. 05). 
11. Данъ 105 2, найти 105 0.0025. 


| | 3 
12. Данъ 105 2, найти 105|/ (0.0125). 


| _ 4 
13. Даны 1002 и 1058, найти 1021080 и 105(0.0045)°. 
14. Даны 106,2 — -0. 301030 и 105,7= =0. 845098, найти лога- 


риемъ ( 5:3 ЕЁ М при основани 1000. 


о ян 


15, Найти число цифръ въ числ® ‚ам, зная потарионъ 2. 


16. Даны |052 и |155. 743491 —0. 1591760; найти корень ПЯТОЙ 
степени изъ 0.0625. 


17. Если Р будетъ число цфлыхъ, логариемы К оторыхъ ИМВЮтЬ 


__ характеристику р, и © число цзлыхъ, логариемы которыхъ обратны и 


имбютъ характеристику— 9, то показать, что 108 Р—1059 = р—9-+1. 
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а Бы 3 1 
18. Если у=107—18® и #=10!'—87 , то доказать, что 2=10!'- 152, 
19. Если а, 6, с составляютъ геометрическую прогресс1ю, то 100.0, 
105ъп, 105,0 будуть составлять гарионическую прогресс1ю. 
20. Если число лицъ, родившихся въ извфетномъ году, равнялось 


1 
15-й части всего населен1я въ начал$ года, а число умершихъ состав- 


1 ь а | 
ляло со часть его, то найти, во сколько лЪтъ населенте. удвоится, 


предполагая что дано: 
1052 = 0.301030, 105180=2.255212, 105181==2.257619. 


ГЛАВА ХХХ. 


_ Показательные н логариемнческе ряды. 


542. Разложить ах 65 рядъ по восходящимь степенямь х, 
то-есть разложить какое нибудь число в5 рядь по восходящимь 
степенямь ею лоюриема при данномь основанзи. 

а— 1-н(а-—1)”, и разлагая это по теорем$ Ньютона мы по- 


ЛУчимъ 


1--(@—1 = а(а— 1) 
ап (2) (а — 1% та, и 


1.2.3 1.2.0.4 
ЗЕ 1-2 а— 1—4(а—1)°4(а— 1)°—4(а—1)*.. ‚1 
.—= члены, заключающ!е 2”, 23, и проч. - 

Это показываетъ, что 4? можеть быть разложено въ рядъ, начи- 
наюп/йся съ единицы и расположенный по восходящимъ степенямъ 2; 
слфдовательно мы можемъ предположить, что 

а =] еже а“-..., 
РД С,, С., с.... количества, не зависящ1я отъ 2 и остающтяся поэтому 
безъ измфнен1я, но х можеть измБняться; и такъ 
А 14 
а 1-ат)-ке--тету+... 
между твиъ какъ С., с..... пока еще неизвфетны, и мы приступимъ 
къ нахождению ихъ значений. Изифнивъ х на ху, мы получимъ 
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ау —= 1 нс. (ху) с, (ху) с, (еННУ) + о 
но Р-Р = = (1 х-нса’и-нс,х °-+...). 

Такъ какь 0ба выраженя для 7” тожественно равны, то МЫ 
можемъ долустиить, что коэффищенты при 2 въ обоихъ а 
‘равны, и такимъ образомъ 

| с 296,364... = 6.9 
= и -с, ус, ув, у”-.. (|. 
_ Въ этомь тожеств$ мы можемъ допустить, что коэффищенты с 60- 
отв тетвующихь степеней при у равны; такинъ образомъ — 


-— 


6 * 
2е,=с,?, слфдовательно с, = 


3 
С С 
Зе.=6.с,, слёдовательно с. = : в | - в 
ь -. * ы 4 
46.=6.6., слёдовательно с.= “8 — 
1.2.3.4 
| 62’. 68. 6" 
Итакъ д’ =1 + ож Щн.... 
РЗ ЕВ = 


Такъ какъ этоть выводъ справедливъ для всякаго значен1я д, то 
] 
возьмемъ 4 такииъ, чтобы ©%=1; тогда 2—1 И 
к. 4 ь 
111 


де - Но - --.. 

РЕ 

% 

этотъ рядъ обыкновенно означаютъ буквою е; такимъ образомъ дей =е, 


а потому а=е“*, и с, =10°5 а; елвдовательно 


а 1050) 
р: 006.2). др О ем 
ПЕ ООВИТЕ: 
Этотъ ВЫВОДЪ ИЛИ 1Я0ь. называется показательною теоремой. 
Переи$нимъ @ на е, тогда 10°,@ обратится въ. ‚об, т.-е. будетъ 
единицей (ст. 534); такимъ образомъ 
- 2 773 | 2 
е пера —— ———-+... 
28 |4. 
_ _ Этотъ очень важный выводъ. взренъ для всякихь величинъ 2; и уЧа- 
щийся долженъ на столько ознакомиться съ нимъ, чтобы быть въ 60- 
стоян1и прилагать его ко всякому частному случаю. Наири, поло- 
ЖииЪ, что &= —1; тогда кл п. 
ыы 1_1 ое. 1. 
е 1 |3 Е [5 


а? —=1-—-(15,4)7-- 
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Или мы моженъ замфнить 2 другимъ символомъ; такъ, поетавивъ 
72 вМЪСто х, МЫ ПОЛУЧИМЪ 


2 „2 т 7424 


у ой. 
|2. _|4 
Въ ст. 551 мы сдфлаемъ зам чан! ый одной части пре- 


дыдущаго изслфдован1я и возвратиися послБ того къ допущеню, ко- 
торое мы сдфлали дважды при изложен1и настоящей статьи. 


543. Производя вычислене на самомъ дЪзлф, мы можемъ найти 
_ приблизительно численное значене ряда, означеннаго _буЕвою е; оно. 
будеть равно 2.718281828... 


544. Разложить 105. (1-х) в% рядъ 10 вОСЛОбЯЩимМЬ степе- 
_НЯмМ5 Х. 


ей — 1-4 пе-+-- 


= 


Въ ст. 542 мы видфли, что с, =105.0%; то-есть, по той-же стать, 
108.4—@—1—& (а—1)2+4 (&—1)*—Ка—1П%н 

Поставииъ 1-+х вибето @; тогда | | 

2 20° 9 

10© (19%) =2——-—--—— +... 
зу ) 2 3 7.1 

Эт» строка можеть быть приложена` къ вычислен1ю 105.(1-+5), 
если 2 будеть правильная дробь; но если 2 не будетъ очень мало, то 
члены будутъ уменьшаться столь медленно, что намъ нужно будетъ 
‘брать большое число ихъ; если-же х будеть больше единицы, то ря-. 
_домъ этимъ пользоваться вовсе бдеть невозмо.кно. року МЫ ДОБлны 
вывести друг1я, болфе удобныя форнулы. 


> 


д м т 
545. Мы имфемъ ов, ( на) -=я— + — +... 
| | | | 72 73 ры 
| слЪдовательно 109.(1—х) = Е В" 


_вычтя одно изъ другого, иы получаемъ значене 10°,(1-=2)-— }05.(1—%) 
то-есть 105. -———, именно 
| с Е | 
2 д 27 
105, = —=2.&ж———+...(. 
Ве 3 о | 


Г) | 77% 
вместо х, а слфдовательно — 


Напишемъ въ этомъ ряду 
й `]1-н*% 

вместо 7} Тогда получинь 

| 1 — 


ЗЕ „‘т—я\ 1/т—п\? о бы 
пет) +е © 


11-й З 8—7. 7%-—= 7 
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Положимъ и=1, тогда 

т—1 1/0—1\° 1/%—1\?° 
+ | = ) : (2) 

я] зЗ\ т Ат 1 

Положимъ теперь въ (1) и=и-1; тогда мы получимъ значение 


105, 28 =2 


и] 
105, я слфдовательно 105, (#-+1)—105, п 


— 2и--Т 30-1 Бир “’)° | 


546. Рядъ (2) предыдущей статьи дастъ намъ возможность найти 
0%, 2; положимъ т==2; тогда вычислен1емъ мы найдемъ, что 
105, 2=0.69314718... 


Съ помощью ряда (3) мы можемъ вычислять логариемъ одного изъ 
двухъ послёдовательныхь чиселъ, когда знаемъ логариемъ другою. 
Положивъ и==2 и пользуясь ИВ СТНЫМЬ значентемъ 105. 2, получимъ 

105е 3 —=1.09861229.. 

 ПОлОжимЪ ВЪ ряду (3) и=9; тогда 105. Бы ныя =100. 3*=2105, 3, 

а 105.3 уже извфетенъ; ле довательно найдемъ, что 
105, 10=2.30258509... 


547. Лотариемы при основанти е называются Неперовыми лога- 
риемами, по имени изобрфтателя логариемовъ, Непера (Марлег); они на- 
зываются также мипуральными логариемами, такъ какъ они первыми 
представляются намъ при изслфдован1и способовъ логариемическаго счета. 
Мы уже сказали, что основан!е 10 есть единственное изъ основанйй, 
‘употребляющихся въ правтическихъь приложеняхъь лотариемовъ, но 


логариемы, взятые при основанти е, часто ветр$чаются въ теоретиче- 
скихъ изельдован1яхъ. 


548. Изъ ст. 538 мы видимъ, что логариемъ какого нибудь числа 
при основан1и 10 можетъ быть найденъ чрезъ умножен1е Неперова 


1 1 
лотариема на -——— , то-есть на — а 0.43429445; 
р 10 10 230258509” 18 #8 0.79 | 


этотъ множитель называется модулемь обыкновенной системы лога- 
риемовъ. 

Основан1е е, модуль обыкновенной системы и логариемы 2, Зи 
при основанти е, веБ вычислены съ точностью до 260 десятичныхъ 
цифръ. 0бъ этомъ ем. Рхосеедтудз ор е Воу босеу ор Гопаоп. 
томъ ХХУП, стр. 88. 

Рады ст. 545 можно приспособить такъ, что они будуть давать 
обыкновенные логариемы; напримфръ, возьмемъ рядъ (3) и Умножимъ 
вс$ члены его на модуль, который означимъ буквой |; тогда найдемъ 


| | 


ь 105 (и+1)— р 108е и= АН... { 
о, 105. (ин 1)— щ 105. я=2. АВЕ 
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то-есть 


1 1 1 
10 — Г = и. ‚ЗАЕ ВОВИИЕ ЗВИИ ЕО, 
Би(И--1) —06п= 2 (211 3@и1)° 5@и-ьт} 


549. По ст. 540 мы пы\жемъ 


у й 2” 22° 2 
(е2—1)® = | В т 


7 


РЕ 
—=а”-+- члены, мые выепя степени г. (1) 
Но по теорем$ Ньютона такъ-же будетъ 
о ие ен. (0) 


Разложимъ каждый изъ членовъ е”7, е—9?...; тогда коэффи- 
центь при 2’ въ (2) будеть = 
и (1) ппу пи (и 
ВЕ ВИ 
Слфдовательно изъ (1), тёмъ-же путенъ, какъ и въ ст. 542, мы 
_УбБждаемся, что 
лу Я (и— 1) а о: 1)(и—2) (и 
|2 ‚3 
=, если 7=и, пли==0, если 7 меньше и. 
Легко видфть, что членъ правой части равенства, (1), заключаюцщий 


—3} +... будетъ 


д”т*, будетъ в Тавлиъ образомъ, руководяеь т$мъ-же началомъ 


= 


БакЪъ и раньше, мы приходимъ въ выводу 


И | 
а 5 И | 
550. Дадимъ другой способъ получить показательный рядъ. Но 


теорем Ньютона 
(1 1 ры Е А кей ыыы (ир—2) 1 Е 
Я 7 2 Г 3 7 
ИЯ (их—1)(иг—2)(п2—38). 1 


|4 4 = 


1 ] 2 
ур (#—-) ур (2—(— 
| И | р. | |5 
(=, 
и ОИЕРУЕЯ СЕК 7—— 
7 у) у) 
—1 пенки иидливиииниининининыя — Г 


| 4. 


то-есть 


Алгебра. 19 
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| а 
Положимъ х=1, тогда (1+) 
| 1 2 Т\/ 2 
ры (1 )(1—) (1) —-)(1—) 
[2 И Ь Ё " 


я, } т 
Но (1+») =} (4-7) ‚ сл5довательно 


% (#— ты (+= и я 


1--х-- Е 


$ ее Ф 


|3 
‚Е. (1—\(1— | 
2 70. 74 
ПЕ. о оф | 


И такъ какъ это справедливо, какъ-бы ни было велико 7, то бу- 
детъ справедливо и тогда, когда ю сдфлается равнымъ безконечности; 


въ этомъ случа% р обращается въ нуль, и мы получимъ 
2 Е. м. А 1 1 ] И у 
сев — ет ПОВ УИС еее 
2 |8 [4 [2 х [4 | 


то-есть —=е?. 


Такимъ образомъ мы получили разложеше с? по степенямъ 2; чтобы 
найти разложенте 42°, положимъ &—е°, такъ что с==108,а тогда 
РИ - с м. с* я 
а? =е2® — 1-62 а 
2 в мо 
551. Читатель зам титъ, что въ предыдущей стать$ мы восполь- 
зовались теоремой Ньютона ЛЯ разложен1я какой нибудь степени отъ. 


1 
(1=.) и воли — меньше единицы, то мы ув®рены, что разложене 


дастъь ариеметически вЪрный результату: (ет. 519). Въ доказательств 
показательной теоремы, данномъ въ первой статьф этой главы, если 
и—-1 будетъ больше единицы, то’ разложене по теоремё Ньютона, 
съ чего доказательство начинается, будетъ ариеметически необъяснимо; 
сл5довательно это доказательство можетъ считаться основательнымъ 
лишь въ случа, когда « меньше 2; но при такомъ ограничен1и оно 
остается въ полной силф их можеть им$ть всякое значене. Чтобы до- 
_ ПОЛНиТЬ это доказательство, намъ остается показать, что теорема эта 
справедлива для всякаго значен1я а, и такъ какъ е больше 2, то мы 1е 
должны изифнять @ въ е, пока не освободимся отъ ограничен1я относл- 
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тельно величины @. Это ограничен!е легко устранить; дЪйствительно въ 
теорем$ 


| 2 9 3 ль 3. 
(05а) % _‚ 108 а)°х р 
2 8 
положимъ д = 49; если возьмень у достаточно малымъ, то А мо- 
жеть быть дано какъ угодно большимъ, & между тфиъ @ будетъ 
оставаться меньше 2. Тогда 105е@4=у 105,4; такимъ образомъ 
| . | 05° Д Ру 3 
Аут —=1 -+ (105,4) ух о =. | "Жы в и: 


др —1-+ (05.4) д — 


итакъ, ставя 2 вмфето ху, найденъ 


А)*2 105,4) 23 
42 =— ры т 
Такимъ образомъ показательный рядъ доказанъ теперь вообще. 
652. Въ ст. 550 мы нашли, что когда и безпредёльно возрастаетъ, 


НН | 
0 (1 =>) окончательно обращается въ е7; подобнымъ-же образомъ 


мы Могли-бы доказать, что когда й безпредфльно возрастаетъ, то 


% 


ие 
(1 5”) окончательно обратится въ ег”. 


Прим$ры логариемическихъ рядовъ. 


1. Показать, что 105, (2—1) =2105е д—10°, (%—1). 
И Е. аи | 
в — | зая у 


Если’ дано 195,,3=0.47712, и —— = 0.43429, то приложить 


| 
ос, 10 
предыдущий рядъ къ вычислению 109.011. 
2. Показать, что 105, (2-21) =2105, (2-нй)—105, 4 
й" 1 1% | 
ее ай 8 (2+1) 
3. Если а, 6, с будуть три посльдовательныя числа, то 
105. с=2105, 6106; а 
7 И АННЕ ЗОНЕ ЗОНА 
ее ( 2+1 3 (Зас-1)* 5(2ас--1)° 
4. Если Х и |. будуть корни уравнения ный то пока- 
Зать, что 


№? .2 
105, (фична”) ов, ано-не— т == 
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5. Гб. И--н-е+-(-2)4=8 105, (1+2)—105, 5 


] 1 1 ] 
Ро виновен" 


4% 2—1 | 
6. [00% (вн Утик а 10°, д— арт 105, (1—1) 
ОЕ ВИО И РИ. Ре ИР Е: 
21—1(2.3 23° 3.5.2° 4Ла — | 
1-2 1—=*) и 774 108 
р Су / пе (|__ о ЕЕ 
Г. 108. |5 (1—2) = {— 12345.86” 


| 501 
8. Найти Ненеровъ логариемъ числа 490 До какой десятичной бу- 


деть вфренъ полученный результатъ? 
9. Попуская ряды для 10°, (1-5) и е”, показать, что прибли- 
| ВР / А 0" 
зительно (1+) =е(1—5-), 
2 


если и будеть большимъ числом; и найти слфдуюцщий членъ ряда, на- 
чинающагося съ выражен1я, стоящаго во второй части. 


10. Найти коэффищенть при 2” въ разложени 


анфх-н сл” 
Е... 
р”. 2 2 
05. ВК 
р, что 105, 4— Но т: трет” 
12. Показать, что ит? —и(и— 1)” Р-н в и). 2" 
п "(п-—1) ы 
+ 8 ры 
ГЛАВА Хх. 


 кодимость и расходимоеть. рядовъ. 


553. нии Ши -НИ. НИ, -—.... ВЪ КОТОромъ члены состав- 
_Лаются одинъ изъ другого по н$которому опред$ленному закону, при- 
чемъ число членовъ неограниченно велико, называется безконечным 
рядомь 1 или безконечною строкою. 
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554. Безконечный рядъ называется сходящимся, когда сумиа я 
его членовъ не можеть по численной величин превзойти нфкотораго 
_ковечнаго количества, какъ-бы ни было велико 2. 


555. Безконечный рядъ называется растодящимся, котда, сумма я 
первыхъ его членовъ можетъ быть сдфлана численно больше всякой 
данной величины, если взять ® достаточно большимъ. 


556. Положимъ, что прибавляя все больше и больше членовъ къ 
безконечному ряду, мы постепенно приближаемея къ извфетной вели- 
чинЪ, такъ что сумма достаточно большого числа членовъ будетъ отли-. 
чаться отъ этой величины меньше, чфмъ на всякое данное число; — 
такая величина называется суммою безконечною ряда. 


Напримфръ, раземотримъ безконечный рядъ 
1-н%-—н5”-.... 
и предноложимъ, что х будетъ величина положительная. 
Мы знаемъ, что 
1—2” 
1—7 
Слфдовательно, если х меньше единицы, то какъ-бы ни было ве- 


]-Нинай-н....-На = 


| 1 
лико Я, сумиа первыхъ 7 членовъ ряда будетъ меньше Е ет, 


поэтому рядъ будетъ сходяиийся. И такъ какъ, беря 7 достаточно боль- 
ШимъЪ, мы можемъ достигнуть того, что сумма ® первыхъ членовъ будетъ 


1 
отличаться отъ „___ на величину меньшую какой угодно данной вели- 


1 | 
чины, то -——— есть сумма этого безконечнато ряда. 
_ Если д=1, то рядъ становится расходящимся, потому что сумма я 
первыхъ членовъ будеть 7, а беря достаточное число членовъ, мы мо- 
кемъ сдфлать ее больше всякой конечной величины. 
Если х больше единицы, то рядъ расходящлйся, потому что сумма 


Ш 


что можетъ быть сдфлано больше вся- 


первыхь и членовъ равна, 


ме 
кой конечной величины, если взять 7 достаточно большимъ. 
557. Безконечный рядь, въ которомь всь члены импють одина- 


ковые знаки, будеть расходящимся, если каждый членъ ею будеть 
больше нюкоторало даннояо конечна числа, хотя-бы и маломо. 

_ Дйствительно, если каждый членъ будеть больше нЪкоторой вели- 
чины с, то сумма первыхъ и членовь будетъ больше с, которое мо- 
жетъ быть сдфлано больше всякой конечной величины, если взять 7 
достаточно большииъ. = | | ; 
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_558. Безконечный ряде членовь, знаки которыль поперемтнно 
положительны и отрицательны, будеть стодящимся, если каждый 
члень будеть численно меньше нию члена. 

Пусть радъ. будеть и. и-+-и.—иа-+...., мы его можемъ напи- 
сать такъ | | 
(и— и.) (ии) (ии)... 

или еще такъ и: (ии) (аи) — (ии)... 

Изъ перваго способа писать рядъ мы видимъ, что сумма веякаго 
числа членовъ будеть положительная величина, а изъ второго способ» 
видно, что сумма веякаго числа членовъ меньше #+,; отсюда заключаемъ, 
что рядъ этотъ стодяиийся. 

Необходимо показать въ этомъ случав, что сумма какого нибудь 
числа членовъ будеть положительною; потому что если мы знаемъ 
только, что эта сумиа меньше #,, то мы еще не можемъ быть ув5- 
рены, что она не будетъ отрицательнымъ количествомъ безпредфльной 
величины. | 

Относительно разсмотрннаго здзеь ряда нужно обратить внимане 
на сл5дующее важное различ1е. Если члены и, И, и.... уменьиюиотся 
безпрейдъльно, то`сумма и членовъ п сумна и-+1 члена будуть отли- 
чаться на неопредфленно малую величину, когда я взято достаточно 
большимъ. Но если члены #1, %., и.... не уменьшаются безпредъльно, 
то сумма 7 членовъ и сумма и—1 членовъ будутъ всегда отличаться 
_другъ отъ друга на нфкоторую конечную величину. Рядъ, продолжен- 
ный до безконечнато числа членовъ, согласно съ опредфлен1емъ ст. 556, 
въ первомъ случа будеть имфть сумму, но не будетъ ея имЪть ВЪ 
послЪднемъ случа$. Въ`обоихъ случаяхъ рядъ этотъ будетъ по нашему 
опредзленио сходящимся. Но нзкоторые писатели предпочитаютъ другое 
опредфлен1е сходимости, именно они считаютъ рядъ сходящиися только 
тогда, когда можно достигнуть, чтобы сумма неопредзленно большого 
числа членовъ могла отличатьея отъ н$котораго даннаго количества 
хеньше чЪиъ на всякую данную величину; согласно съ этииъ опредв- 


ленемъ рядъ будетъь сходящимея въ первомъ случаф, но не будет 
такииъ во второмъ. 


559. Безконечный рядь будеть сходящимся, если, начиная 65 
како нибудь опредъленнойо члена, отношене каждало члена къ своему 
предшествующему будеть численно меньше нюкоторой величина, 
которая сама меньше единицы. : 


вы рядъ, начинающийся съ опродлоннало члена, будетъ 
и пусть > означаетъ: ий п первыхъ изъ этихъ членовъ; тогда 
ии Ни... Ни 
и. 134 ЧИ 
—и, а | 
чи мии, "°] 
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Теперь пусть во-первыхъ вс члены будутъ положительными и 
и Что 


и 
—“ меньше Х, ‚. меньше {, : меньше Ё, ... 


1 7. 3 | 
Тогда © меньше и, 1+ -+й+.... "Ц, то-есть меньше, чём 
1-—/”. | | | 
те Слфдовательно, если К меньше единицы, то © меньше, чфиъ 


— их Такимъ образомъ сумма сколькихъ угодно членовъ, начинаю- 


щихся съ и, будетъ меньше извЪстной конечной величины, а слфдова- 
тельно рядъ, начинающийся съ %,, будетъ сходящимся. 


Во-вторыхъ, положимъ, что члены не вс5 положительны; тогда если 
в6$ они отрипательны, то численное значене сумины нЪкотораго числа 
ихъ будетъ то-же самое, какъ если-бы они были вс$ положительными; 
если-же нфкоторые члены положительны, а нзкоторые отрицательны, то 
сумма будетъ численно меньше, чёмъ если-бы вс члены были положи- 
тельными. Слфдовательно безконечный рядъ опять будетъ сходаящимся. 


Такъ какъ безконечный рядъ, начинающ!йся съ #,-—сходящИйся, 
то безконечный рядъ, начинающ!йся съ какого нибудь опред$леннаго 
члена предъ %,, будеть такъ-же сходящ1йся, потому что мы здфеь при- 
даемъ только конечное число конечныхь членовъ къ ряду, начинаю- 
щемуся съ и,. 


560. Безконечный 0я0% будет расходящимея, если начиная съ 
какою нибудь опредъленнаю члена, отнощене каждойо члена къ е10 
предыдущему будетъь больше единицы или равно единицть, а члены. 
съ будуть имльть одинаковый знакз. 

Пусть рядъ, начинающ1йся съ о А, будетъ. 

К ЕН Из —-.. 
и пусть 9 означаетъ сумму первыхъ и изъ этихъ членовъ. Тогда 
_ би ии... 
3 и, ИИ, ИИ 
ЕВ 41 | 
и м ЧИ, 
| ых ПОлОЖимЪ мн ‘$7 


—2 больше 1, — “ больше р =: “ больше 1, ... 
д и 3 


Тогда 9 будеть численно больше, чёиъ и, Инын--И, то-есть 


численно больше, чфмъ ии,. Слфдовательно Г. можетъ быть сд$лано по 
численной величин больше всякато конечнаго количества, если взять я 
достаточно большимъ, а стдовательно рядъ, начинающ1йся съ #1, 
будетъ ыы 
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Зат$мъ положимъ, что отношен1е каждаго члена къ предыдущему 
будетъ равно единиц; тогда Ф==ии,, иэто можетъ быть сдЪлано боле 
всякой конечной величины, если взять ® достаточно большимъ. 

Й если мы начнемъ съ какого нибудь опредфленнаго члена предъ 
и,, то рядъ этотъ опять будетъ расходящимся. 


561. Правила предыдущихъ статей дадутъ возможность опредзлить 
во многихЪъ случаяхъ, будетъ-ли извЪстный рядъ сходящимся или рас- 
ходящимея. Но есть одинъ случай, въ которомъ они не примюними 
и который сл$дуетъ внимательно зам$тить-—это случай, когда отно- 
шен1е каждато члена къ предыдущему меньше единицы, но постоянно 
приближается къ единицв, такъ что мы не можемъ выбрать какого ни- 
будь количества А, которое, будучи меньше единицы, оставалось-бы всегда 
меньше этого отношен1я. Въ такомъ случаф, какъ это будетъ видно 


изъ примфра въ сл5дующей стать$, рядъ можеть быть сходящимся и 
расходящимся. 


562. Разсмотримъ безконечный рядъ 
| 1 ТГ 1 1 
ен... 
ТР ее, "5Р а ОР | 
5 9-—\Р 
ЭдЪсь отношене я-аго члена къ (и—1)-му равно (——) ‚ если 
фр будетъ положительное, то это отношенте меньше единицы, но постоянно 
приближается къ единиц, по ифрЪ того какъ и возрастаетъ. Такииъ 
образомъ этотъ случай не можетъ быть отличенъ посредствомъ одного 
изъ данныхъ раньше правилъ; но впрочемъ мы докаженъ, что рядъ 
этотъ сходящйся, если р больше единицы, и расходяшуйся, если 22 равно 
единиц или меньше единицы. 
Г. Положимъ, что ф больше единицы. 
Первый членъ ряда есть 1, стдующие два члена бин меньше 


2 4 
ов слвдуюцце четыре члена вифств меньше =, слфдующе восемь чле- 


4 
8. —_ 
новъ меньше 3, и такъ далфе. Отсюда пЪлый раядъ будетъ меньше 
ыы ЗЛА 
о 4 8“ 
то-есть меньше о н-н-на-+.... 


о 
ГДЪ 2=5у. Такъ какъ р больше единицы, то 2 меньше единицы; сл5- 


довательно рядъ сходящ1йся. 


П. Положимъ, что р равно единиц. 
ий и. 1-2 
Рядъ теперь 1 -н —=—-=... 
ДЪ теперь будетъ 1 +— 5 34 де"... 
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. 
Нервый членъ 1, второй о слБдующ1е два члена вифст% больше : 


1 ы | 4 1 
или <; сл5дующ!е четыре члена вифетф больше 3 ИИ 5, И такь да- 
лЪе. Слфдовательно, беря достаточное число членовъ, мы можемъ полу- 
чить сумму больше всякаго конечнаго кратнаго отъ -; поэтому такой 


рядъ будетъ расходящимся. | 

Ш. Положииъ, что р меньше единицы или отрицательная вели- 
Чина. | 

Каждый членъ теперь больше, чЪмъ соотв$тствующ/Ай членъ во 
П случаВ; поэтому рядъ и подавно будетъ расходящимся. 


563. Дадимъ теперь общую теорему, которую можно доказать по 
способу, объясненному на прим$рахъ въ предыдущей стать$. 

Если ©(1) будеть положительнымъ для всякихъ положительныхъ 
цфлыхъ значен1й х и будетъ непрерывно уменьшаться съ возраста- 
емъ 7, а 7 будетъ нфкоторое положительное цфлое число, тогда два 
безконечные ряда 


Ф(1)-+-$(2)-+ $(3)-+-$(4)-н$(5)-+.... 
И (1) -нто(тунт?о(т“)-тзо(т“)-..... 
будутъ или 0ба сходящимися, или оба расходящимися. 


Разсмотримъ вс члены перваго ряда, заключающиеся между ©(т”) 

и ©(т"° +" т), включая послфдей и исключая первый членъ, причемъ # 
будетъ изкоторое цфлое положительное число. Число этихъ членовъ 
равно 170" 1 —1^, и ел довательно ихъ сумма больше и (т—-1)Ф(т“ +1). 

_ Такимъ образомъ весь первый рядъ, начиная съ члена ф(и^--1) бу- 


т :2 
детъ больше, чёмъ въ — разъ противъ второго ряда, начиная съ 


члена, (ттт. Такимъ образомъ, если вторая строка будетъ рас- 


ходящеюся, то такою-же бу детъ и первая. 

Притомъ, члены, выбранные изъ первато ряда, меньше, чЪмъ 
т“(т—1)о(т^). Такинъ образомъ весь первый рядъ, начиная съ члена 
Ф(“-+-1), будеть меньше, чфмъ и—1 разъ взятый второй рядъ, на- 
чиная съ 77^5(т^). Такимъ образомъ, если второй рядъ будетъ сходя- 
щимся, то такимъ-же будетъ и первый. | 

Какъ примфръ употребленя этой теоремы мы можешь взять сл$- 


1 
1Й: 7) —— _—_ будеть сходя- 
дуюциЙ: рядъ, обийй члень которо равень - Пот’ у 


щимся, если р будеть больше единицы, и расходящимся, если р 
будеть равно единииь или меньше единици. По теорем$, предложен- 
ный рядъ будетъ сходящимея или расходящимся, смотря по тому, бу- 
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1” 
та" (10°7т")р 


`щимея: но этотъ обтай членъ равенъ 


детъ-ли рядъ съ общимъ членомъ сходящимея или расходя- 


такЪ что онъ нахо- 
(ори)? | 


| | | 
дитея въ Яостоянномь отношении къ общему члену мс. ДЛЯ ОХ 


значенй 7. Слфдовательно некомый выводъ получится по ст. 562. 


564. Рядь, полученный отъ разложеня (1-х) по теорем 
Нъютона, будеть сходяшимся, если х будеть численно меньше 
единицы. 


ДЪйствительно, отношен1е (71)-го члена къ члену 7-ому равно 
и—7-+-1 
———4. Коли п будетъ число отрицательное и численно меньше еди- 


| и—7—1 
ницы, то нножитель —— —— будетъ численно больше единицы; но онъ 


будеть непрерывно приближаться къ единиц$ и наконецъ будетъ отли- 
чаться отъ единицы меньше. чфиъ на всякую данную величину, если 
взять 7 достаточно большимъ. Сл$довательно, если х будетъ численно 


. П 1 
меньше единицы, то произведен1е —— 2, при достаточно большомъ 


у, будетъ численно меньше такого количества, которое само меньше 
единицы. А потому рядъ будетъ сходящийся. (Ст. 559). 


пааывыятее 


71—71. 
Если 9 величина положительная, то множитель вх. ИЯ будетъ 


численно меньше единицы, когда 7 больше я. Если 7 величина отрица- 
тельная и численно меньше единицы, то этотъ множитель всегда 0у- 
детъ численно меньше единицы; если я—=——1, то тотъ же множитель чи- 
сленно будетъ равенъ единиц$. Такимъ образомъ въ первомъ случаз, 
когда 7 больше 7%, а въ двухъ другихъ случаяхьъ—всегда, если х чи- 


. ПИ 
сленно меньше единицы, то произведенте ое будеть по числен- 
ной величинЪ меньше такого количества, которое само численно меньше 
единицы. Слфдовательно рядъ будетъ сходящимся. (Ст. 559). 


565. Рядё, полученный чрезь разложене 109 (1-нх) по степе- 
ням Х, будеть стодящимся, если х численно меньше единицы. 


Дфйствительно, отношене (^-+ 1) -го члена къ члену ”-ому равняется 
_ = 7% | 
РТ’ Поэтону, если х будеть меньше единицы, то отношен1е это 


постоянно будетъ численно меньше нЪкоторой величины, которая сама 


численно меньше единицы. Слфдовательно рядъ будеть сходящимся. 
(Ст. 559). 
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566. Ряд», получающийся оть разложенля Я по степенямъ х, 
вседа будеть сходящимся. 
Дъфйствительно, отношен1е (-+1)-№ з члена къ члену 7-ому Здесь 
2105.4 
равно ———. Каково-бы ни было значен1е х, мы ножемъ взять 7 столь 
большимъ, что это отношен1е будетъ меньше единицы и будетъ умень- 


шаться съ возраставемъ х. Слфдовательно такой рядъ всегда будетъ 
сходящинся (ет. 559).. 


Прим$ры сходимости и расходимости рядовъ. 


ИзслЪдовать, будутъ-ли слфдующе ряды сходящимися или расхо- 
ДЯЩимисЯ. 


1 1 | ] 
ы ана) (ть 2а)(е- за) ы (24а) (+54) 
2 80552 74° 95 2-1 


„и -нще-н....-н 

2 5 10 17 1—1 
тр, те 22 т-зЗр 
а 0 Им у? 
‚ («+1 (а-- 3х (а-я -н 
12-52-37... 
1 1 1 1 


НИ ТИ 1+4“ 
3 


> м © 


т 72 


—-- 
1-28 15“ 15 
в 1, ы ВЕ Е 
°.]Р $9 Е" ыы 
9. ль | 
36 д. д; к 3 ь 
(«--В)Р (а--26Р (а 36} 
11. Положимъ, что въ ряду ни-ни, ни... каждый членъ 
меньше предыдущато; показать, ‘что этотъ рядъ, а такъ-же и рядъ 
-=9и, 2: +23. 2+... оба будуть еходящимися или рас- 
ходящимися. | 
я о 3 
12. Показать, что рядъ Ни аи Наи ‚ба кодящЕйся, 
если 7 больше 2, п расходящуйся, если я меньше 2, или равно 2. 
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ГЛАВА Х11 
Ростъ или проценты. 


567. Ростомь пили процентами называются деньги, нлатимыя 38 
пользован!е деньгами. Взятую въ ссуду или занятую сумму мы будемъ 
называть начальнымь капиталомь, & суниу, въ которую обратится 
начальный капиталъ отъ приращентя процентами чрезъ известное время, 
будемъ называть окончетельнымь капиталомъ или 1#710ю0м5. 


568. Проценты бывають двухъ родовьъ-—иростые и сложные. Вели 
проценты на капиталъ берутся по м$р$ ихъ накоплен1я, то это будутъ 
проценты яростые, но если процентныя деньги причисляются къ ка- 
питалу, такъ что проценты идутъ и съ этой сумиы, то проценты 
тогда называются сложными. 


569. Таксою процентовъ или роста называются деньги, платимыя 
за пользован1е опредёленной одной п той-же суммой денегъь въ опредз- 
ленное время. На ирактикь за такую сушиу принимаются обыкновенно 
100 рублей, а срокъ —одинъ годъ; такъ что, когда говорятъ, что деньги 
взяты по 4'!|, проценга, то это значить, что за пользован!е 100 руб- 
ЛЯМИ ВЪ ГОДЪ ‘платится 4 р. 50 к. Въ теорий, какъ мы увидимъ, Удо 
нзе разсчитывать на ‘одинъ рубль ВЪ ОДИНЪ ГОДЪ. 


570. Найти, во что обратится данный капиталь чрезъ данное 
время при простыль процентах. 


Шусь Р будетъ капиталъ, выраженный въ рубляхъ, 7 число 
лЬтЪ, за которые берутся проценты, х прибыль или рость съ каждаго 
‘рубля въ годъ и /Л/— окончательный капиталъ. 

Такъ какъ 7 есть прибыль, приносимая каждынъ рублемъ въ годЪ, 
то Рл будеть прибыль съ Р рублей въ годъ, а слёдовательно ®Р” 
будетъ прибыль съ Р рублей въ я лфть; поэтому 

_ М=Р-+ Рих. 


Изъ этого уравненя, если три изъ величинъ М, р. пи, 7 будуть 
даны, можно найти четвертую; такъ ь 


и МР ‚МР 
|+’ №’ — Ри‘ 


571. Найти, во что обртится данный капиталь въ данное 
время при сложныхь проценталь. 

Пусть В означаетъ то, во что обратится каждый рубль по истече- 
_ Ши одного года, такъ что В=1-н7; тогда РЕ будетъ представлять 
суиму, въ которую обратится капиталь Р рублей чрезъ одинъ году; 
капиталь РЕ обратится черезъ тодъ въ РАВ или въ РЁ*, и 910 


ранний) 
Е - 
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будетъ та сумма, въ которую обратится начальный капиталъ Р черезъ 
два тода при сложныхь процентахъ. Подобнымъ образомъ капиталь 
Р.Д” обратитея черезъ тодъ въ РАЗ, что представить собою суму, 
ВЪ которую обратится капиталь Р черезъ три года. Продолжая та- 
кимЪ образомъ, мы найдемъ, что капиталъь Р чрезъ и лётъ обратится 
въ РА”; слфдовательно, обозначая окончательный капиталъ буквой М, 
пПоЛучимъ 
М=Р4[". 


1 

_М _105М—1ю5Р ИМ \* 
СлЪдовательно Ри» "ов Е = >) | 

Прибыль, пр1обрётаемая въ 7 годовъ будетъ 11-—Р или Р(Д"—1). 


572. Теперь положимъ, что проценты должны выплачиваться или 
наростать чаще, чфмъ одинь разь въ годъ; напримфръ, положимъ, что 


разсчетъ процентовъ -совершается по четвертямъ года, п пусть ы будетъ 
прибыль съ рубля за четверть года. Тогда капитать Р при сложныхъ 
процентахъ вь и лфтъ обратится въ Р(1+.) ‚ Потому что очевидно 
это все равно, какъ если-бы число лЪтъ было 47, а прибыль ВЪ ГОДЪ СЪ 


у В 
рубля была-бы д: Подобнымъ образомъ, при сложныхъ процентахъ, если-бы 


Г ь 
разечетъ производился 9 разъ въ годъ по , съ рубля за каждый про- 
ы 


у 7 
межутокъ, то капиталь Р въ и лётьъ обратился бы въ Р( 1) 


При простыхъ процентахъ въ этихъ предполагаемыхъ случаяхъ 
итогъ получился бы тотъ-же, какъ если-бы уплата процентовъ совер- 
шалась за тодъ, причемъ каждый рубль приносилъ-бы прибыль 7. 


573. Формулы предыдущихь статей были получены при предиоло-. 
жен!и, что 7 число цфлое; спрашивается, будутъ-ли он в5рны, котда 


1 
п не будетъ цёлымъ числомъ? Положинъ, что и гд$ 2 иБко- 


3 


| 1 
торое цзлое число, а т дробь. При простых процентахъ, 


‘прибыль съ Р въ т лфть равняется Ру; и если заемщикъ соглавилея 
платить за нъкоторую 0р0обь года такую-же часть годового роста, 


тогда ироценты съ Р рублей за (=) -ю часть года будуть С. а сл$- 


у 
довательно вс процентныя деньги будутъ Е, то-есть Риги 
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формула для простыхъ процентовъ останется справедливою, если я и 
не будетъ цфлымъ числомъ. 


Теперь разсмотримъ случай сложныхь процентовъ. Капиталь Р въ. 


'% лётъ обращается въ РЁ”; если за дробь года проценты берутся 


на т®хъ-же усломяхъ, какъь и раньше, то проценты съ РЁ” за 
т | 


] | у 7 
(-:} часть года будуть ‚ а вся сумма будетъ РЕ”( +.) 
При этомъ предположен!и оказывается такимъ образомъ, что формула 
не остается справедливой при я не цфломъ. Чтобы сдфлать формулу 


_вфрной, должно допустить, что одинъ рубль чрезъ ( „о Часть года 
1 


т _ р 1 
обращается въ (1--7)*, ичто слёдовательно прибыль за к Часть 
| 1 


года будеть (1--^)* —1. Хотя на практик такого предположеня не 
_ДФлается, но оно часто допускается въ их чтобы формулы мотли 
быть справедливыми вообще. 


Подобнымъ образоиъ , если проценты должны насчитываться д разъ ВЪ 
ГОдЪ, ТО калиталъ Р чрезъ п лётъ обращается въ Р( -). (ст. 5 12) 


если п—п*лое число; но въ теор1и принимается, что формула эта спра- 
ведлива и тогда, когда ® не будеть цфлымъ числомъ. 


574. Капиталъ. Р о разсчет$ процентовъ 4 разъ въ годъ обра- 
щается въ Р( (1+=). (по ст. 572); если мы предноложииъ, что 4683 


предфльно возрастаетъ, то это выражене (по ст. 552) обратитея вЪ 
Ре”", которое представитъ, во что-бы обратился капиталъ, если бы про- 
центы наростали въ каждый момеятъ. 


575. Дъйствительной или наличной уънностью какого нибудь 
денежнаго обязательства, подлежащаго уплат$ въ данный срокъ, назы- 
вается занимаемая сумма, вызстБ съ процентами на нее за истекшее 
время. Въ моментъ заключен1я обязательства дъйствительной пли на- 
личной цнностью его будетъ сама занимаемая сумма безъ процентов», 


576. Учетомь или дисконтомь называется сбавка или уступка 
за уплалу денегъь раньше срока платежа. 


Изъ опредфлешя дюйствительной или наличной пфнности долго- 
вото обязательства слёдуетъ, что долгъ, подлежащий уплат$ въ буду- 
щемъ къ известному сроку, можеть быть погашенъ во всякое время 
уплатой наличной его величины въ это время. Слфдовательно Учет 
долженъ быть равенъ разности между величиною долга въ условленный 
срокъ и настоящею, т.-е. наличною его величиною. 
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571. Найти дъйствительную цънность долловою обязатель- 
ства, уплачиваемаю по истечении извъстномю времени и опредт- 
лить величину учета. | 

_ Пусть Р будеть дЪйствительная цфиность, 4/ сумма, значущаяся 
въ обязательств» (съ процентами), 0) —учеть, 7” прибыль на 1 рубль 
въ годь, я число лёть, А — величина, въ которую обращается при 
данныхъ услов1яхъ одинъ рубль въ годъ; тогда 


При простыхъ процентахъ 
| М = Р(1-н их), (ст. 570); 


М. ТМ _Р— И 


слфдовательно Рае я 
1-7 


При сложныхъ процентахъ 
| И= РА” (ст. 57Г);_ 
М . И В”—1) 
— Р=М-Р=—— —. 
578. На практик$ большею частью принято сбавлять яроценты съ 


той сумиы денегъ, которая платится до срока, не дфлая учета въ томъ 
смысл$, какъ мы его опред$лили. Такъ, при простыхъ процентахъ вместо 


нии. 


слфдовательн0 Р 


Миху | | 
1,» АОЛЖникЪ получилъ-бы при немедленной уплатв, т.-е. сейчасъ-же 


по заключен1и займа, сбавку Лии. 


Примфры процентовъ. 


1. Показать, что при простыхъ процентахъ учетъ представляетъ 
половину средняго гармоническаго между занятой суммой и процентами 
на нее. 

2. При простыхъ процентахъ прибыль съ извфетной суммы денегъ 
‘равна 180 рублямъ, а учетъ’на эту-же сумму въ то-же время и по 
той-же такс процентовъ равняется 150 рубл. Найти эту сумму. 

3. Если прибыль съ А рублей въ годъ равна учету съ Б рублей 
за то-же время, то найги таксу процентовъ. 

_ 4, Если извбетная сумма денегь удваивается въ 40 лётъ при про- 
стыхъ процентахъ, то найти величину процента. 

5. Торговець назначаеть своимъ товарамъ дв$ цфны —одну при 
продаж на наличныя деньги, и другую при прэдажз въ кредитъ на 
6 мёсяцевъ: найти, какое отношен!е должно быть нежду об$ими цънами, 
если надбавка составляетъ 5 простыхъ процентовъ. 

6. Найти, во сколько лфтъ 100 рублей обратятся въ 1050 рублей. 
при сложномъ рост5 по 5 на 100, зная, что | 

10914=1.14613, 10515=1.17609, 10516=1.20412. 
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1. Найти, чрезъ сколько лёть извзетная сумма денегъ утроится при 
сложномъ рост по 3'|, на 100, зная, что 


10510350=4.01494, 1068 =0.47719. 


8. Если нзкоторая сумма денегъ при данной величин$ сложныхъ про- 
центовъ въ 1% лЪть увеличивается въ 12 разъ, а въ 7 лЗтъ увеличивается 
ВЪ 0 разъ, то показать, что я =70514. 


ГЛАВА Х11. 
Уравнене платежей. 


579. Когда одно лицо должно другому нфеколько разныхъ сумиъ 
денегъ, уплата которыхъ должна быть произведена въ разные сроки, то 
можно предложить вопросъ: найти срокъ, въ который слздуетъ’ упла- 
тить вс долги одновременно, чтобы ни заимодавецъ, ни должникъ ни- 
чего не теряли. Это называется уравненемъ сроковъ платежей. 


580. Найти срокь платежа по двумь домамь, уплачиваемымь 

вх разное время, предполоая простые проценты. 
_ Шуе Р, и Р, будуть сумиы, уплачиваемыя соотвЪтственно чрезъ 
Н ир, годовъ; положимъ, что & больше #; пусть еще у означаетъ 
прибыль съ каждаго рубля въ тодъ и 2х число лфть, чрезъ которое 
можно уплатить оба долга одновременно. 

Услов!е справедливости разсчета, для об$ихъ сторонъ будеть обезие- 
чено, если мы предположимъ, что учетъ, слагаемый съ данной суммы, 
при уплат$ ея до срока, равняется процентнымъ деньгамъ, насчиты- 
ваемымъ на эту сумму пря уплат$ ея въ условленный срокъ. = 


Учеть съ Р, за —х ТЬТЬ будетъ т 

прибыль на Р, за х—& лтъ будеть Р,(х— 1, 
Е 

дбловательно НЫЕ вый] —=Р,(х—#). 


1--($,—ж)и 
Это приводитъ къ квадратноиу уравнению относительно 2, именно 
_Р т?—Р ии) =Р--Раз--РИНЬЫ-Р НР. =0; 
причемъ надо взять тотъ его корень, который заключается между. 
НиИЬ.. 


581. Другой способъ найти р%$шене вопроса предыдущей статьи 
заключается въ сл5дующемъ: 
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Дйствительная величина долга, Р‚,, уплачиваемаго чрезъ # лЪтъ, 


1 
]-в/’ 
дъйствительная величина Долга Р,, уплачиваемато чрезъ &, лфтъ, есть 


й 


‚ есть 


1-5 

дъйствительная величина долга Р р уплачиваемаго чрезъ % ЛЪТЪ, 
ар 

есть 
ет 


Такимъ образомъ искомое время одновременнаго плалежа х можно 
получить изъ уравнен1я | 


Р.Р, _Р.+Р, 


1-й” 1--ь 1’ 


582. Если подобный вопросъ представляется въ практик, то упо- 
требляютъ способъ, предложенный въ первомъ рёшен1и съ тфмъ исклю- 
чен1емъ, что заимодавецъ вифсто того, чтобы произвести учеть, просто 
сложить проценты съ сушмы, плалимой раньше срока; такимъ образомъ 
_мы должны будемъ найти х изъ уравнен1я 

Р(ь—ху= Р.(а— у, 
откуда . (Р/+-Рух=Р, = Р.Ь.. 

Въ этомъ случа прибыль на Р, + Р, за х лётъ равна сумм% при- 
былей съ Р,; и Р, соотвфтетвенно за время #, и $; это сдзлается оче- 
ВИДНЫМЪ, Когда мы помножимъ 00$ части обл ДНЯГО уравнентя. на 7. 
Это правило выгоднфе для заемщика, чфмъ данное въ ст. 580, потому 
что при такомъ разсчет$ ироценты на сумму, уплачиваемую въ а 
больше, чфмъ учеть. Сми. ст. 57Т. 


583. Положимъ, что н®еколько у МмЪ Р,Р., Р., ... заняты со- 
отв тетвенно на сроки въ #1, ®,, &.... ЛЪть, и требуется найти срокъ 
одновременной уплаты. 

Первый способъ рёшенйя (ст. 580) становится въ этомъ случа о очень 
сложнымъ, поэтому мы его оставииъ. 

Второй способъ (ст. 581) даеть для опредёлен1я д, т. е. времени 
_вЪ случа уравнен1я сроковъ платежей, выражение 


Е: Р, РР. Р ‚НР ‚+Р.—... 
| ——— НН. 
] и” ТНГ Ти [нат 
Означинъ сумму ——— на Е. Е —.... 90е3ъ >——, а 
умму тии а пя. 


1-5 1- 
сумму Р,+Р,+Р.-+... чрезъ ХР; тогда предыдущее выражение 
можно будетъ написать такъ 
Р УР 

| а 1-2» 
Алгебра. | 20 
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Третёй способъ (ст. 582) даетъ 
2(Р.+Р,+Ру-+...) =Р.-РЬ--РА. 
что можно писать такъ: ххР=>Р$. 


584. Вопросъ объ уравнении платежей не иметь практической 
важности и вфроятно удерживается вь книгахъ главнымъ образомь 
по причин$ кажущагося парадокса, представляемаго различными спосо- 
бами, которые повидимому одинаково вфрны, но доставляютъ различные 
результаты. Мы отсылаемъ любознательнаго читателя для лучшаго озна- 
комленя съ этимь вопровомъ къ статьф Дисконть въ Аниийской 
Энциклотеди (ЕпёПзВ Сус]орое@1а,). Однако нужно замётить, что 
если здфеь ветр5чается какое нибудь затруднене, то оно состоитъ въ 
томъ, что простые проценты представляютъ почти чистую фикц!ю: но- 
ментъ, въ который должна быть уплачена извфетная сумиа, важенъ 
не потому, что она будетъ называться капитальной сунмой или про- 
Центами, такъ какъ это для капиталиста все равно; и такимъ обра- 
зомъ, если проценты на занятыя деньги остаются за заемщикомъ, то 
для соблюден1я справедливости относительно заимодавца они должны 


быть присоединяемы къ капитальной суммф, послф чего на нихъ должны 
быть насчитываемы проценты. 


585. Если имфются въ иду сложные проценты, то рфшенте ра 
нен1й въ ст. 580 и 581 приведетъ къ такому-же результату. 


ДЪйствительно, рёшене по ст. 580 будетъ слфдующее: 
М 1 
Учеть съ Р, за -—х лфть будеть Р.(1— =), 
проценты съ Р, за 2—#, лёть будуть РВ?" —1); 
слфдовательно Р ‚( | = —=)= Р.В "—1). 
Изъ этого уравненя должно найти 2. Перенеся члены, мы увидииъ, 


что это то-же самое уравнене, какое получается по способу ст. 581; 
дЪйствительно, мы получимъ 


Ру 


Р-+Р,= — 98 2 ,Р, Вг-в, 
х Р. в Ре. Ра 
сл довательно — де = —-рь; 


это показываеть, что х будетъ таково, что дЪйствительная цфнноеть 
суммы Р,+-Р., уплачиваемой чрезъ х лётъ, равна суми% дЪйствитель- 
ныхъ цфнностей Р, и Р,, уплачиваемыхь соотвфтетвенно чрезъ #, и ®, 
ЛЕТЪ. 


586. Если  НБоКОЛЬКО раиичныхь сумиь Р,, Р‚, Р..... подлежать 
уплат$В соотвфтетвенно ное - ет 1: .. ЛЬТЪ, То время х уплаты 
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при уравнен1и сроковъ платежей, считая сложные проценты, можеть 
быть найдено.изъ уравнен1я 


Р.--Р›+Ру-... РИ И 2 
р? — Ра ть --Рь —..., 
что можно написать такъ 
>Р_ У (= Р \ 
Е> 
587. Въ ст. 580 мы сказали, что нужно взять тоть корень квад- 
ратнаго уравнен1я, который заключается между $ и #,; теперь мы до- 
кажемъ, что въ этомъ случаф между 2, и В, всегда существуетъ одинъ, 


и только одинъ корень. | 

Намъ нужно доказать, что уравнене 

Р.&—и--(ь—2т—Р.ь—)=0 

пиБетъ одинъ, и только одинъ корень, заключающйся между в и .. 

БыражетеР. (х—& )11-= (&, —2)"!-— Р.Е, —2) очевидно будеть 
положительнымь при х=®,. Если это выражене будетъ расположено 
въ вид ах’—-фж-нс, то коэффищенть & будетъ отрицательнымъ, такъ 
какъ онъ равенъ —Р’,7; слфдовательно $, должно заключаться между кор- 
нями этото иравненся (ст. 339); то-есть одинъ корень будетъ больше 
$, & другой меньше #. Но совершенно очевидно, что никакое значен!е 
д меньшее #, не можетъ обратить въ нуль это выражене, такъ что не 
можетъ быть корня уравненля меньше чёмъ &; такимъ образомъ здъсь 
долженъ существовать одинз корень между #, и $, и одинъ корень 
больше #.. 


То 
Можно замфтить, что значене №=Ф, ‚= также дБлаетъ предыду- 
щее выражен1е положительнымъ; тавъ что рр ный р. 


по ст. 339, должень быть о + 


Разные прим#ры. 


1. Найти срокъ одновременной уплаты двухъ суммъ, изъ кото- 
рыхь одна въ 400. рублей должна уплачиваться черезь 2 года, а дру- 
гая въ 2100 рублей —черезъ 3 ЛБЬТЬ оть даннаго комента, считая по 
5 60 100 (ст. 580). 


2. Найти сроъ одновременной уплаты ДвухЪ сумиъ, изъ которыхъ 
одна въ 20 рублей подлежитъ уплат$ сейчасъ, а другая въ 16 руб. 
25 коп.—черезъ 270 дней отъ настоящаго времени, считая ростъ по 


1/.: копфйки съ еотни рублей въ день. у 
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3. Уравнять сроки платежей двухъ суимъ денегъ, подлежащихъ 
уплат$ въ разное время, предполагая, что рость идетъ непрерывно въ 
каждый моментъ. 


4. По завфщан1ю оставлена известная сумма денегъ, которая 
должна быть раздфлена на так1я три части, чтобы посл$ приращеня ихъ 
сложными процентами соотвфтетвенно въ @, 6, слфтъ могли получиться 
равныя суммы. ОпредЗлить эти части. 


5. Юели а ип— цфлыя положительныя числа, то дфлая часть вы- 
ражен1я ани (а—0й будетъ нечетное, число. 


6. Если а и п—цфлыя положительныя числа, то цфлая часть 
выражен1я и (ина ” будетъ нечетнымъ числомъ, когда я четное, 


и четнымъ, когда 7 нечетное. 
ха ) 
ВЪ 
+ 


7. Показать, что остатокъ посл 7 членовъ разложен!я ба 


рядъ по восходящимъ степенямъ 2 будетъ 
(—1)”” (п--Панлх 
и о (а) | 
8. Если ф(и, 7)=и(и—1)(п—2)...(и—7-—-1), то показать, что 
фи, ”)=ф(и—2, х)-27тф(и—2, у—Пыи(и—1)ф(—2, 7—2). 


9. Если Ф(я, о А, 


то показать, что 
Ф(и, т)=Ф(и—т-1, 1)-н$(т—1, 1) о(и—т1, 2) 
—9(т— 1, 2)$(и—т-— 1, 3)... 
10. При томъ-же обозначени показать, что 


а—(я--В)о(и, 1)-+(«-н2В)о(п, 2)—(и-+38)Ф(и, 3+... 
__ С И”аьяв)(и, п)=0. 


11. Еело $ будетъ сумма и членовъ геометрической прогреес1и, пер- 

вый членъ которой а, а ние ]1-+2, гдз х очень малая вели- 
—в)х 
> ыы та, (приблизительно). 

12. Если н$которое количество изифняется непрерывно по своей 
величин отъ @ до 6 въ данное время #,, причемъ приращен1е его въ 
какой нибудь моментъ находится въ постоянномъ отношен1и къ его ве- 
ЛИЧИН$ ВЪ ЭТОТЪ номент, то показать, что его величина во всякое 


Е 
чина, то показать, что 1 1— 


7 
время $ ‚бло о о (ст, 574). 


-——> 
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ГЛАВА ХЫЬЦ. 


Срочные платеж и. 


588. Найти сумму, какая накопится отъ неуплаты ежезод- 
ныль платежей за данное число льтз, считая простые проценты 
на каждый изъ платежей съ тою времени, козда ею надлежало 
уплатить. 


Пусть 4 означаетъ ежегодный платежъ, число лфтъ, "— вели- 
чину роста или прибыли на 1 рубль въ годъ и //[— искомую сумму. 


Въ конц перваго года надлежало уплатить 4, поэтому въ конц% 
второто года проценты на первый платежъ будутъ „А: ВЪ КОНН$ ЭТоГО-Же 
года, благодаря новой неуплат$, капитальная сумма ‘обратится въ 2, 
а слфдовательно процентовъ къ концу третьяго года накопится 27; 
такимъ-же точно образомъ къ концу четвертато года росту‘ нако- 
пится 374, и такъ далфе. Слфдовательно втечен1е я лётъ накопится 
всего процентовъ 


РА А-З А-+....+(ип—1 А, т. ы 198 459), 


н кром% того остается неуплаченныхъ 7.4 годовыхъ платежей; слёдо- 
вательно вся искомая сумма будетъ 


и(п—1 
И = ва", А. 

589. Найти дъйствительную или первоначальную су мму дома, 
покииаемую ежеюдными уплатами втечене извъетнойо числа лот, 
считая простые проценты. 

Пусть Р означаетъ первоначальную величину долга; тогда капиталъь 
Р, вифст съ процентами на него за ® лётъ долженъ равняться долгу, 
образовавшентся отъ невзноса годовых платежей за то-же вреня, то-есть 


Р-+-Риг’г=иА-н Ид А; 
| ЕЯ 
слфдовалельно Р _пА-ьуии— Ту А 
| 1 их 


590. Для рёшен1я задачи въ предыдущей статьф иожно предложить 
и другой способъ, 


Если черезъ годъ уплачивается сумма А, то начальная ея величина 


была гр (ст. 577); если черезъ два года уплачивается 4, то на- 
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г 


лачиваемая черезъ три года, въ начал была 


А 
чальная величина этого долга была то»; ТОЧНО также сумна А, уп- 


А ; 
ест, и такъ  далЪе. 
Слвдовалельно первоначальная величина долга, погашаемаго такими 
годовыми платежами въ ия лфтъ, должна равняться суммЪ начальныхъ 


_ величинъ платежей въ разные годы; поэтому 


РА ] 1. ] 1 


НЕТ т ОН и. 
1-х 1% 1-5 1-х 


— 


591. Одни изъ составителей курсовъ Алгебры принимали рёшен!е, 
_ данное въ ст. 589, друте-же предпочитали рёшене ст. 590. Мы уже 
упоминали въ одномъ изъ подобныхь случаевъ (ст. 584), что рёшене 
такихъ вопросовъ при иростыхь процентахъ не можетъ быть вполн% 
удовлетворительнымъ. Въ этомъ отношен1и читатель можеть получить. 
нужныя свфдфи1я, обратившись кь Алебрь Вуда (\!004), къ Аурсу 
Ариеометики и Алмебры въ «Библютек$ полезныхъ знанй» и кь 
стать$ Дисконть въ Анычйской Энциклопедии. 


592. Формулы ст. 589 и 590 доставляютъ безконечнию величину 
для Р, если срочные платежи обращаются въ в%чные. Въ самомъ дБлъ, 
величина Р въ ст. 589 можетъ быть написана. 

А ("17 А. 

| 7 

—нх 

79. 
когда я становится безконечностью, то знаменатель этого выраженя 
обращается въ 7х, между тфмъ какъ числитель становится безконечно 
большимъ. Итакъ `Р обращается въ безконечность, и сумма ряда для Р 
ВЪ ст. 590 будетъ такъ-же безконечною. 


Этотъ выводъ есть другое указан1е на то, что величина годичныхъ 
уплать должна быть опредфляема иначе. Перейдемъ теперь къ предпо- 
ложен1ю разсчета по сложнымъ процентам. 


593. Найти сумму, какая накопится оть неуплаты ежеюд- 
ных платежей за данное число лють, считая сложные проценты. 


Пусть А будетъ ежегодный платежь, и— число лфтъ, А— вели- 


чина, въ которую обращается 1 рубль черезъ годъ, и /Л/— искомая 
сумма долга. 


Бъ конц перваго года надлежало уплатить А; въ конц® второго 
года неуплаченный первый годичный платежъь обратится въ АА; 6л$- 
довательно вся сумма, подлежащая уплат$ въ конц второго года, бу- 
деть 4.А-- А, то-есть (В--1).А; подобнымъ образомъ въ конц% третьяго 
тода вся умна, подлежащая уплалф, должна быть А(В+1)А-- А, 
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то-есть (В --В--ПА ит. д. Слдовательно вся сумма, которую над- 
лежитъ уплатить въ концф и-го года. будетъ 


РП 
(Вит Виа... В--В--1)А; & потоку МА. 
594. Найти дъйствительную или первоначальную величину 

дома, позошаемоиюо ежеюдными платежами втечеще извъетнаю 

числа мыть, считая сложные проценты. 

Пусть Р означаеть эту начальную величину долга; тогда сумма, 
въ которую обратится Р.втечен1е и лфтъ, должна быть равна суми* 
долга, накопляющатося отъ невзноеа ежегодныхь платежей за то-же 
время; то-есть 


| ”—1 
п. 
сл$довательно _1—8”" НИ" А 
А—1 у’ 


595. Мы можемъ также рфшить вопросъ предыдущей статьи, 
предполагая, что Р равно сумм$ первоначальныхъ величинъ, соотв®т- 
ствующихъ платежаиъ въ разные годы. | 


А 

Первоначальная величина суммы 4, платимой черезъ годъ, была 2 

| р А 
первоначальная величина суммы „А, платиной черезъ 2 года, была 7 


первоначальная величина суммы А, платиной черезъ 3 года, была р’ 


и такъ далфе; сл$довательно 


2-е 
р_А Аа. 4 А _Вв № Аа’) 
ВЕ р А 

а 


596. Найти дьйствительную величину займа, помииаемио 
впчными сроиными платежами. 


Въ формул ро положимъ й равнымъ безконечности, 
А А 
тогда | у т" 


597, Найти, какой капиталь нужно положить в5 банкъ, чтобы 
чрезь р лють получать данный чюдовой д0%0д5 втечене 4 льтъ. 

Первоначальная величина капитала, выплачивающагося черезъ р 
лётъ ежегодными уплатами втечен!е 9 лфтъ, найдется чрезъ вычитан!е 
первоначальной величины ежегоднаго дохода за р лтъ изъ первоначаль- 
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ной величины ежегоднаго дохода за 94-2 лфтъ; такимъ образомъ ны по- 
ЛУЧИМЪ 
1—2А— = 1-—В-Р 
Ам ———А 


1—&Р А 
|—1 й—1 в—1 


Если годовой доходъ начнется черезъ р л$тъ и зат$мъ будеть про. 
должаться всегда, то нужно положить д безконечно большимъ, и тогда 
р д. 
Рей 
потому что первоначальная величина капитала представится тогда 0ез- 
конечною строкою | 


(ВР ВР. 


‚ то-есть 


первоначальный капиталь будетъ ‚ Это можно получить и прямо, 


А. А 1 
Др ' +7 РВ" 


598. Предыдущая статья можетъ быть приложена къ вычисленю 
приплаты, которую нужно дфлать при возобновлен договора. Поло- 
жимъ, что извзетное имущество, приносящее А рублей дохода въ годъ, 
сдано въ наемъ на р--0 лётъ за извЪетную сумму денегъ, и что по 
прошеств!и д лётъ наниматель пожелаетъ удержать его за собою вновь 
на р--9 лётъ; въ такомъ случаф онъ долженъ уплатить сумму, рав- 
няющуюся ц$нности ежегоднаго дохода въ А рублей, начинающагося 
черезъ р лёть и продолжающагося втечен1е слёдующихъ 0 лЪть. эта 
сумма называется приплатой при возобновлен!и договора на 9 лзтЪ. 


599. Въ настоящей глав$ мы ограничивались до сихъ поръ елу- 
чаемъ, когда проценты насчитываются и платежи производятся одинъ 
разъ въ годъ. Теперь мы дадимъ бол$е общее. предложенте. 

Найти сумму, какая накопится оть неуплаты срочнихь пла- 
тежей за п лють при сложныхь процентахь, предполойая, что 
проценты насчитываются 4 0435 в5 1045, а платежи должниы-би 
были ыы Ш 17435 6% 100%. 


Пусть - - будетъ роетъ одного рубля въ ( =) ‚ Часть года; тогда по 

у \59 | 

ет. 513 один рубль въ з лёть обратится въ { НЫ ‚ ГДФ $ можеть 
| 1 \-ю 

быть мн числомъ или нЪтъ; такимъ образомъ за (1) часть года 


| 77 
одинъ рубль обратится въ ( 5 что мы обозначимъ буквой о. 


Пусть а@ будетъ величина уплаты, которая должна производитьея въ 
каждый срокъ; тогда капиталъ, образующуйся отъ неплатежа за и лётъ, 
представится суимою сл5дующихъ 707 членовъ 


р" рт—в+-,.,.-0-- |, тО-@СтЬ 
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74 
в 1+>) и 
а _9 
— 1 ИЛИ а теч тотаиныеым 
ы +1 


Прим%ры срочныхъ платежей. 


Въ слБдующихь прим$рахъ рее сложные } проценты, если не 
отоворено противнаго. 


1. НЪкто заняль 5762 ф. 40 к.; найти, по скольку онъ олженъ 
платить ежегодно, чтобы погасить долгъь въ 35 лётъ, считая простые 
проценты по 4 со 100. 


2. Опредфлить величину роста при услови, чтобы начальный 
капиталъ, даюшлй возможность получать известный годовой доходъ за 
извфетное число лЪтъ, при простыхъ процентахъ, равнялся половин» 


всей суммы, какая составится изъ всего дохода за то-же время. 
3. Илфн1е, приносящее 1000 рублей дохода въ тодъ, продано за _ 
25000; найти, по скольку процентовъ разсчитана была прибыль. г 
_ 4. Имущество, послф двухлётняго пользованя имъ, причемъ оно. 
давало чистаго дохода 1653 р. 76 к. въ тодъ, назначено въ продажу. 
Опредфлить его ифнность, считая доходность въ 2’/з процента. 


5. Чтобы получать извЪетный ежегодный доходъ втечен1е извЪстнаго 
числа лфтъ, нужно внести въ банкъ сумму, въ 20 разъ превышающую 
ежегодный доходъ; & чтобы получать тотъ-же доходъ вдвое большее 
время, нужно внести суиму въ 26 разъ больше суммы годового дохода. 
_Какъ великъ процентъ, платимый банкомъ? 


6. Опредвлить, считая прибыль по 3*/з на 100, какую сумму нужно 
внести въ банкъ, чтобы получать 3200 р. ежегоднаго дохода черезъ 
10 лЬтъ, если известно, что 


105 1.032=0.0136797 и 105 7.29798 =0.8632030. 


7. Предполатая, что для получен1я в$чнаго дохода нужно внести 
сумму, въ 25 разъ превышающую разм$ръ ежегоднато дохода, найти, 
какой доходъ можно получать ежегодно втечен1е 3 лётъ, внеся сумму 
ВЪ 6250 рублей. | 

_ 8. Сумма въ 1000 рублей отдана въ ссуду по 4 со 100 съ тЖмЪ, 
чтобы она выплачивалась чрезъ годовые промежутки, начиная съ 40 р, 
въ первый тодъ и увеличивая плату въ каждый слфдуюций годъ на 
30 процентовъ противъ предыдущато. Найти, чрезъ СКОЛЬКО льть бу- 
детъ выплаченъ весь долгъ, зная что 


10° 2=0.30103 и 105 8=0.47112. 
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9. Найти первоначальную величину капитала, дающаго возмож- 
ность черезъ р лфть получать всегдашни!й доходъ, такъ чтобы доходъ 
каждато года былъ въ # разъ больше чБиъ въ предыдущ!й годъ. Какое 
ограничен1е надо сд$лать для т: 

10. Найти, въ какую сумму обратится 1 рубль ерезъ 20 лАтЪ, 
при рост 5 на 100, предполагая, что проценты насчитываются непре- 
рывно ВЪ КАЖДЫЙ МОМентЪ. 

11. Если ростъ капитала совершается непрерывно, т. е. проценты 


насчитываютея каждый моментъ, а прибыль въ годъ равняется > Части 


капитала, то найти, во что обратится онъ черезъ ® лфтЪ? 

12. НЪкто занимаетъ извфетную сумму денегъ и платить черезъ 
каждый годъ столько-же рублей занятой суммы, сколько уплачивает 
за этоть годъ процентныхъ денегъ. Узнать, сколько онъ останется еще 
долженъ черезъ и лЪтЪ. 

13. Имущество, чистый годовой доходъ съ котораго равняется А 
рублямъ, сдано въ аренду на.20 лфтъ, причемъ услов1е возобновляется 
черезъ каждые 7 лфтъ съ приплатою къ прежней арендной плат$. Бы- 
числить, какъ велика должна быть приплата при возобновлени услов1я, 
считая по 6 процентовъ и зная, что 

108 106=2. 0253059, © 4.688885 =0.6710233, 
[05 3. 118049 — 0.4938820. 


14. Н®кто изъ капитала а рублей, на который онъ получаеть 7 
процентовъ въ тодъ, издерживаеть ежегодно 6 рублей, чтб больше 
получаемаго имъ дохода. Найти, черезъ сколько лфтъ онъ раззорится: 
Примф$ръ. Если а«=1000 р. х=5, 6 =90, то показать, что онъ 
раззорится къ концу 17-го года, зная, что 
105 2=0.3010300, 105 3=0.4771213, 10° 1=0.8450980. 


ГЛАВА Ху, 
_ Непрерывныя дроби. 


б 
600. Всякое выражение, ре видъ а-—=, = Называется 
Е 
непрерывною дробью. ени пр. 


Мы ограничимся лишь непрерывными дробями вида а-+- ‚ ГДЗ 


1 
| 6—— 
а, 6, с,.. цфлыя положительныя числа. с——и пр. 
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Для краткости эта’ непрерывная дробь пишется иногда въ вид% 
1 1 

ГО и 

+ ниш}. 


Котда число членовъ а, 69, с,... конечное, то и непрерывная дробь 
называется конечною; въ этомъ ‘случай ее можно выразить ОмЕновни» 
_ною дробью, совершивъ надъ нею указанныя дЪйствя. 


601. ыы данную простую дробъ в непрерывную. 


Пусть — > будеть данная дробь; раздзлимъ на. самомъ ДЪлЬ 7 на и, 


И. р. 1 
и пусть @ будетъь частное ир остатокъ, тогда НО 
р 


Теперь будемъ дфлить 7 на р, и пусть 6 будетъ частное и 4 остатокъ; 


| | | ] 
тогда, ра, Подобно этому получимъ 1 ое 
Р р р Ч Ч Ч 


о онеаный 
——ыь 


а _ [1 , 


| т 
ит. д. Такимъ образомъь — =@—н—— 
: М 1 


ИЕ ЗЕНННН 
С И ПО. 


Если 70 меньше и, то первое частное & равняется нулю. 

Итакъ, мы видимъ, что для обращен!я данной простой дроби въ 
непрерывную, мы должны поступать такъ-же, какъ если-бы искали 
общий наибольший дфлитель для числителя и знаменателя этой дроби; и 
должны наконецъ прАйти къ тому, что остатокъ будетъ. равняться нулю, 
ч$мъ и закончится дЪйстве. Слфдовательно всякая простая дробь мо- 
жетъ быть обращена въ конечную непрерывную. 


602. Дроби, составленныя такъ, что для нихъ взято одно, два, 


| . 1 
три,... частныхь изъ непрерывной дроби а+-——_ _ Называются п0д- 


в... 
ходящими или приближающимися дробяни. Такъ, первая подходящая 


дробь будетъ а, вторая составитея изъ а+-, и слфдовательно будетъ 


1 
‚ третья подходящая дробь составится изъ а-——, то-есть изъ 
в-— 
6 


ао. 
(, 


р афе-на-нс 
а —— и стьдовательно чи рь 


и такъ далфе. - 
66-1 ] ь | 
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603. Поджодяийя дроби, взятыя по порядку, будуть попере- 
мънно то меньше, то больше непрерывной дроби. 


Первая подходящая дробь @ слишкомъ мала, потому что опущена 


ы 1 
часть ‚_—— ; вторая дробь а-н- т слишкомь велика, потому что 


|| 
селишкоиъ маль знаменатель 6; дробь а--—— слишкомъ мала, такъ 


-В-— 
С 
| 
какъ знаменатель б-- — слишкомь великъ; и тавъ далье. 


604. Найти законъ образованля посльъдовательныхь подх0дЯ- 
щихь дробей. 


| в @б- 
Первыя три подходяия дроби, какъ мы видфли, будуть —, ——, 


17 Ё 
афс- а-с 


УЗРНЕ ‚ числитель третьей дроби есть с(а6-н1)-на, то-есть онъ 


можеть быть составленъ посредствомь умножен1я числителя второй 
дроби на третье ‘частное и прибавлен1я числителя первой дроби. эна- 
менатель третьей подходящей дроби можеть быть составленъ подобнымъ- 
же образомъ посредствомъ умножен!я знаменателя второй дроби на третье 
частное и приложен!я къ произведен!ю знаменателя первой дроби. До- 
кажемъ теперь ме помощи ие что этотъ законъ справедливъ 
вообще. 


Пусть р р, " будутъ три послБдовательныя подходящая дроби и 


пусть 1, 9, т будуть ИАН частныя; положимъ, что 
7! 7 


р’ ‘=т’р’-нр, 9' "=" 9’-Н9. 
Пусть ’” будеть сл$дующее частное; тогда слёдующая подходя- 
щая дробь будетъ отличаться отъ —„ только тёмъ, что въ нее вой- 
деть новое частное #"””, такъ что выфсто 2” намъ нужно будеть пи- 


п 
сать тт; такимъ образомъ слфдующая подходящая дробь будет 


1 | | 
#7 / 
то) юн м 
( ти Г т’’(т"рчьру-нр" тр" 
1 Е т"(т"'а—а)-н9а’ та" 
(1) 
7 
СлФдовательно, если мы Подоуит, что 
р’ =т "р". +" т "= т" "-Нд' 
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#7 ВРУ 
то слфдующая за от подходящая дробь будетъ т т, Такимъ образомъ 
ИТГ 


р 
подходящая кробь АОИ быть составлена по тому-же закону, ка- 


0” 
кой предполаталея справедливымъ для составлен1я т ”; Но справедли- 


вость этого закона была доказана для третьей подходящей дроби, по- 
этому онъ справедливъ для каждой сл5дующей подходящей дроби. 


Итакъ мы доказали, что послфдовалельныя подходящ!я дроби мо- 
зуть быть составляемы по извфстному закону; хотя мы еще не дока- 
зали, что каждая изъ составленныхь такимъ образомъ подходящихъ 
дробей выразится въ прост5йшемъ ея вид; но это будеть доказано 
ВЪ ст, 606. 


605. Разность между двумя какими нибудь посльдовател- 
ными подходящими дробями равняется дроби, числитель которой 
единица, а знаменатель —произведеще знаменателей этиль подхо- 
ящик `дробей. 

Это очевидно съ первато взгляда на первую и вторую ПодходяЩя 

аф-—1 а 1 
дроби, потому что с 
Положимъ, что этотъ законъ справедливъ для какихъ нибудь двухъ 
в 


послфдовательныхъь подходящихъ дробей И т то-есть предположимъ, 


что 24—24’ =-Е1, такъ что 


} 
[ 
РА; 
4 4 44 
тогда ИЖ — а" =(т’р’-р)а’—т’(т"а'а)=р4'—9ю'=+1, 
| р” р’ 1 
ТакЪ что | т 19а” 


такимъ образомъ законъ остается справедливымъ и для елфдующей под- 
ходяшей дроби. Олфдовательно онъ справедливъ вообще. 


606. Весь подходяиия дроби выражаются въ простьйшемь вид. 
р 
Д\йствительно, есхи-бы числитель и знаменатель дроби Е. ими 0б- 


щаго дфлителя, то 2'9—909’, т. е. единица должна была-бы длиться 

на него, что невозможно. 
607. Бсякая подходящая дробь ближе къ непрерывной, чмо 

предыдущая подходящая дробь. 

_ Мы докаженъ это, показавъ, что каждая подходящая бе Д%Й- 

ствительно ближе къ непрерывной, ч$мъ предыдущая подходящая. 
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у’ РР 
Пусть Е. г ^ ‚ будуть посл довательныя дроби, подходящя къ непуе- 
7? 77 _И 1 


4’ 

р _тр-р 2 
рывной дроби 2; тогда т ет : Но х отличается отъ т ТОЛЬКО 
т%мъ, что въ ней виёсто т’ берется полное частное т’ м 

_т"-нипроч. 
представляющее н$которую величину большун единицы, обозначииъ его 
чрезъ |; тогда 

__ ир- р. 
и’ 9’ 
— -- 
Бе: Роке ‚деж: (ра'—'4) + | 
Ч а 99 4 4(49'—9) 9(29’'—9) 
РИ р ды. р _ 29—29 _ -Е1 
“ 59-9 9 99-9 904-9) 
Но 1 меньше, чёмъ в, а 0’ больше чфмъ 9; слфдовательно по 
| 


обфимъ этимъ причинамъ разноеть между х и меньше разности 


между хи ь ‚ & потому > ближе къ х, ч%мъ о. 


608. Опредълить предл ве, которую мы дълаемь, при- 
нимая какую нибудь изъ подходящиль `дробей фавной непрерывной. 


По предыдущей стать$ разность между д; и равна 


ВЕБЕ ИВ 
4(0.9’—4) 
1 1. 1 
или ———; посл дняя дробь меньше. —; и больше ——— ‚ Такъ 
‚, @ а — 4(9 +9) 
Ч бит 


| В т ай 
какъ 4 больше 9, то а Тогог1 ошибка будетъ меньше р и больше 


1. | 
24"? Эти предзлы проще, ч$мъ данные сперва, хотя они и не такъ тзены. 


609. Такимъ образомъ, чтобы допускаемая ошибка могла быть меньше 
нЪкоторой данной величины 7» Намь остается только составлять по- 
мых подходяш1я дроби до тзхъ порь, пока не получимъ 
такую дробь > . что 0? будетъ меньше К. 

610. Всякая подходящая дробь ближе къ непрерывной, чьм 


какая нибудь друзая дробь съ знаменателемь меньшимь, чъмъ зна- 
менатем › подходящей дроби. | 
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/ 


Пусть г. будетъ подходящая дробь, и Е какая нибудь дробь, у ко- 


торой знаменатель. меньше 4’. Пусть х будетъь ненрерывная дробь и. 


т подходящая, непосредственно предшествующая: дроби та Тогда Р, 


2%, о’. ОУдУтЬ расположены или въ восходящемъ, или въ нисходящемъ 


порядк$ ихъ величинъ (ст. 603). Но < №6 можеть заключаться между 
р. р у Е 
р. И р потому что тогда разность между _ и я была-бы меньше раз- 


| | | 
ности между Ёп то-есть меньше—,, а сл5довательно разность меж- 
4 4 94 | 


4 


! 


$ 
ДУ 73 И 97 была-бы ны то-есть пфлое число должно-бы быть _ 


меньше правильной дроби, что невозможно. Такимъ образомъ порядокъ_ 


! 


р. р’ 7 
посл5довательныхь величинъ можеть быть или . 5, ОР я ИЛИ —, 


$ 
р р 7 Р. 
—, &, —,. Въ первомъ случа — больше отличается отъ 2, чБМЪ ;;; ВЪ 
Ч 9 $ | | Ч 
7. | р 
посл$днемъь случаз < отличается отъ х больше чфмъ р. & слфдо- 


} 


вательно и подавно больше ч®мъ т 


7 ! 


611. Положииъ что >. г будуть дв послфдовательныя подхо- 


къ 


дяш1я дроби къ непрерывной дроби 2; тогда = будетъ больше или 
| 7 
меньше 2?, смотря по тому, будетъ-ли Е больше или меньше 2. ДЪИ- 


0 
} ' 
ь 0 ыы | 
ствительно, какъ въ ст. 607, мы имфемъ ТЕ. слфдовательно 


р 2-9 Ч (рр) 
ах р’ ар) 29-4) в 
Приведемъ дроби первой части равенства къ одному знамена- 
телю; тогда числитель будетъ ро’ (иа’-= 9)*"—9 94 (р -в)", то-есть 
62( 09 ?—99'0')-=0'9*—499'0*, то-есть (?р’а’—29)(р4' — № 94). 
Множитель 0’9’—09 необходимо положительная величина; ино- 
житель 70'—2'4 положительная или отрицательная величина, смотря 
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| 7 
р 
по тому, будетъ-ли Е больше или меньше = отсюда слБдуетъ, что 
г ож 


ы | 
— будетъ больше или меньше Ри то-есть ЕЕ, будеть больше или 


= 


! 


р. 
меньше 12, смотря по тому будетъ-ли Е. больше или меньше Ра 


Прим$ры непрерывныхь дробей. 


Обратить слёдующ1я четыре дроби въ непрерывныя: 
1380 248 3 19768 | 148 
` 1051: ° 612. ` 44126’ `° 611` 
5. Найти три дроби, подходяшля къ 3.1416. 


6. Найти рядъ дробей, подходящихь къ отношенйю 5 часовъ, 
_ 48 минутъ 41 секунды къ 24 часамъ. 


7. Еели Р:. Р2 Рз будуть три послфдовательныя: подходя я 


Ч, 42 49 
дроби, то показать, что (р.-р:)9.=(4:—9№.. 
8. Доказать, что числители какихъ нибудь двухъ посл5дователь-_ 
ныхъ подходящихъ дробей не имбють никакого общато дЪлителя больше 
единицы, точно также, какъ и знаменатели. 


9. Еели |: —*, РЁ, Рз .. будуть посл довательныя дроби, подхо- 


Ч! 4’ дз’ 

дяшя къ нЪкоторой непрерывной дроби’ большей единицы, то показать, 
ЧТО Риби Ри—19и— (—1)”. 

10. Показать, что разность между первою и я-ою подходящими дро- 
бями численно равна 
1 1 1 РИ 

—=—_—_.... 
4:4» 4293 9394 бе 


11. Показать, что (1 )(1— вые а т 1)(1— —=) 

Р» | Ри 4-1 | 

12. Если ти будеть и-0е частное въ непрерывной дроби большей еди- — 

ницы, то показать, что 2.2 — 9 =(—1)" 1 

13. Если ы И, к 2. будуть послБдовательныя подходяшия 
по Чи Ч» во 


‚ то показать, что 
ЖК тым 


-н— 
| о 


ПРИМЪРЫ КЪ ГЛАВЪ ХЫ\. Зо] 


Ра-= бб, —-- рые Ю› 9% — „ди ЕВ ,— 2) Й слъдовательно 
\7__ 1. 
Риби 9, ={—1 )^ 2:В2- ++ Ви» 


14. Нели г® означаетъ 7-ю подходящую дробь къ дроби 5 и А, 


й 


и 
означаетъ 7 ый остатокъ, получающися при обращен дроби — въ непре- 


рывную, то показать, что 
РЕВ, -Н0,—В,, 9=9,В, на, —В,. 


Р В 
15. Показать, что разность — и 2% равна —— 


9 @; 94». 
16. Доказать, что при обралщен!я дроби, выраженной въ прост й- 
шемъ ея видЪ, въ непрерывную два, посл$довалельные остатка не имфютъ 
никакого общаго дфлителя больше единицы. 


ГЛАВА ХУ. 


Обрашене пррацональныхъ выражений второй степени 
въ непрерывную дробь. 


612. Иррацональное выражен1е второй степени не можетъ быть 
обращено въ хонечную непрерывную дробь, потому что если-бы это 
было возможно, тотда иррап1ональная величина равнялась-бы нфкоторой 
раплональной дроби, т.-е. была-бы соизи$риною. Но мы увидимъ, что 
какая нибудь иррашональноеть второй степени можеть быть обращена 
вЪ безконечную непрерывную дробь; дадимъ сперва частный примфръ, 
& Потомъ уже перейдень КЪ общей теор!и. Возьмемъ квадратный корень 
ИЗЪ 6. 


1 
и (6)= 2+/®— 2— 2 вы? 7-25: 
2 


И (6)-=2 __ ИФ ры 
а Июн 

| | 1 
Ибо т 
т бб ТИб 


2 
Алгебра. | | | | Г | 21 
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теперь дЪйств!е можно начинать снова. Такимъ образомъ мы получаемъ 
Ив =2-=—— 
1 
Я——- 


нео В 


—-—д——_——д_д_ 
4-и проч. 


Въ предыдущень 61060б$ выражеще, стоящее въ начал каждой строки, 
раздфляется на двЪ части: одна изъ нихъ представляетъ наибольшее 
цфлое число, какое заключается‘ въ этомъ выражении, другая-же изобра- 
жаетъ остатокъ. Такъ, наибольшее цфлое число, заключающееся въ |/6, 
есть 2, _& потому мы можемъ писать 


и (6) = И ®—2} 
затфиь наибольшее пфшое въ 66-9 а 


И (6)-=2 я И (6) —2 
аа 


7 будеть 2, ПОЭТОМУ мы можемъ 


писать 


и такъ далЪе; такимъ образомъ мы достигаемъ, что остатовъ будетъ 
имфть раш1ональный числитель и выражаться въ видф дроби съ числи- 
телемъ единицей; посл$ этого начинаенъ новую строку дЪйствай. 

На этомъ примёрЪ мы можемъ замфтить, что частныя начинають 
повторяться вновь, какъ. скоро мы дойдемъ до частнато вдвое большаго, 
чзмъ первое. Мы покажемъ сейчасъ, что это бываетъ всегда. 


.618. Пусть М будетъ н%которое цф ое число, не представляющее 
точнаго квадрата; пусть 4 будетъь наибольшее вЫ число, содержа- 


щееся въ |// №; напишемъ ИМ ВЪ в ИА) лы о ради симметрии и бу- 
демъ поступать такъ: 
И (№0 И(№— _ 9 _ м 
] о ры ГДЪ г= № Я. 
И(\-=а _ ЧИ (№)-на—ь )"' 
Е. — 
й та И(№-на )-=а’ 
| —а* 
| гд8 @ =76—@, и = " 
И (М На’ _ | СИ —7'6' + д 
ЕЕ, у у | И 7 
| К 
| тд @’ = —а и ман 


| №)- " Г! [\: о 
И ( ри. ее, нов М проч. 
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Въ предыдущихъ рядахь мы предполагаенъ, что 65, 6,6", подобно а, 
суть наибольиия цфлыя числа, содержашуяся въ ть выраженяхь, 
ИЗЪ ее ви они соотвЁтетвенно произошли; отсюда ‚слздуетъ, что Хх’, 
мо, т", .... вс положительны. Пйствительно, а* меньше М, слв- 
довательно ” положительная величина и 6 наибольшее цёлое число, 


и (2 р 


заключающееся въ ^^^, такь что $ очевидно меньше чфнъ. 


И (М№)-на | м | баты, 

а слфдовательно @ ° меньше М, и такимъ образомъ 7 будетъ 
положительная величина; и такъ далЪе. Мы обратили вниман!е на 
это обстоятельство, потому что оно является совершенно очевиднымъ 
сл5дотвтемъ изъ самого способа. Впрочемъ оно. заключается ВЪ предло- 
жен1и слдующей статьи. = | ы 


_ 614. Въ выражеюяхъ, стоящихъ въ начал строкъ предыдущей 
ст. 613, мы имфемъ слВдующ!е ряды величинъ: 
0, ма’, а’, 1 и проч. Га зчм 1 
ии, я и Про, инь: % . (9) 
И соотоблотзющии в: частныхъь деть а 
‚6, 6’, В”, и проч... . . . (3) 
Мы покажемъ в что члены въ рядахъ (1) и (2) вс цфлые и 
положительные; что касается членовъ ряда (3), то мы уже и, Что они 
цфлые и положительные. 
Пусть х, и’ о’ будутъ три последовательные члена ряда (1); ©, 
р, р’—соотвётетвующие члены въ ряду (2) и В, В’, В” — соотвёт- 
ствующ!е члены въ ряду (3). Пусть соотвфтетвующя подходящая дроби къ 
рр р’ р’ Вр. м 
И (№) будуть о’ д” такъ что о Вона ти подходяия 
дроби всЪ могутъ быть составлены обыкновеннымъ ие, такъ какъ 
вс$ члены строки (3) цфлые и положительные. 
И-ня' . 
Такъ какъ полное частное, соотвфтствующее В”, есть. С ЕТ. то 


мы имфемъ (ст. 607) 

Иа", ь 
ба РР наро" 

а ИМ 
Перемножинъ и уравняемъ затвиъ рацональныя и ирращональ- 
НЫЯ части между собою (ст. 299); тотда 
++" = МЧ, а" -нр"Ч=Р' 

следовательно же =. 4)=рр м4 


о"(ра нс 9)=а'*М№— р". 
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Но ра—1'9=-1, слфдовательно о’ и ©’ цфлыя числа. А въ. 
ст. 611 доказано, что 09'—2'9, рр’—99'М№М и 9" №МЬ—ф^ имзють оди- 
наковые знаки; слфдовательно &’и ©’ будуть цзлыя и иоложител- 
ныя числа. - 

Эти разсужден1я могутъ быть приложены Ко бсякой РНЕ 
ствующей пар величинъ въ рядахъ (1) и (2), за исключенемъ пер- 
выхъ двухъ паръ, къ которымъ это не можетъ быть приложимо по- 


| рр 
тому, что дв подходяшля дроби ; И о’ по предположению предше- 
й! 


ствуютъ подходящей дроби т. Но первыя двЪ ры величинъ рядовъ 


(1) и (2), именно О и1, их зав домо цфлыя и положительныя. 


Такимъ образомъ вс величины ВЪ рядахъ (1) и (2) суть цфлыя п 
положительныя. 


‘615. Наибольший членъ въ ряду (1) есть %. ДЪйетвительно, по впо- 
собу составлен1я этого ряда со'= /№-—°; такъ какъ бис суть по- 
ложительныя величины, то х“ меньше № а слдовалельно © ие 
больше 4. 


616. Никакой. членъ въ рядахъ (2) или (3) не можеть быть б- 
те чфмъ 2а. ДЪйствительно, по способу составленйя ряда, на” —0 В; 
и такъ какъ ни ©, ни я’ не могутъ быть больше а, то ни ©’, ни В' 
не могутъ быть больше 2а. 


617. Если о’=1, то "= а. 


1 


ДъЪйствительно, по ст. 614, и"-но" а => а потому, если ©’ =1, 
р’ 


то &’-— нфкоторая дробь. Но 2, и. болфе ры къ ИМ, 


чфнъ @, а величина @ меньше |/ №; поэтому >, и. ‚ больше а, и сл}- 
довательно "= а. 


618. Если какой вибудь членъ кром$ первато въ ряду (1) вычесть 
ИЗЪ @, то остатокъ будеть меньше, чёмъ оотВВтотвующи членъ въ. 
ряду (2). 

ДБйствительно, по статьф 614. х"-—но”а=р’; елфдовательно 


—=—/(—,— 9’), слфдовательно Яо меньше с”, а потому и #0- 
Ч у | О] 9 


давно а—”’ меньше о”. 


Это доказательство будетъ прилагаться только къ третьему или 
къ какому нибудь сл5дующему члену, потому что въ от. 614 предпо- 
_Латается, что два члена хи %, предшествуютъь %’. Вирочемъ теорема 


справедлива и для второго члена, что видно съ перваго взгляда, такъ 
какъ &—%, то-есть нуль, меньше 7. 


—- 
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619. Въ ст. 615 и 616 доказано, что величины членовъ въ рядахъ 
(1) и (2) не могутъ соотв ственно превышать @ и 92а: слждовательно 
въ обоихъ рядахъ должны одновременно ветрфчаться одинаковыя вели- 


чины, и прежде чфиъ это произойдетъ, въ каждомъ ряду не можеть 
быть больше, ч$мъ 24° членовъ. 


620. Обозначимъ первый рядъ такъ— 


(1, Ч, @з, +... Чт) ть Чт + Яя би ба» ... 
_и пусть такииъ-же образомъ обозначены ряды (2) и (3). Мы доказали, — 
что величины должны повторяться; положимъ поэтому, что члены, на- 
чиная съ 77-го до (и—1)-го включительно повторяются, такъ что 
т ту Чиа -Ята бт» +. 
=, баб; бе =бъ о; ... 
Пт Ра Утн  Тиьа-ТУто, 
Мы покажемъ, что С 
Чт 1 —Ои— 1 = и—1ь ТиЦ =Ут1. 
Мы имВемъ Ул Ут = М—@т”, "= Мб, Н0 = И 
Я, =; САФДОВАтельно Уд, =. | | 
Далее ди -НЯ=ит ть би =7,— 0—4; бЛ8дОователь- 
| и———@тр—1 
НО а, —Я@т—=(0,—,—6би-, ив а ел$довательно аа = 
| | 1 
6„_—6и—==нУлЮю или какому нибудь цфлому числу. 
Но по ст. 618, а—@аи_, меньше у, и а—@а,_. меньше 7„_,, 
такъ что @ —а„_, меньше 7„_,; слфдовательно @„_,—@и—, меньше 


их б—1 @®—1 
и; & ПОТОМУ ———___——— меньше единицы. 
| 1—1 | 
стл и Чт 
Сравнивая этотъ выводъ съ прежнимъ, мы видимъ, что Не 
| | т—1 


должно равняться нулю, & потому а, =@т—1 И би =. 
Слфдовательно, зная, что повторится 7и-й членъ, мы заключаемъ, 
что повторится тавъ-жеи (*—1)-й членъ. Это доказательство справед- 
Ливо, пока 7 остается меньше 3, потому что оно зависить отъ т6ео- 
ремы, данной въ ст, 618. Сл5довательно, члены повторяются, начиная 


И(М)-а 


621. Послфднее частное всегда будетъ 24. 


еъ полнаго частнаго 


И М-на, 


Дфйствительно, пусть послёднее полное частное будетъ ЖА 
| | | (2 
И (М№)-а 
> 


ина= и, 7”= Ма, но = Ма, а Потому ’„=1; слфдова- 
тельно по ст. 617, а„=а, & потому р,—= 24. 


‚ слБдовательно 


тогда слёдующее частное равняется 
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622. Всякая перодическая непрерывная 0робъ равна одному изь 
корней квадратноло уравненля с5 рашональными коэффищентами. 


ПН 6==а-+- 1 и к 2 ГД 
ыы ме р-+-.... Ан НУ д 
1 1 1 
у=-- к, 


3ф.... ИН 0 У 


такъь что @, 6, .... й, Е будуть не повторяющляся частныя, а у, $, 
... 4, 0 ПОСТОЯННО Повторяю. 


/ 


Пусть Е будетъ подходящая дробь, составленная изъ частныхъ а, 


6, ... До К включительно; и пусть о бдеть подходящая дробь, не- 
| ыы 


посредственно предшествующая Р. тогда по ст. 607 


рр о | | 
о 5 ® ® » оо о ® (1). 
ЧУ9 
Петь оу будетъ подходящая `дробъ, составленная изъ Частныхь 
| Р 
г, $, .... ДО ® включительно; и пусть о будетъ подходящая дробь, 
непосредственно предшествующая ГО тогда 
_ Ру-Р { 
оо в # (2). 
Чу ны 


Изъ (1) и (2), исключая у, мы получаемъ нфкоторое квадратное 
_ уравнен1е относительно 2 съ рац1ональными коэффишщентами. Чтобы 
получить х, мы должны р$5шить это уравнен1е; или мы можемъ взять 
положительное значен1е у, найденное изъ (2), то-есть изъ уравненя 
('`—(0—Р'’)у—Р=0, и подетавить его въ (Т). 


623. Нужно обратить внимане еще на .сл$дующую теорему относи- 
тельно непрерывныхъ дробей: ны г 
т 1 1 141. 1 . 

Тусть Е не представляетъ разложен1е пра 


вильной дроби —— и пусть соотв®тствуюций рядъ подходящихъ дробей 


и и 
будетъ | 
"чу ч ПР ЫИЬ Е-НЕ 

д д"? () 


2 
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| 0" 
тогда’ разложене о будетъ | 
11 1 11 
т" тн тен 6’ 
то-есть будуть встрёчаться т5-же самыя частныя, НО ВЪ обратнокь 
порядкБ. 


| ь 3 
Дъйетвительно, @=71"9”-Н9’, а потому - г). 
не 

! | Ч 
И п 
9'=т’9'9, а потому —„= } 
| | ЖЖ -=-—- 


и такъ далфе. Слёдовательно | 
х 2 т 11 Ш 


О т’ т т- "бен 2 


624. Предыдущая теорема послужить добавленемъ КЪ ‚ выводаиз, ко- 
торые мы сдфлаемъ ВЪ настоящей главъ. 


Пусть с >, будуть двЪ ны подходя я хроби КЪ 


7 


ИМ, причемъ р. есть послдняя изъ дходяЩих, составленная передъ 


ТЪмЪ, какъ частныя начнуть повторяться. Слфдовательно по ст. 614 
и 621, 7’ —=@0’-Н д. | 


7 ; | 7 


| — (4 |  __ 
Но разложене дроби В, то-есть т а, при обозначении с0- 


гласно со ст. 620, будеть 
т 1 11 
ры би Бе В, Е р —- р,’ 
—а 
И сд ДНия подходящая будетъ м Но мы т ойчаСЬ вид, что 
4==р’—@9'. Слёдовательно. по ст. 623 
о ба в ыы х”. 
_ 625. Существуетъ такъ-же повторяемость одинаковыхъ членовъ въ 
обратномъ порядк$ въ рядахъ второмъ и третьемъ ст. 614 и 620, по- 
добно той, которая сейчасъ доказана для нра ряда. 
Мы имфемъ` вообще 
Ит—7т= М — Чи, (1), и -Нат=т-—:От—1 (2). 
Подетавимъ въ (1) послфдовательно вм$сто 7% величины 2 и п; тогда 
г”. =М— а, "„—1".= № — в, "; 
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мы знаемъ, что а.=а„, потому что каждое изъ нихъ равно @, и что 
7, =„, ПОТОМУ что каждое изъ нихъ==1; поэтому ==. 

Подетавимъ проодовиожьно во (2) ви ето % величины 5 и я: 
тогда 

-Н@з=7.б., баб 

мы знаеуъ, что @,==„, 910 7-7, И 910 Ь, —6» а Этому 
Яз— 1. | 

Подетавимъ еще въ (1) послфдовательно вмфсто 72 величины : 
—1:; тогда мы найдемъ, что 7.=/„_›. Подетавимъ во (2) посл$дова- 
тельно вм$сто 2 величины 4 и 7—1; тогда найдемъ, что @.==0,_,, 
И такъ далфе. 


626. СлФдующая теорема, относящаяся къ непрерывнымъ дробямъ, 
сообщена автору этой книги г. Рикардомъ (Влекага) изъ Вирнингама. 
Эта теорема доставляетъ подходящая дроби къ квадратному корню изъ 
числа, съ приближенемъ высокаго порядка, сравнительно очень легко. 

Пусть № будетъ нфкоторое положительное число, не представляю- 
щее точнаго квадрата, и предположимъ, что составлены къ |/ М под- 
_ ходящля дроби обыкновеннымъ способомъ; пусть с будетъ чиело повто- 
ряющихея частныхъ въ полномъ пер!одЪ, или какое нибудь Ерал- 
ное этого числа; пусть Ре будетъ по порядку с-я подходящая, & 

Че | 
21 (96)-я подходящая дробь; тогда будемъ имЪть 
#С 
Ра а (е. + не) 
| 92 : " Че. 77. 

Пусть @ будетъ наибольшее плое число, заключающееся въ |/ М, 
и пусть частныя, полученныя отъ обращеня |/ № въ непрерывную 
дробь по обыкновенному способу, будутъ означены буквами 

6; В, бу бы, р бов 5 

Тогда по ст. 620 и 621 мы имфемъ. | 


=», бз= бу ба=б,ьа _ _ (1); 
& также р. —=@, 6.4 ,=29. (2). 
Пусть [и 23-1 будуть подходящ/я дроби, изъ которыхъ одна’ 
в—1 ОЕ 
непосредственно предшествуеть, а другая непосредственно слъдуеть 38 
До °. тотда, 2 Вен: И} ое К 6—1 
Г. Че би = Че—1 


Ре! 


е--{ | 
6; , мы должны-бы были взять соотв®тственное полное частное, 


равное а-+|/ М (ст. 621). 


_ во И № отличается отъ —^** только тфиъ, что вифето частнаго 
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Слдователью ИМ-ССНИ МР 


| (а-5/ М } Че "Чи 
Перемножимъ и уравняемъь между собою ралональныя и иррац1о- 
нальныя части; тогда — 


арен, =,Мд ад, Ци =е. | (3). 


Ре 7 | | 
ДалБе, —- отличается отъ е--1 только тЬмъ, что вм$сто частнаго 
(с ‘Чена | 

6, Мы въ первомъ случаЪ должны взять непрерывную дробь 


р. ++ __ роза эта непрерывная дробь по (1) п (2) равна 
о т | 
] 1 Де 
ао, -+-——.... , то-есть равна @+=—^. 
65+ 6 Че 
Слфдовательно 
Р.` Ре’ р 
(арен, арен, += Ман 
В, _\ 4 рана сны ФА 
(7 ,\ _ @а90.--9..-—ь и | 
эс (ана Е Сы 7 
_ 9% | 
ое № 
на основанйи (3) или (20+). 
| 4 Фе 
Мы можемъ дать любопытное геометрическое пояснен1е этой теоремы. 
Если М означаетъь площадь прямоугольника и г примемъ за одну изъ 
| ‚ 48 
М, 1 Ре | г 
его сторонъ, то другая будеть ——^. Тогда —^ равняется, полусуии 


(й 26 
сторонъ этого прямоугольника. Пусть А и К означаютъ стороны прямо- 
‘угольника; тогда, если чрезъ 17+ #)означимъ сторону другого прямоуголь- 


ника съ такою-же площадью, то другая его сторона бдеть раз- 
(%—^К)” 
2(1-- Е) 
отыскивая |/ М, мы въ сущности желаемъ найти сторону квадрата, 
площадь котораго равняется №; и настоящая теорема доставляетъ, 
какъ это можно понимать, рядъ прямоугольниковъ такого рода, что сторона 
каждаго изъ нихъ равняется полусуми$ сторонъ предыдущаго прямо- 
угольника; такъ что каждый прямоугольникъ будетъ болфе прибли- 
жатьея къ равностороннику или квадрату, ч$мъ предыдупли прямо- 
угольникъ, причемъ эти прямоугольники стремятся составить собою квад- 
рать. Это теометрическое толкован1е внушено намъ статьею Генри 
Врука— Теорема о прямоуюльникю. 

Положимъ наприм$ръ, что №М=а’-+1; тогда частныя будуть @, 


_ ность этихъ двухь сторонъ будетъ ‚ что менше #—Ё. Но 
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2а, 2а, 2а, ... то-есть перлодъ частныхъ состоитъ изъ одного только 
частнаго 24. Поэтому въ настоящемъ случа с можеть быть всякимъ 
произвольнымъ . числомъ. 


Положимъ еще, что №=а*—1; тогда частныя будуть а—1, | 
2(а—1), 1, 2(а—1) ...., такъ что перодъ повторяющихся чаСтНыхЪ 
состоитъ и ЗЪ ДВУХЪ чисель Ти 2(4—1). Такимъ образомъ въ предыду- 
щей теорем® с можетъ быть всякимъ четнымъ цфлымъ числомъ. Но въ 
этомъ случа$ теорема будетъ также справедливою, если с будетъ ка- 
кое нибудь нечетное цфлов число, какъ мы теперь докажемъ. 


Положимъ, что с будетъь какое нибудь нечетное ц%лое число. Такьъ 
какъ (с-+1)-е частное равно единиц, то мы имфемъ 


| РВе-- 1 —Р‹ НР.— 1) Че-+- 4 — Че Г Че— 1° (4) 


И тфниъ-же способоиъ, какимъ мы доказали уравнен1я (3), дока- 
жемъ, что 


(Пр. МЧ, 1, (@— ак = Ре: (5) 
Но Ро отличается оть 2-1 только тЪиъ, что вмЪето чаетнаго еди- 
` С | с 1 ] 
Н Ы Е — м. 
ица мы должны ДЛЯ перваго взять непрерывную хробь 1 -(@— и 
1 а Чен! 
& эта непрерывная дробь равна — ‚ то-есть равна 
Ре +-1 1 — (а - 1) С 
| | | } в { | 
но второму изъ уравненй (5). 
Такимъ образомъ 
4 о 
ре Ре Е Ро Речи Ра 
—“=.— и - по (4). 


РТ Че: РТ Че—1 24. -4-1—=9 


Изъ уравненй (5), такъ. какъ №М=а“—1, можно вывести, что 
фр _@—Пр-- МЧ, Ч __ (@— 0—2 ь 
ео '^ 2. 


Подставивъ эти значен1я въ послёднее выражене для ки мы По- 
С 
| ПОАИЫ 


ЛУучимъ 
7 Ч ос 22. 
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Прим$ры обралцен1я въ непрерывныя дроби ирра- 
щональныхъь величинъ второй степени. 


_ Выразить елБдующля четырнадцать ирращональностей въ вид не- 
прерывныхъ дробей и найти для каждой изъ нихъ первыя четыре под- 
ходяня дроби: 

1, ИЗ. 2. ИЮ. 3. т 4. И1Т. 

5. И (19). 6. / (26). 7. ИТ. 8. И (46). 

9. И (53). 10. И(101. Ш. Иа 1. 12. И (@*—1. 

13. И (ана). 14. И (ана). : | 

15. Найти восьмую приближенную дробь къ |/ (13). 

`16. Найти восьмую приближенную дробь къ |//(31). 


17. Показать, что девятая подходящая къ |/ (33) дробь будет вЪрна 
по крайней ифр$ до 6 десятичныхь цифръ. 


1] 
18. Найти предзлы погр$шности, если = 7 взять выёсто |/ 23. 


отличается отъ |/ 23 на величину неньшую | 


19. п что. у т 


ЧЬМЪ 7-52 И Обльшую, чВмъ 


ни сока 


1 
20. Найти предфлы ошибки, если принята за |/23. 


15 
т 
21. Найти предзлы ООкИ, когда за ИЗЕ принята восьная подхо- 
дящая дробь. | 
о „№ /(->-) 


22. Показать, что ее „ =И (5). 


23. Показать, что 
1111. \1 ТТ. 1 \ а 
(а зар она г" ЛБранчан"” В 
24. Показать, что 
111 Л 
и" -+-44-+ а-+4а-+” „„-З/@--а у 
показать также, что вторая подходящая дробь отличается отъ истин- 
ной величины на величину меньшую 1 :а(49°1); и затёиъ, поло- 


99 т 
ЖивЪ @=7, показать, что -о Отличается оть И2 на величину мевь- 


шую чёыЪ -——— ЕТ 
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ожаейть, что третья подходящая къ |/(ана-1) дробь 
есть — $ (20-1). 


# 


: ИЗ. 13 
26. Найти подходящая дроби къ 2 показать, что г превы- 
1 
шаетъ истинную величину меньше чЪмъ на 2910: 
: г“ - 
21. Найти 6-ю подходящую дробь къ и (5 ). 


28; Найти 6-ю подходящую дробь къ положительному корню урав: 
неня 2.—87—6=0. 


29. Найти 6-ю подходящую дробь къ каждому изъ корней урав- 
нен1я 2—5 х3=0. 


30. Найти 7-ю подходящую дробь къ ини изъ корней урав: 
зен1я 01—Ти4А=0. 
1 
31. Найти пятую подходящую дробь къ —-—. 
32. Найт значен1е дроби ыы #8 
ать 


33. Найти значен1е дроби —— еб 
1 


ь ь. | 
34. Найти значен!е дроби 1-- их, 


1 
35. Найти значенте дроби — оо 


ГЛАВА ХЕХ. 
Неопредвленныя уравнешя первой степени. 


621. Когда дано одно только Уравнен1е, заключающее болфе одной 
перем$нной величины, То такое уравнен1е допускаетъ вообще безконеч- 
ное число рёшенй. Наприм$ръ, въ уравненти ах-+бу==с мы можемъ 
приписывать 2 кав]я угодно значен!я и повимъ опредзлять соотвЪт- 

ствующя значен1я у. 
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Подобнымъ образонъ, если мы имфемъ нфоколько уравнен!й, въ ко- 
торыхъ заключается неизв стныхъ больше чЪиъ число уравневй, то 
мы будемъ имфть безконечное множество системъ рёшешй. Такого рода 
уравнен1я называются неопредленными. 


| 628. Однако въ нзкоторыхъ случаяхъ свойства вопроса могутъ быть 
таковы, что намъ нужно знать только ‘такля рёшен1я, въ которыхъ 
перем$нныя будуть увлыми положительными величинами. Въ такомъ 
случаЪ, какъ мы увидимъ, число рёшей можеть быть ограничено. 
Перейдемъ поэтому къ нёкоторымъ предложенямъ, относящимся къ 
р5шеню неопред$ленныхъ уравненй в иъльихь положительныхь чис- 
лахъ. Коэффищенты и постоянные члены въ этихъ уравненяхъ мы 
‚ будемъ принимать цфлыми. 
Прежде ч$иъ дать общую теорпо, мы покажемъ на прим$рё, какъ 
тавля уравнен1я рёшаются всего чаще на практикз. 
_ Требуется найти цфлыя значення х и соотв$тствующая значеня у 
въ уравненНи 57 8у=37. 
Раздфлимъ данное уравнен1е на 5, самый меньший изъ коэффи- 


. 22—34 
цтентовъ; тогда о-ну-- ЦткА. ИЛИ дНу— 1 = - у Такъ какъ 
5. 


еек Ак 


и у шо условю цфзлыя числа, то и 5 должно быть ЦЗлымМЪ 


числомъ; означимъ его буквой р, такъ что 2—3у=5р. Раздвлииъ 


2 2—9 
это на 3; тогда будетъ — и — р или ру = е. Сл$дова- 


тельно 


2—2 о. 
5 ДОЛЖНО быть цфлымъ числомъ; означимъ его буквой 4, 


такъ что 2 —2р= 394. Разд лимъ это на 2, тогда получинъ 1—р= 5 


СлЪдовательно 5 должно быть цфлыиъ числомъ; означимъ его буквой 5, 


такъ что 0(=9з. Тогда 1—р=28-8, такъ что р=1— 88. Поэтому 
2—Зу=Бр=5— 153, такъ что у=55$—1. Такимъ образомь 52= 
31—8у/=45 —40$, такъ что х==9— 85. 

_ Итакъ мы нашли, что у=53$—1 и х=9— 85; и если мы нрипи- 
шемъ 3 каков нибудь цфлое значене, то получимъ соотвЪтетвенныя 
цфлыя значен1я для хи 9; но единственныя итлыя и положителниыя 
значен1я хи у получатся тогда, когда положимъ $=1; въ этомъ слу- 
ча найдемь у=4 и х=1. | 


629. Если вь уравневяжь ах--фу=е и ах—фу=е коэффи- 
ибенты а, и Ъ имюють общияо дълителя, на который не дълится с, 
780 эти уравненя не момуть быть рюшены въ цтлыхдь чиелайт. 
_  Джйствительно, предположинъ, если возможно, что то или другое 
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изъ уравненй иизеть цлое рёшен!е; раздЪлииъ 00$ части этого урав-. 
нен1я на общаго дфлителя; тогда лЗвая часть уравнен1я будетъ цфлымъ 
числомъ, а правая дробнымь, что невозможно. 

Если ©, 6, с имВютъ общаго дЪлителя, то его можно удалить, раз- 
дЪливъ на него уравнен1е; такъ что на будущее время мы будемъ пред- 
полагать, что а и 6 не имфютъь общаго дЪлителя. 


630. Дано одно из5 уъшений уравненля ах— Бу: найти и общее 
ею ръшеще. 


Положимъ, что =, у==В есть одно изъ ‘ршенИй уравнен1я 
ах—Фу==с, такъ что ао — 8—6. Вычитая получинъ 
у—В 


а(2-— “)—6(х—В8)==0; поэтому з= о 


0 
Такъ кавкъ дробь 1, выражена въ прост5йшемъ вид, ахиу 
должны имфть цфлыя значен!я, то должно быть (какъ это будетъ до- 
казано въ глав —Теоря чисель) 
д—а=06$, у—В==а$, 
гДЖ # РЕ ц$лое число. Слфловательно 
х=а-н 0, ч=В-0. 


Итакъ, если одно рфшене извфетно, то мы можемъ, приписывая 
величик$ # различныя цфлыя значеня, получить столько рфшенй, 
<колько пожелаемъ. Мы можемъ также давать $ тая цфлыя отрица- 
тельныя значешя, чтобы 6$ и а были соотв тетвенно по численной 
величин$ меньше хи В. 


Теперь мы покажемъ, что одно изъ рёшен! всегда возможно найти. 


631. Рьшене уравнетя ах—Ъу=е въ иуълыль и положител- 
нить числаль ри можеть быт найдено. 


Обратимъ — с ВЪ непрерывную дробь и составимъ послздовательныя 
подходящля ил. пусть с будеть подходящая дробь, непосредственно 


Л 
предшествующая дроби т тогда 4—бр=—-Е1. 


Положимъ во-первыхъ, что. а4 — бр =1, поэтому вде—рс=с. 
С лфдовательно х=9с, у==урс будетъ рёшен1е уравнея ах— бу==с. 

Теперь положимъ, что а4—6р==—1; тогда а(6—9)—6(а—р)=1; 
сльдовательной (6—9) —6(а—р)е=с. Отеюдах =(6—9)с в у=({@а—р)с 
будеть ршенемъ уравненя ах—6у=с. 

Если а=1, то предыдущий способъ неприложимъ; въ этомъ случа? 
уравнен1е будетъь х—6у==с; но мы можемъ очевидно получить рёшев!е, 
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давая у какое нибудь положительное цБлое значене и находя зат мъ 7 
изъ выраженя х=е-н6у. То-же нужно сказать и о случаЪ, когда 6=1. 


632. Дано одно изь ръшенй уравнетя ах--Ъу=ое въ циюлыль 
положительныхь числахь; найти общее ‘рющенде. 


Положимъ, что 7=@ и у=В будетъ одно изъ р5шены уравнен1я 
Пр такъ что ао =с. Посредствомъ вычитан1я находимъ 


а В—1 
ил— а“) -+6(у—В)=0; слфдовательно ре 
| об а | 
Г и < | и" | 
Такъ какъ р выражено въ нростёйшемъ вид$, т. е. предетавляетъ 
несократимую дробь, : ахиу ДОджны быть цфлыми числами, то мы 
должны иифть. 
и—и=6, Ву=о о 
тв г есть нфкоторое цфлое число; слфдовательно 
д=о-+- 0%, у=В— 0$. 
_ 633. Можетъ учиться, что не будетъ ни одного подобнаго рёшеня 
уравнен1я ах--бу=с. Напримфръ, если с меньше а, то невозможно, 


чтобы с равнялось ал-—-6у при положительныхь и ЛЬ значен1яхъ 
х и у, иеключая нулевыхь значений. 


(Сл5дующимь способомъ мы можемъ найти рфшене, когда таковое 


_а 
существуетъ. Пусть т обращено въ непрерывную дробь. и ПУСТЬ ; | 


а 
будеть подходящая дробъ, непосредственно предшеотвующал 1; Тогда 
ад-—Фр = ЕТ. 
Положимъ во-первыхъ, что 94— бр==1, тогда аде-— брс==с. Сочетая 
это съ уравненемъ ах--бу==е, найдемъ, что 


а(4—2)—6(рс--ч)=0; слЖдовательно 46—х==6$, ве--у— — а, 
гд% # нЪкоторое цфлое число. Итакъ 
х=96— 6%, у=а-— ре. 
Рщен1я найдутся, когда будемъ давать #, если это возможно, поло- 


жительныя ц®лыя значеня, обльштя ЧНЪ ^— и меньштя ч5иъ т. 


Теперь ПОлОЖимМЪ, ЧТО ад—9р=—1; тогда аде—бре==—6; сочетая 
это съ уравнешемь ал+фу==с, найдемъ, что а(7-—96)—6(ре—9)=0. 
Сявдоватехьно 

д=0—0с, у=ре— 9%. 
РЬнен1я найдутся, когда будемъ давать #, если это возможно, поло- 


96 7 
жительныя цфлыя значеня, больш я а и меньшя, ЧБЫЪ 


р 
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634. Найти число иълыль положительных рюшенй уравненля 
_ ах-нру=с. 
а 
б 


С 
ходящая дробь, непосредетвеннс предшествующая дроби —; тогда, 


р 
Пусть — обращено въ непрерывную дробь и пусть Е будетъ под- 


адр— бр =-Е1. 
Положимъ, что 994—6р=1. 
Тогда по предыдущей стать 
д==06— 60 у=а— с. 


се с 
Г. Положимъ, что аи т не будуть цфлыми числами. 


. 0с ра 
Пусть _ тр +9, 
М 6 
гл тии дфлыя чиела, а { ид правильныя дроби. 
Тогда наименьшее значене для $, какое можно допустить, будетъ 


т--1, а наибольшее будетъ 7; такииъ образомъ число рёшен!й будетъ 


46 16 бор 

и—1", то-есть НР то-есть +7 — 9. А такъ какъ это долж- 
| . С 

но быть цфлымъ числомъ, то имъ можетъ быть лишь ближайшее къ — 


аб 
цфлое число,. большее чёмъ оно, или меньшее, смотря по тому, чтб 
будетъ больше, | или 0. 


П. Ноложимъ, что ‚- будетъ цЪлое число. 


Тогда /=0; такимъ образомъ, когда $=7, то значене у есть #45. 
Если мы включимь это рфшен1е, то число р5шешй будетъ равняться 


С 
наибольшему цёлому числу, заключающемуся въ тр ебли жеискаю- 


чимь это ршене, то число рёшенй будеть равняться наибольшему 


С 
цЪлому числу, содержащемуся въ р 


(° { 
т будетъ цфлое число. 
Тотда д равно нулю; такимъ образомъ, когда #=и, значение лесть 


нуль. Еели мы включим это рёшене, то число рёшенйй будетъ раз- 


_— Ш. Положимъ, что - 


| С 
няться наибольшему цфлому числу, заключающемуся въ ор - 1 в6ли- 


же исключимь это рзшен1е, то число р$5шенй будетъ равняться наи- 


2 @ 
большему цфлому числу, содержащемуся въ р 
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се с 
[У. Положимъ, что сит будутъ цфлыя числа. 


Тотда /—=0 и 9=0; тавимъ образомъ, котда {=т, значене у есть 
нуль, и когда $=и, то значене х равно нулю. Ёели мы включимь эти 


ЗЕ т С 
рёшен1я, то число вофхъ рфшен!й будетъ равно В+ 1; если - же ис- 
| аб 


ры. С 

киючимь ихъ, то число р5шеюй будетъ д" 

Такимъ образомъ число рёшенй въ КАЖДОМЪ случа вполн$ опре- 
дъленно. 


Так1е-же результаты мы получимъ при предположении аа —$9=—1. 


635. Чтобы рфшить уравнене о2-=фу-+с2=4 въ пфлыхъ положи- 
тельныхъ числахъ, мы можемъ поступать такъ: Напишемъ его въ вид% 
ах-бу=@— 62; затФиъ будемъ приписывать 2 послфдовательныя зна- 
чен1я 1, 2, 3,.. и опредзлять въ каждомъ случа% значеня х и у по 
правиламъ предыдущихъ статей. 


636. Положимъ, что мы имфемъ два совмфетныя уравнен1я: 
ал-бунсг=4, ахуе =ф; 
_ исключимъ одну изъ неизвфетныхъ, напримЪръ 2; тогда мы получимъ 
уравнен1е, содержащее дв$ друг1я перем нныя, положимъ -4х-- Бу = С. 
Теперь если А и Б не содержатъ общихъ иножителей за исключешемъ 
тфхъ, которые содержатся такъ-же и въ (С, то на основаи предыду- 
щаго мы можемъь получить и 
х=@+Б у=В— $. 

Подставивъ эти величины въ одно изъ данныхъ уравненлй, 
лучимъ тогда уравнене, содержащее $ и 2, которое мы можемъ Пед- 
ставить такъ 4'1--В’2= 0’. Изъ этого уравневя, если А’ и БТ 
содержатъ никакихъ общихъ множителей, исключая тфхъ, что содер- 
жатся равнымъ образомъ и въ С’ мы можемъ получить 

- [—0'+ ВФ, 2=8- АТ. 
Подетавимъ значен1е $ въ выражен1я, найденныя для хи У; тогда 
д=о-+ (и В)В, у=вВ—(«- ВА. 
ИЛИ д=а+ВБо’--ВВТ, у=8В—х А-АБУТ. 

Слфдовательно для каждой изъ перем$нныхъ 2, У мы получаемъ. 
выражен!е того-же самаго вида, какъ и выражен1е, полученное 
раньше для 2. | 


Примфры неопред$ленныхь уравнений. 


Решить въ пфлыхъ положительныхъь числахъ слфдуюнйя шесть 
уравнений: — о | 
1. 8х+659=81. 9. 11123 у=183. 3.195 5у9=119. 
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4. 1х 10у=297. 5. 32-+-Ту=950. -6. 13%—-19у=1170. 


Найти обшйя пфлыя р%фшен!я въ каждомъ изъ слфдующихь че- 
тырехъ уравнешй, и наименьнИя значен1я х и у, удовлетворяющ/я 
каждому: | 


7. Те ду= 99.. 8. 92—119=8. 
9. 192—бу=119. 10. 172—49у-=8=0. 


11. Найти, сколькими способами можно уплатить 500 рублей руб- 
левыми и ятирубдевыми кредитными билетами. 


12. Найти, сколькими способами можно заплатить 100 рублей руб- 
лами и двугривенниками. 


13. Найти, сколькими способами можно уплатить и се- 
_ ребряными рублями и полтинниками. 


14. Сколькими способами можно уплатить 19'/» Шиллинговъ полу- 
кронами (21/> шиллинга) и флоринами (2 шиллинга)? 


15. Найти, сколькими способами можно уплатить 112 рубл. 88 коп. 
пятифранковыми монетами, стоющими по курсу 1 р. 92 в. каждая и 
турецкими лирами, стоющими каждая 1 р. 68 коп. 


16. Существуютъ марки въ 1 р. 40 к. и въ Зр.40 к.; сколькими 
‘способами можно купить ихъ на 80 рублей? 


17. Одинъ англичанинъ долженъ уплалить другому 109, ШиллИН- 
‘товъ; какъ всего проще это сдфлать, если у перваго имфются только 
золотыя гинеи (20 шиллинговъ каждая), а у второго только пе 
ныя полукроны (2‘/, шиллинга каждая)? 


18. Предполатая, что гинея равняется 25 франкамъ, найти какъ 
веего проще уплатить долгъ въ 44 шиллинга, платя гинеями и получая 
сдачу франками, если извфетно, что гинея равняется 20 шиллингамъ? 


19. Разложить 200 на так1я двф части, что если одну изъ нихъ 


раздълить на 6, а другую на 11, то чтобы соотв$тетвенные остатки 
были 5 и 4. 


20. НЬкоторыя. монеты имфютъ соотв тетвенно въ ь даметрв. 0.81 и 
0.666 дюйма; сколько тфхъ и другихъ монетъь можно о Уложить виБетЬ 
въ рядъ длиною въ 3 фута?. 


‘21. Найти п ифлыхЬ положительныхъ чиселъ, составляющихъ 
ариеметическую прогресс ю, которой сумма должна равняться 7°; пока- 
зать, что при 7% нечетномъ можетъ быть два р5шенля. | 

22. Найти наименьшее число, которое, будучи раздфлено на 25, 
давало-бы остатокъ 21, а будучи раздфлено на 19, авары оста- 
_ токъ 17. 


23. Найти общй видъ чиселъ, которые при дфлен!и на 3, на 5, 
и На 71 давали-бы соотв$тетвенно въ остатк$ 2, 4 иб. 
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24. Найти наименьшее число, которое будучи раздзлено на 28, 
19 и 15, давало-бы въ остатк$ 13, 2 и 7. 


25. Р#шить въ цёлыхь положительныхъ числахъ уравненте 
117239 32=200. 


26. Найти вс$ положительныя цфлыя рёшен!я двухъ овиботныхз 
уравненй 57-=4у-=2=972, 8х+9у-3:=656. 


27. Найти, сколькими способами можно уплатить сунну въ 6 руб- 
лей монетами въ 1, 2 и 5 копфекъ, такъ чтобы число копечныхь и 
 двухъ-коизечныхь монеть равнялось числу пяти-копфечныхъ. 


_ 28. Найти, сколькими способами можно уплатить 96 конфекъ моне- 
тами въ 20, Б и 1 коифйку, такъ чтобы во$хъ монеть было 16. 

29. Найти, сколько марокъ въ 10 к., въ 5 к. ивьъ 4 кои. можно 
купить на 88 коп., чтобы 10-копвечныхь было столько, сколько осталь- 
ных ВМЪеТЪ. 


30. НЪкоторое число, кратное 10-ти, на 99 больше суниы его цифръ; 
найти это чиело. 


31. Одно и то-же число моим по одиннадцатиричной и се- 
меричной системаиъ однфии и тфми-же цифрами, приченъ средняя цифра 
нуль; найти это чиело. | 

32. Чиело состоитъ изъ трехъ т ифрь, сумма которыхъ равна 20: 
если изъ него вычесть 16 и остатокъ раздфлить на 2, то порядокъ 
цифр будетъ обратный; найти это число. 


33. Найти число, изображающееся въ десятеричной систем четырьия 
цифрами, чтобы посл взаимной перестановки цифръ первой и послЁд- 
ней получилось то-же самое число, выраженное въ девятиричной систем$. 
Показать, что возможно только одно рёшенте. 

34. Фермеръ купиль быковъ, овецъь и утокъ, всего 100 Толовъ И 
заплатилъь 1000 рублей.  Положнмъ, что быки стоили по 100 р. каж- 
дый, овцы-—по 20 р. каждая и утки по 1 рублю каждая; найти сколько 
головъ тфхь, другихъ и третьихъ животныхъ фермеръ купилъ? Сколько 
рё шей допускаетъ задача? 

35. Найти три правильныя и составляющтя ‘ариометическую 
прогресе!ю, чтобы знаменалели ихъ были 6,9 и 18, а сумма была-бы 2°/.. 

36. Трое часовъ начали бить одновременно. и били соотв тственно 
впродолжен!е 25, 29 и 33 секундъ. Меньше ч$мъ чрезъ полчаса, когда 
первые часы пробили, вторые били посл нихъ еще 18 секундъ, а 
третьи—21 секунду. Сколько ударовъ сдфлали каждые часы? 

37. Два шеста, каждый длиною въ с дюймовъ, раздфлены соотвЪт- 
ственно на 0 и 7 частей, причемъ т ип не имфютъ никакого общего 
дзлителя, ббльшаго единицы; они приложены одинъ къ другому по 
длин%, такъ что концы ихЪ ‘совпадають. Показать, что никак1я два - 


а * | 
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| 2. 
дфлен1я не отстоятъ другъ отъ друга меньше, ч5мЪъ на р ДЮЙМОВЪ И 


что на этомъ разетоян1и находятся ДВ пары дфлешй. Если т=950и. 


я=243, то найти дфления, находяптяеся другь отъ друга въ наимень- 
шемъ разстоян1и. 


38. Въ шкаф имфется три полки, на каждую изъ которыхъ можно 
поставить по 20 книгъ; если книги состоять изъ 3 сочинен1й по 5 то- 
мовъ каждое, изъ 6 сочинен1й по 4 тома каждое и изъ 7 сочиненй по. 


3 тома каждое, то какъ ихъ разметить, чтобы сочинен1я не были. 
разрознены. 


39. Опредёлить наибольшую сумму денегъ, какую можно уплатить 
полтинниками и двугривенниками на 10 различныхъ способовъ, но не 
болфе, причемъ допускаются и нулевыя р5шенля. 


40. ОпредФлить наибольшую сумму денегъ, какую можно заплатить 
полтинниками и двугривенниками, на десять различныхъ снособовъ, 
не допуская при рёшенлй. 


ГЛАВА ХПУП. 


Неопредфленныя уравнешя степени выше первой. 


637. Р5шен1е въ цфлыхъ положительныхъ числахъ уравнений, ко- 
_ торыхъ степень выше первой, представляетъ значительныя трудности, | 
хотя въ практическомъ отношен1и важность такихъ вонросовъ не ве- 


лика; поэтону мы ограничимся здфсь лишь немногими разнато рода 
предложении. 


` 638. Рьшить вх цълыль положительныхь числаль уравнеме 
тхупл-Нрхфду=х. 
Это уравнене содержитъ только одинъ изъ квадратовъ перемън-_ 
ныхь величинъ и можеть быть веегда рЪшено по способу, показанному 


на сльдующемъ прин®рё. Р5шить въ цфлыхъ положительныхъ числахъ 
уравнене 32—25” —5у41-5. 


_—942- АЛЬ. 
Здвеь (3—5) =— 242-44 +5; сл»довательно у= а 
| —922*4 192-45 55 . 
положимъ 32==2 тогда д Он; 
8—5 2—5 
‘сл довательно бароны Ра 


88—50 
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Такъ какъ хи у должны имфть цфлыя значеня , то 32—5 должно 
быть дфлителемъ 55, а изъ этого услов1я мы можемъ найти испыта- 
н1емъ значення 2 и вывести потомъ значеня для 9. По изелф дован!и 
окажется, что возможны только слБдующ!е случаи: 

31—5=-55, За—5=-11 
3—5 =-5, 324-25 =-1. 

Изъ этихъ возможныхъ случаевъ, цфлыя и положительныя значен1я 
для х получаются только въ слёдующихъ: 

81—5==55, слёдовательно х=20: 
32—5=1, елфдовательно #=9. 


Когда х=20, мы не получаемъ положительнаго значен!я для 9; 
когда-же 1—2, то получимъ у==5, что и будетъ слфдовательно един- 
ственнымь рёшен1емъ предложеннаго уравненя въ цёлыхъ положитель- 
НЫХЪ ЧИСЛаХЪ. | 


639. Уравнен!е 2”’— №у? =1 всегда можетъ быть р шено въ цф- 
лыхь числахъ, если Л’ будетъ цфлое число, не представляющее точнаго 
квадрата. Дфйствительно, обращая ИМ М въ непрерывную дробь, мы. 
пр ПхОДИИЪ къ слвдующему уравнен1ю (ст. 614): 
е'(2р4'—2' 9) =9*№М— р”, 
и съ окончан1емъ полнаго пер!ода частныхъ о’’=1 (ст. 6921); такимъ 
образомъ 
29 —24=49"М№М—р" 
Положимъ тепеть, что число повторяющихся перодически частныхъ. 


будетъ четное; тогда, о всегда будеть подходящею дробью четнойю 


порядка, а слФдовательно будетъ больше |/ №, а такъ-же больше =, 

Отсюда заключаемъ, что 2'0—9'р2=1, и мы будемъ ии ть-— 1 =9'*М— р”, 

такъ что р’”— №9’? =1. Слфдовательно мы получииъ рфшен!я предло-. 
Е | 


женнато уравнен1я, положивь 7=р’ и у==0’, гд% Е есть нЪкоторая 
Ч 


подходящая дробь, непосредственно предшествующая той, которая состав- 
лена изъ частнаго 24. | 
_Положимъ далфе, что число повторяющихся пер1одически частныхъ 


Р 


будетъ нечетное; тогда если первое о’ =1, то подходяшая дробь эх 


: 


будетъ подходящею нечемноо порядка, а если слфдующее о’ =1, то Е 


будетъь подходящею четною порядка, и такъ далфе. СлФдовательно р%- 
шен1я можно получить, ограничиваясь четными подходящими дробями, 
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‚ветрёчающимися предъ тфии, которыя составляются при помощи 
частнаго 2а. | 


640. Если число частныхъ, полученныхъ изъ |/ № будетъ не чет- 
| к а „ 
ное, то, какъ это слфдуетъ изъ предыдущей статьи, если о ОУЩеТЬ 


подходящею дробью нечетнатго порядка, непосредственно предшествую-_ 
щею той дроби, ‚которая получается при помощи частнаго 2а, то мы 
будемь имфть 29 —р'9==4'?М—р'* и ра—4==1; такимъ образом 
ВЪ ЭТОМЪ случаз мы получаемъ Цёлыя рёшен1я уравнешя М№/°— 4" ==1. 


641. Уравнене 2°— №у*=-а* положенемъ Ж—04 и У=@у' при- 
водится къ уравнен1ю Му разсмотр$нному въ предыду- 
Щихь статьяхъ. 


642. Соотношене "(ра —ф 9)= —=0 "2—3, т. е. Но’ = 9’ Мф 
можетъ доставить ршен1е уравненю 2“— № 2 = Ес даже и въ нёко- 
торыхъ такихъ случаяхъ, когда с отлично отъ единицы. Способъ р$- 
шен1я будетъ подобенъ данному въ статьяхъ 639 и 640. 


643. Если будетъь извЪетно одно рёшене уравненя 2°— №у’=1 
въ ЦФЛЫХЪ чИСлахъ, то мы можемъ получить неограниченное число 
такихъ уБшений. дзйствительно, положимъ, что 1—7 и 9=0 будуть 
_ таыя рёшеня, такъ что р°— №9* = [; тогда (р— —ч9 №) в М )=1; 
слфдовательно 
_ ФИМ) --ч М=т= аи Ма-9чи №), по предпо- 
ложен1ю. Положимъ затЪмъ 

2—У/М=(р—Ч М), аи М=(р-И М)"; 


тогда + 2—5 (р--4/ М "(2—9 м) 


ууу И МФИ М) 


очевидно, что если я будетъ какое нибудь положительное цфлое число, 
то эти значеня х и 9 будуть цфлыми и положительными. 


644. Подобныиъ-же образомъ, если будетъ извфетно одно ршене 
уравнен1я 2’ —№у* = — 1, то мы можемъ получить неограниченное число 
такихъ рёшенйй. Дайствительно, положимъ, что = и у=09 будуть 
подобныя рёшен1я; тогда (2—9 / №)(в-наи №)= —1. Теперь я 
какое нибудь нечетное цзлое число 7; тогда 

(р—чи №)" (ри Мф =Ь—ф1 
=(х—9/ №)(х-нуи №), по предположен1ю. 
Посл этого можешь поступать какъ въ ст. 643. 


_ 645. Воли будеть’ известно одно рёшен!е уравненя 2°— Му =“ 
въ ЦБЛЫХЪ числахЪ, то мы можень получить неограниченное число 
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подобныхъ рёшевй. ВЙствительно, положимъ, что д=ри 9=0 6у- 
дутъ подобныя рёшен1я и пусть х=7 и у=и будетъ рфшен!е урав- 
неншя 2°— Му’ =1; тогда уравнен1е 22 — №у?==а можно написать 


аще — (12° — М9?) (т— №”) 
== ри? Ми — Мурат) = (рт Мапи) — М(ри-ат); 
сл довательно мы можемъ принять 7=7-= № я, у=ри- т. 


ПримЗры неопредзленныхъь уравнений. 


1. Рёшить въ цфлыхъ и положительныхъ числахъ уравнен1е 
Злу—4у3х=14. — | 
2. РЕшить въ цфлыхь положительныхъ числахъ уравнен1е 
ту--2“==8лЗу-+ 299. 
3. Найти цфлыя положит. рёшеня уравнен!я 2’—13° =— 1. 
4. Найти цфлыя положит. рёшеня уравненя 2*—1017*=— 1. 


| 5. Показать, какъ найти рядъ чиселъ, которыя одновременно 
были-бы двухъ видовъ #^—1 и ‚ПО ‚ и найти величину наименьшихь 
ИЗЪ НИХЪ. 

6. Одинъ землевладфлець на вопросъ о разм$рахъ ето парка отв$- 
чаль: «въ немъ оть 1000 до 2000 ввадратныхъ саженъ; если-бы онъ 
былъ меньше на 3 квадр. сажени, то.въ немъ заключалось-бы квадрат- 
_ ное число квадр. саженъ; а если-бы паркъ моего брата, представляющий 
квадратное число квадратныхъ саженъ, былъ больше на одну квадрат- 
ную сажень, то онъ быль-бы ровно вдвое меньше моего». Найти разм ры 
его парка. 

7. Найти цЪлое число, которое было-бы на единицу больше утроен- 

ной цфлой части квадратнаго корня изъ него; показать, что существуетъ 
‚ только два рф шен1я этой задачи, и не больше. 

8. ‚ Показать, что число цфлыхъ положительныхь рёшен!й урав- 
нен!я у”’-+02‘=6 будетъ ограничено, если а число положительное. 

9. Найти. вс$ цфлыя положительныя рёшен!я уравнен1я 

Зи“ — ху 7” —=2Т. 
10. Найти вс цфлыя положительныя рёшен1я уравнен1я 
2—95у-—7у=38. 
11. Найти общий видъ цфлыхъ положительныхъь ри урав- 
нен1я 12—23 =1, если дано рёшеше х=24 и у=5. 
12. Найти обтий видъ цфлыхь и положительных к урав- 
нен1я 2 "—2" —=7, если дано рёшен1е ое и У=1. 


пе аиикики 
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ГЛАВА ХЬУШ. 


Чаетныя дроби и неопредбленные коэфоишенты. 


646. Алгебраическая дробь можеть быть въ нфкоторыхъ случаяхъ 
разложена на болфе простыя, такъ называемыя, частныя дроби. ТаЕЪ 
напримръ | 

27—3 1 1 
3 => : 
21—32 д 9—9 

Общая теор1я разложевня данной дроби на болфе простыя дроби 
изложена нами въ Геори Уравненйи въ Интеральномь Вычислени, 
эдъсь мы разсмотримъ только бол$е простые случаи. 


а‘ фи-с 
(#—0)(#—в8)(#—1) ' 
которой состоить изъ трехъ различныхъ между собою множителей пер- 
вой степени относительно х, причемъ числитель ея не выше второй сте- 
пени въ отношен!и 5. Эта дробь можетъ быть разложена на три прос- 
тыя дроби, которыя будутъ соотвфтетвенно имфть своими знаменателями 
множители знаменателя предложенной дроби, числителяни-же нфкото- 
ри величины, не зависящ1я отъ х. Чтобы доказать это, положимъ, что 

ад? х-фнс А В . С 
(—)(#—В@-1) 2-я ав 2 
гд$ А, Б, С пока остаются неопред®ленными; тогда намъ нужно бу- 
деть показать, что для А, В, С можно найти тавк1я постоянныя зна- 
чен1я, которыя обратятъ предыдущее уравнен1е въ #7#0жество, то-есть 
В лають его справедливыиъ для какихъ-бы то ни было значешй #. 


Умножимъ на (5—%)(х—В)(х—1); тогда вопроеъ будетъ состоять въ 
томъ, чтобы слбдующее уравнен!е было можествомъь: 


ал“ фзс=А(#—В)(#—)-+В(2—)(#—\)-+0(&—а)(#—В); 
это будетъ обезнечено, если мы расположимъ члены правой части ра- 
венства по степенямъ 1 и уравняемъ коэффищентъ при каждой степени 


коэффищенту при той-же степени въ лфвой части; мы получимъ тогда 
три уравнен1я первой степени для опредфленя 4, Би С. 


648. Способъ предыдущей статьи можно приложить ко всякой дроби, 
знаменатель которой представляеть произведене различные простыхъ 


множителей, а числитель сравнительно съ знаменателемъ будетъ низ- 
шей степени. 


Впроченъ предыдущая статья не совоВмъ довлетворительна, потому 
что мы не доказали, что окончательныя уравнен1я, получаемыя 
нами, будуть независимы другъ отъ рута и совмюстны. Но такъ 


647. Пусть МЫ ииемъ дробь знаменатель 
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какъ намъ придется прилагать этотъ способъ только къ простымъ при- 
израмъ, въ которыхъ полученные выводы легко можно пов рить, то 
мы не будемъ тратить много времени на этотъ предметъ здЪеь, отославъ 
читателя къ Георзи уравненй и къ Интеральному Виычиеленаю. 


—32-н2 
по восходящииъ стеленямъ 2. Для этого ножно Мыс различными 
способами. Можно употребить обыкновенное алгебраическое дфлен1е, напи- 
савши дфлитель въ порядке 2—32--х” и двлиное въ порядк8 — 3-24. 


649. Положимъ, что намъ нужно разложить дробь — —5 ВЪ рядъ. 


Или мы можемъ разложить дробь написавши ее въ 


] 
1°— 34-29 ’ 
вУД$ (122—352) 1 и найдя коэффищенты послёдбвательныхь сте- 
пеней х по теорем$ Ньютона въ приложени къ многочленамъ; послЪ 
того нужно будетъ умножить результать на 27—33. Однако гораздо 
удобн$фе будетъь разложить эту дробь на частныя дроби и затфмъ разло- 
Жить въ строку каждую изъ нихъ. Тавъ 


21—33 1 Е. ] 1 
тои —————————_————_——_ 
х7—З2+9 д-1 1—9 1х 2х 
1 3: —# 2 п 
сое НЫ) о Зы -+18-+...-Н% —...6 
—=—8@— у = Г ЗЕЕ а ЕР | 
99) а а ре 


_СыБдовательно искомый рядъ для дроби будеть имЪфть 


2°—32--2 


1 
свониъ общимъ членомъ — ( ] Е 5=в) в". 


650. Не разлатая подобныхъ выражений какъ предыдущее въ рядъ 
на самомь дфлф, мы моженъ показать, что послфдовательные коэффи- 
щенты будуть связаны между собою извфетнымъ соотношенемъ; но 
прежде ч$иъ мы это покажемъ, намъ необходимо. будетъ доказать одно 
общее свойство рядовъ. 


651. Если рядъ вина, л-на,л-наа-н... постоянно равенъ нулю, 
_каково-бы ни было значене 2х, то коэффищенты а., @1, @», @з, ... 
должны быть каждый отдфльно равенъ нулю. ДЪйствительно, такъ какъ 
этотъ рядъ равенъ нулю 70% какомь 9300дно значении х, то мы можемъ 
положить 1=0; тогда рядъ приведетея къ а, которое такимъ обра- 
зомъ и само должно быть равно нулю. Слфдовательно, отбросивъ этотъ 
членъ, мы найдемъ, что вл-на,х’-на.-... всегда Должно быть. 
‘равно нулю; раздЪливъ на 5, найден, 9чт0 @-нат-на. 2“... должно 
быть ностоянно равно нулю. Слфдовательно по предыдущему заключаемъ, 
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что а, =0. Продолжая разсуждать такимъ образокь, мы доквженъ 
теорему. | 

Если ряды РРР РР -.... 

| и А --Ая--А Ах... 
всегда, равны ыы собою, каковы-бы ни были значен1я 2, то 
—А-+(а— А )х(а.— А... 
будетъ всегда аи нулю, каково-бы ни было значен!е 2; отсюда мы 
 заключаемъ, что 
«—А,=0, @&—А,=0, а—А,=0, .... 

то-есть что ве при одинаковыхь степеняхь д въ обоихъ 
рядахъ равны. 

Панная здфсь теорема называется иногда ое неопредюлен- 
ныхь коэффииентовь. Мы допустили справедливость ея въ ст. 526 
542 и 549. 


652. Цоказательство предыдущей статьи изложено въ томъ видъ, 
вакъ оно обыкновенно дается въ начальныхъ курсахъ Алгебры; но въ 
немъ есть одно неудобство, требующее изелфдованя. 

Мы ограничимся теоремой, что если рядъь &инах--а,х "+... по- 
стоянно равенъ нулю, то каждый коэффищенть. дол.кенъ быть равенъ 
нулю; потому что послЪдняя теорема, предыдущей статьи слфдуеть 
ИЗЪ ЭТОЙ. 

Когда мы говорит, что рядъ всезда равенъ нулю мы подразуи$- 
ваемъ, что онъ равенъ нулю для вефхъ значен1й 1, дБлающихъ этотъ 

рядъ сходящимся; потому что о расходящемся ряд% нельзя сказать, что 
_ онъ можетъ уничтожиться. 

Мы доказали, что а.л-на.2“-на.л--... веегда есть нуль, то-веть, 
что 26,, тд ©, поставлено вместо ана х-на.х”--..., всегда будетъ 
нуль. Слфдовательно, если 2 не нуль, то ©, должно быть нулемъ; ко 
если х будеть нулемъ, то 26, уничтожается при всякомъ конечномъ 
значени ©,; такимъ образомъ мы въ сущности не должны допускать, 
что ©, равняется нулю, когда х есть нуль, а потому и положен!е а, =0 
не будеть доказано строго. Въ этомъ и заключается то затрудненте, 
которое мы должны изслёдовать. 

Мы имфемъ ©, =а,-+29,,гд% ©, стоитъ вмфето а. наа-на.“- ..; 

и хотя мы не можемъ съ В ренностью сказать, что К равняется нулю, 
когда 2 есть нуль, однако мы можемъ говорить, что 5, есть нуль, какъ-бы 
ни быль малъ 7. Такъ какъ первоначальный рядъ предполагается схо-_ 
дащимея, то и рядъ ©, будеть такъ-же сходящимся, а слфдовательно 
_ онъ не будетъ возрастать далфе извфетной опредфленной величины, когда 

2 сдфлаетея достаточно малымъ; а потому если сдфлаемь х достаточно 
налымт, то хо, будетъ столь малымъ, какъ мы пожелаемъ. СлЪдова- 
тельно а, должно быть нулемъ, потому что, если а, не было-бы нулем», 
то мы не могли-бы имфть 5,=0, при произвольно маломъ 7. = 
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Такимъ образомъ выводъ @, =0 будетъ строгимъ, если ©, будетъ 
сходящеюся строкою при х, сколько угодно маломъ. Подобнымъ-же-обра- 
ЗОМЪ ВЫВОДЪ @.==0 бдеть строго вфрнымъ, если ©. будетъ сходящеюся 
строкою при 2, какъ угодно маломъ. Здфеь ©. мы ставимъ вифето 
а-нах-а,х”-... И такъ далЪе. 

Такъ какъ первоначальная строка предполагается сходящеюся, то 
строки ©., бз... Такъ-же сходящуяся, когда 2 будеть какъ угодно ма- 
лымъ. И такимъ образомъ теорема предыдущей статьи справедлива. 

653. Положимъ, что рядъ %-нил-нил-ни.х+... предетав- 

б ан. 
ляетъ разложение дроби прин. тогда, 
_а-фа=(1—ра—9л(инщаиннил-ни а...) 

Если 7% будетъ больше единицы, то коэффицентъ при 2” въ правой 
Части будетъь и„—ри,_,—9Чи,_.; отсюда слфдуетъ, что такъ какъ въ 
лфвой части нфтъ степени х выше первой, то по ст. 651 мы должны 
иифть для каждаго значен1я я большаго единицы | 

р, =0. 
И сравнивая первые и вторые члены обфихъ частей, найдемъ 
| =, и— ри =; 
послфдНя два уравнен1я опредёляють № и %:, и тогда предыдущее 
уравнен1е опредфлитъ и,, и., и.,... если въ немъ послфдовательно бу- 
демъ полагать и=2, 3. 4.... | 


Примвры частныхъ дробей и ноопредёденныхь 
коэффиттентовъ. 

Разложить каждое изъ слфдующихъ семи выражений по ВОСхОдЯЩИКЬ 

степенямъ х и дать общий членъ: - | 


] | ИР 5 5—105 а 31—22 | 
83—25. | 2—2—35  (#—1)(#—2)(—3) 
Хх - 1? Б-+-6х 1-4 


“аа ы 1—2 1-4? ыы (1—3х)*` ре (1—#) ° 


Разложить каждое изъ сл$дующихъ пяти выражен1й по восходя- 
щимъ степенямъ 2 до пятаго члена включительно, и написать соотно- 
шене, связывающее ЕЕ послвдовательныхь членовъ. 


| | 1 1—2 
8. 1—4” В. 1— 2-84" т 2—9 л— 5" 
ее 19 1 
`а’нах-х” °1— р-н — т 


13. Найти сумму ® членовь слфдующаго ряда, разлагая каждый 
членъ на частныя дроби: ` — 
д Ох ох 


(-2)а-а (1-на2)(1-на? 2) “а :г)(-на? 2) 
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14. Найти подобнымъ-же образомъ сумму 7 членовъ слЗдующаго ряда 
ПИ. ых. ЕЕ ОНИЫИК... (ыы... ИАН 
(1+2)(1-на%)(1-нх) (1-нах)А-на’х)(1-назх) 


15. Опредфлить а, 6, с, 4, е такимъ образомъ, чтобы и-ый членъ 

| ‚ анис алз-нех“ а 

въ разложеши выраженя а могъ быть” 1. 

ДР 

що НЯ Чаетныя 

(#—а)(2—6)(х— с)... 

дроби, предполагая, что число множителей въ знаменател$ равно 7% и 

что 2 цлое число, меньшее ч$мъ я. Если р меньше 7, то показать, что 
а’—\ _ д! @—! 


(а—6)(@—5.. 696%... (а) — Ь).... 


16. Показать, какъ разложить 


-... = (). 


ГЛАВА ХЫХ. 
Возвратные ряды. 


654. Какой нибудь рядъ называется возвратнымь, котда начинал 
съ н$котораго опредфленнаго члена, каждый его членъ равенъ суми 
опред5леннаго числа предыдущихъ членовъ, помноженныхь соотв?т- 
ственно на извЪетныя постоянниыя величины. Подъ величинами #0стоян- 


ными мы разунфемъ величины, остающ1яся безъ измфненя, какой-бы 
членъ ряда мы не разематривали. 


655. Геометрическая прогреселя представляеть простой примфръ 
возвралнаго ряда, потому что въ ряду а-наг-на”” + а”3-н-... каждый 
членъ послБ перваго равняется 7-кратному предыдущему члену. Если 
и„—, И и, соотвзтетвенно означають (п —1)-й и 7-й члены, то 
„ти, =0; сумму коэффищентовъ и, и и„_, съ соотв тетвующиии 
ииъ знаками, т.е. 1—7 мы будем называть основнымь соотношентем 
ряда. 

Въ ряду. 247—145“ 4619-1525“-+... законъ, связывающий 
посл довательные члены будетъ н„—Зхи,_,—2^и,_,=0; этотъ законъ 
«праведливъ для значейй и большихь единицы, такъ что каждый 
членъ, слфдующ за вторымъ, можеть быть полученъ изъ двухъ ие- 
посредственно предшествующих ь ему членовъ. Основное соотношене 
здфсь будетъь 1—82—”. 

656. Найти сумму п членовь возвратнаю ряда. 

Пусть рядъ будетъ ион х-ни, ли. --... и пусть законъ его 
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выражается соотношен1енъ 1—12— 92°, такъ что для всякаго значен!я 
и, большато единицы мы будемъ имфть и„— ри,-,—Чи„_,=0. Означимъ 
сунну первыхь ® членовъ ряда буквою ©; тогда 
Э=и нии, “-и аа... Ца, 

рль=и .р-- и, Рх "и, р -+- У 2 ни, ра”. 

=, 4... Ни, НИ, „Ча-И, (м; 
откуда | 

9— 25—90 =и ни фи реф, ри „ЧФ и рат 

потому что вс друме члены правой части равенства уничтожатся въ 
силу соотношенй, существующихь между каждыми тремя послФдова- 
тельными членами даннаго ряда. ОлЪдовательно 


8= и Зы рии —1- НИ, ‚НН ажи— и 
1-—7%— 4х". 

Если членъ 2 ") Ри, -НЧи,—› 42,1} уменьшается безпредьльно 
по м$фрф безпредфльнаго возрастан1я и, то мы можемъ сказать, что 
сумма безконечнаго числа членовъ возвратнаго ряда будетъ 

Ио--2(и, — 2) 
1—рх— 95° 

Очевидно, что если это выражен1е разложить въ строку по степе- 
‚ НЯМЪ =, ТО мы вновь получимъ данный возвратный рядъ (см. ст. 653). 


657. Если возвратный радъ будеть ни-ни. -Ни,-+... и если 
основное соотношен1е членовъ будетъь 1—р— 9, то намъ нужно будетъ 
Въ выводахъ предыдущей статьи положить только х=1, чтобы найти 
сумму 7 или безконечнаго числа членовъ. 


658. Когда 1—12—405* можеть быть разложено на два дъйстви- 
тельныхь множителя первой степени относительно 2х, то выражене 
Ио (и, — ри.) 

1—727— 042 
которыхъ будетъ имфть знаменателемь выражен1е, содержащее только 
первую степень 2 (ст. 337 и 647). Въ этомъ случа, такъ какъ каж- 
дая частная дробь можеть быть разложена въ рядъ, представляющий 
геометрическую прогресс1ю, то мы можемъ получить выражене для 
общаго члена возвратнаго ряда. Такимъ образомъ мы имфемъ другой 
способъ получить сумиу и членовъ, такъ какъ сумма я членовъ каж- 
дой изъ геометрическихъ прогрессй извфетна. 


ножетъ быть разложено на частныя дроби, каждая изъ 


Прим$ры возвратныхъ рядовъ. 


Найти выражен1я, изъ которыхь могутъ быть выведены слёдующие 
три ряда; разложить эти выраженя на частныя дроби и Дать общтй 
членъ каждаго ряда. 
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1. 4495212245128 

о. 1-+1157-895-+6594°-—. 

3. 1+ 85 +11424348-+.. 

4. Найти, какъ мало должно а и. ии рядъ Въ прив 3 3 
могъ быть сходящимея. — 

5. Найти обпай членъ ряда. 3+11-+39-+84--.. 

6. Найти сунму % членовъ ряда 154114 53-+1614+-485 +. 

7. Найти обийй членъ ряда 10-+14-+10-+6-+... и найти ых 
фбезконечнато числа его членовъ, 

_8. Найти выражен1е, изъ котораго можно беби: вывести слф- 
дующй рядъ и получить облий его членъ 

а—ж-н 22—52 102*—1 и ЗЕ 


ГЛАВА 1.. 
Суммоваще рядовъ. 


659. Частные виды рядовъ были суимированы въ главахь 00ъ_ 
ариометической и геометрической прогресляхъ и о возвратныхъ рядахъ; 
здфеь мы дадимъ нфеколько разныхъ примфровъ не подходящихь подь 
правила предыдущихъ главъ. 


660. Найти сумму рада 1 2-0 3..2. 
_ Мы уже нашли эту сумну въ ст. 460 и 482; но для этого обыкно- 
венно дается слёдующйй способъ. Допустимъ, что 
12-92-32... +? = А-- Вп-- Оп Оиз-н Ем^-.., 
тд% А, БВ, С, Ф, Е,,... постоянныя величины, остающяся пока неопре- 
дфленными. Перем$нимъ и на л-—+1; тогда будетъ. 
12223”... 12+ (ит) АкВи-нт-- Си 
| | + Дит Е(и-+1)* +... 
Вычтемъ первую строку изъ второй; мы получимъ 
9+1 =В-нО@и+-1)- (Зи? 3и-+1) 
| (47° 6 мять 
Уравняеиъ другъ другу коэффищенты при соотвфтственныхь сте- 


пеняхь и; тогда Ё равно нулю, а такъ-же равны нулю и вов друге. 
члены посл Ё. 


38р=1; 3)+20=2; Э-б+В=1. 
° откуда о =, 0— В=4. 
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Такимь образомъ | 
5. 2 в т“ —. 
12+2?+32... п Ай =—. 

60 3 
Для опредёленя А мы замфчаемъ, что такъ какъ это равенство 
‹праведливо для вофхъ цфлыхь положительныхь значенй 7, то мы 


можемъ положить и=1; тогда А ==0. Слфдовательно искомая суниа_ 


будетъ.  ‘ 
(п 1) (и 1). 
Тотъ-же самый способъ можно приложить къ нахожден1ю суммы 


кубовъ первыхъ й натуральныхъ чиселъ или къ нахожден1ю суммы ихъ 
четвертыхъ степеней, и такъ далфе. Си. также ст. 671. 


661. Положимъ, что и-й членъ нфкотораго ряда бдеть 
то) (и )+Ы }а(п-=2)-91.. ‚а(и--т—1П 
гдЪ и— опред ленное бе число, а д и 6 извёстныя впередъ постоян- 
ныя величины; тогда сумма первыхъ 7 членовъ этого ряда будеть 
зал (п--1)--Ы...а(и--т—П--Ы (п-т) 51 


(т--та 


гд8 С есть нфкоторая постоянная. 
_Означимъ я-й членъ. предложеннаго ряда чрезъ и„ и чрезъ ©, сумму 
его членовъ; тогда намъ нужно будетъ доказать, что 
ап--о 
и #1. О. 
БЕТ бе 


Допустимъ, что формула эта справедлива для н$фкотораго опредз- 


леннаго значен1я т; прибавимъ (и-+-1)-й членъ ряда къ обфимъ час-_ 


ТЯМЪ; тогда 


| о-+5 
ВН И, = (ира + и 20: 
а(и--т-1)-+ 6 а(п--1)- 5 Е.А 


А С С 


_Тавимъ образонъ та-же самая формула будеть справедливою и для. 


суммы я---1 членовъ, если она была справедлива для ® членовъ. (Сл%- 
довательно, если формула будетъь справедлива для какого нибудь числа 
членовъ, то она справедлива-же будетъ и для ближайшаго ббльшаго 
числа; и такъ далфе. Но формула эта будеть справедлива, кОтДа И — 1, 
если мы выберемъ С ма чтобы 


а-+- а-+б ] 
и тит т. НЙ то -еСтЬ а стан 


такимъ образомъ С опредФлено и справедливость теоремы доказана. 
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| а(т--1)-+-6 
Такъ какъ < аа“ ИЕ, то мы имъемъ 
О— _ а(т--т-б ее __ би. 
1 ат) ' ат 
| ап--б 64 
СлЖдовательно0 — и ТЯ 


Такимъ образомъ сумма первыхъ и членовъ предложеннаго ряда полу- 


, фи 
чается вычитан1емъ постоянной величины. Е изъ извфетнаго вн- 


1) а 


раженя, зависящаго отъ и. это выражен1е- есть Ил4-1; МЫ М0- 


апт-н- 
{т—1)а 
жемъ такъ-же представить это выражене въ другомъ равнозначущень 
а(п--т)- 6 | 

ВИД% (икра “" и чтобы это запомнить, мы зам тимъ, что его 
м9: составить, вв0дя добавочный множитель въ кони члена п % 
дъля на произведене числа увеличенныхь такимъ образом мно- 
жителей и коэффимента при п. 


662. Выводь предыдущей статьи ны можемъ получить другимъ пу- 
темъ. Пусть по-прежнему и„ означаетъ 


ап--ы (п-т) м(п--2)-+6...}а(и--т—1 )-н&, 
и пусть ©, означаетъь сумму аи и членовъ ряда, въ которомъ и» 
есть #-ый членъ. 
Мы инфеиъ г 
п-т) — ти, 
ап “ " ат 


Ит--1 — 


пусть аи-но=р; тотда | 
р(и,.—и„)=ати,; 
перемнимъ 7% на и— 1; тогда | 
арии, | -ати, в 
`& такъ-же_ } т ЗЙЕЬ и = ати ви 
| —3а} ЕР :1 — ТИ —з, 
р-—(и— аи, — и, | == (ИИ, . 
Отсюда посрелетвомъ сложен1я находимъ 
Ри — и.) —аи-ни,— НИИ, —(п— 1) —=ати; 
слёдовательно [2(и.,— и.) паи, =0ито,-набь; 
ат--ь. фи; 


а потом ИВ ЗИК 
ому п--1 (т-+1)а 


" (т+1 ее. 
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1 
663. Положимъ, что и-ый членъ будеть — 5 гв и, означаетъ то- 
УС) 


же, что и въ предыдущей стать®; тогда сумма первыхъ 7% членовъ ряда 


ай---6 
будетъ бита," С. 


ап-е6 


о ще а 
(п—1)аи, °’ в ЗАВ 


Допустимъ, какъ и прежде, что 5„=— 


димъ къ обфимъ частямъ по ыы тогда будетъ 
и 


| и ап и, 
Рич — Ил — (т—Пам, 


1 _ ати) ре _ _ а(и—ыб 


ил, (т—Паи (т-— 1) 
Слфдовалельно, какъ и раньше, справедливость теоремы доказана, 
ан 
если только С выбрано такъ, что — == 
4, (т— 1), 
| ; инь — ит--ь ай в 
(1—1) а, (т—1)аи, (т—Паи, 
Этоть выводь можеть быть также полученъ по способу ст. 662. 


С. Такинъ обра- 


664. Могутъ ветр$титься таке ряды, которые не заключаются не- 
посредственно въ томъ общемъ вид$ рядовъ, какой данъ въ предыду- 
щей статьЪ, но они могутъ быть разложены на два или боле другихъ 
рядовъ, подобныхъ предыдущимъ. Наприм$ръ, пусть требуется найти 
сумму 7 членовъ ряда 

5 в 
1.2.4.5 2.3.5.6 3.4.6.1 
`ЭДдЪеь и-й членъ будетъ 
и--2 ____ (9-2)? 
ОНО" — +2) +8) 5) 
Но ("-+2)*“=”(и--1)-37-—4; такимъ образомь и-й членъ бу 
п(и—-1)-=3и--4 1 


ит оао --ди-- — (+2) (и--з)и+4) 
4. 


ЕВЕ ии) (из) 


Если такимъ образомъ будетъ разложенъ каждый членъ предложен- 
наго ряда, то мы получииъ 3 ряда, каждый изъ которыхъ можетъ быть 
суммированъ по способу предыдущей статьи. Итакъ. сумма предложен- 
нато ряда можетъ быть найдена. Въ настоящень случа искомая сумма 
будетъ 


Алгебра. | 28 
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1 1 1 3 
24° 2(п+3)(+4) 24 3(и--2)(и-+З)(и-4) 
Ро КАИ. ЗИНИИНИНИИ 
| 24 4(п-+1)(и-+2)(и--3)(и--4) 

665. Мноюуюльныя числа. Выражене и--5и(и—1)6 представля- 
етъ сумму я членовъ ариометической прогрессли, первый членъ которой _ 
равенъ единиц$, а разность равна 6. Если будемъ полагать 6—0, 1, 
2, 3, ..., то мы будемъ получать выражен1я, а вообще назы- 
ваются соотв тственно членами 2-го, 3-го, 4-го, .... Порядка мною- 


дольныхь чисель. Первый порядокъ будетъ тот, ВЪ КОТОромъ Каж- 
дый членъ есть единица. Такамь рен мы будемъ имЪть 


1-й порядокъ, 7-й членъ 1; рядъ: 1, 1,1, 1, 1, .... 

2-й порядовъ, п-й членъ и; рядъ: 1, 2, 3, 4, Е а 

3-й порядокъ, 2-й членъ зи(и+-1) рядъ: 1, 3, 6, 10, ... 

4-й порядокъ, п-й члень 170? ‘рядъ: 1, 4, 9, 16, ... 

5-й порядокъ, и-й членъ 2%(3—Т);рядъ: 1, 5, 12,22, ... 
и такъ далее. 


Числа второго, третьяго, четвертато, пятаго .... рядовъ называются 
соотв тотвенно линейными, треуюльными, квадратными, пятиуюл- 
ными, и такъ далЪе. | 


666. Членъ 7 п-й 7-аго порядка многоугольныхъ чиселъ будетъ 
п-+3и(и—1)(7—2); 
тина  членовъ этого ряда по ст. 661 будет 


пит) 
| 2 = и _.8 
ИЛИ а рей 


Слвдовательно для треугольныхъ чиселъ 5„=чи(и-1)(и--2); ДЛЯ 
_квадратныхъ би „=3и(и-+1)(2и-1), и. такъ далфе. 


667. Найти число пушечныль ядеръ, сложенныхь въ пирами“ 
дальную кучу. 


1) Ноложимъ, что основан1е пирамиды будет. равностороннйй тре- 
угольникъ и пусть въ каждой сторонф основаня будеть по ® ядеръ; 
тогда число ядеръ въ самомъ вижиемъ ряду будетъ ин(и—1)-+ (и—2) 
--....2469-Н1, то-ееть треузюльное чиело зи(п-+1); число ядеръ въ 
 сл5дующень снизу ряду найдется, если перем$нимь и на я— Г; и 
такъ далфе. Слфдовательно по. ст. 665 число вофхъ ядеръ будетъ 
и(и--1)(и-=2). 

2) Положимъ, что основаме пирамиды будетъ квадратъ |: ПУСТЬ 
въ каждой его сторонз будетъ по я. ядеръ; тогда число шаровъ въ ба- 
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момъ нижнемъ ряду будетъ 7”, въ слБдующемъ снизу (и—1)?, и такъ 
далфе. Число всфхъ ядеръ будетъ (и--1)(2и--1). 

Подобныиъ-же образомъ мы можемъ поступать и въ случа пира- 
миды какой нибудь другой формы: 

Изъ предыдущаго предложентя мы видимъ причину, по которой 
извфетныя числа названы яреуольными, квадроипными, ит д. 

Если-бы куча ядеръ была неполною, то мы мотли-бы сперва найти 
число ядеръ въ куч$, предположивъ, что она полная, затЪмиъ найти 
число ядеръ въ меньшей куч%, которой недостаетъ, и разность предета - 
ВИТЬ тогда число ядеръ въ неполной куч$. 


668. Подобный предыдущему вопросъ представился-бы_ намъ, если- 
бы нанъ нужно было найти сумму ядерь въ кучё съ прямоитоль- 
нымь, но не квадратныхъ основавемъ. Въ этомъ случав куча бу- 
детъ канчиваться на вершин рядомъ шаровъ въ одинъ шаръ. Поло- 
жииъ, что въ этомъ ряду будетъ р ядеръ; тогда й-й слой, считая отъ 
вершины, будетъ заключать въ продольной сторон$ р+-п—1 ядеръ и 
въ поперечной 72 ядеръ, а ел$довательно въ немъ будеть 7(р+и—1) 
ядеръ. Поэтому число ядеръ въ и рядахъ ДВ 

п(и-+1)р-+(и— Ги(и-—= 1), или 1 (и-+1)(8р-+-9и-—9), 
Если буквой 7 означинъ чиело ядеръ въ продольной сторонф нижняго 
ряда, т.-е. положимь т=р--и—1, то сумма тогда напишется 
ви(п--1)(8т—и-+1); такъ какъ ® есть чиело ядеръ въ поперечной 
сторон$ нижняго ряда, то сумма выражается такииъ образомъ посред- 
ствомъ чиселъ ядеръ въ длин и ширинф основаня. 


_ 669. Фицрныя числа. СлЗдующе ряды представляютъ то, что на- 
зываетсея фиурными числами разныхъ порядковъ: 


1-й порядокъ: 11 1,1 1,... 
2-й порядокъ: 1, 2, 3,4, 65, ... 
3-й порядокъ: 1, 3, 6, 10, 15, ... 


Общ й законъ состоить въ томъ, что и-ый членъ какого нибудь по- 
рядка представляетъь собою сумму 7 членовъ предыдущаго порядка. 
Такъ, п-й членъ второго а будеть и, такой-же членъ третьяго 


2(7 | 
порядка будеть ыы а такой-же  членъ четвертато порядка 
2(в-—-1)(и-но | 
к И вообще: и-ый членъ 7-ато ‘порядка будетъ 

.5 
(7—1 )...(и-н7—9 | 
я Это. мы можемъ доказать наведен1емъ. ДЪй- 


ствительно, допустивъ справедливость этого выражен1я для п-ато члена 
/-аго порядка чиселъ, иы можемъ найти сумиу первыхъ я членовъ 7-аго 
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порядка по формул® ст. 661. Нужно только поставить 1 вместо @, 0 
визето 6 и у—1 вифето т. Такимъ образомъ мы г похучниь ДЛЯ 
суммы 

и (и+1)+8).. .(и-ну—1) 

АВ? авы Б-р 

М 

И  тотда по опредбленю это будетъ выраженемть для 7П-ато члена 
ряда чисель (71)-го порядка. 


610. Мы уже показали, что теорема о. ином въ нвкоторыхъ 
случаяхь можетъ прилагаться къ нахожденю суммы рядовъ (см. ст. 
526); дадимъ теперь другой прим$ръ. Пусть требуется найти сумну 
ряда 

Е 9--Р, 9,-+Р.Оз-... м 


тлф _  О,=т"е--т(-н2)....(7-=9-—Т), 

ых Р ии Г а ны С 
_ Легко ВИДАТЬ, что 
4,=|4 х коэффищенть при 2” ' въ ряду для (1--ж)- +9. 


и Р,=|р Хх коэффищенть при 2" "1 въ ряду для (1—4) (Г). 
Слфдовательно, беря члены не выше 2”_“, мы будемъ пить. 


Е АИ +0э+. 4, 


а-др-ено. 


в 


(. 
реек НИ" = чай +... | 


Поэтому. рядъ, сумму котораго намъ нужно найти, равенъ произ- 
веденю |р |9 на коэффищенть при 2”_* въ разложен!и произведения 
пы на (1—2)-@+9); то-есть этоть рядъ равенъ произведе- 
ню р |9 на коффищенть при 2” —° въ разложенши  двучлена 


(1—2)—-++?). блфдовательно рядъ будетъ равенъ 
РР АОА ний Зыле ль 
рен 2 = 


671. По способу ет. 660 мы можемъ раземотрЪть выражен1е для суммы 
1727 5"’-+....--7’, гдф у какое нибудь цфлое положительное число. 
Означимъ эту сумму чрезъь ©; тогда, какъ въ ст. 460 и 461, можно 
показать, что © можетъ быть представлено въ видф ряда, располо- 
женнаго по нисходящимъ степенямъ я, начиная съ 7” "!, и все, что 
намъ нужно будеть сдфлать, такъ это опредфлить надлежащимь 00- 
разомъ ны при разныхъ степеняхъ 2. Допустимъ, что == 


Сп’ 1-- Д ый 5-4. м ы ть аи —_8 и(“— ее 2) и м 
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Удобно представлять коэффищ1евты такимъ образомъ, какъ это пока- 
зано здфеь. Поэтому вмфсто одной буквы мы взяли коэффищентомъ 


И 
ОА и такъ далЪе. 


Перейдемъ теперь къ опредфлен1ю значемй 4., 4, 4., ....; мы 
найдемъ, что эти величины независимы отъ 7 такъ-же, какъ и оть 7. 


Въ допущенномъ. тожеств$ перем$нимъ м на 7+1: тогда 


5 (и--Т)’= хм пу-4 э(и+-1) ск А (инт 


при 7” 1 символъ 


—- т дану. 


Сл довательно вычитан!емъ находимъ 


(ит = (инт А, [ину -54, (и--т-6’-ц 


= р А, (1—7 |-+- ре 
Разложимъ всф выражен1я (ит), (и-+-1)", (и+1)—*, ... ВЪ 
рядъ по теорем$ Ньютона и зат$иъ уравняемъ коэффищенты при раз- 
ныхъЪ степеняхъ я. Такамъ образомъ, уравнивая коэффицщенты при #7’, 
_ будемъ имёть 1= О(’-+ 1); зат мъ, уравнивая ое при 79”— 1, 
С(уТ)у = ] | 
И = —Щы-н =——— —=—. 
будемъ иифть х= ВЫ Ат; итакъ (= м, А, 5 
Уравняемъ коэффищенты при 7” Р, ПоСТавивъ выфето С и Ао ИХЪ 
`значен1я; тотда вообще получимъ 


В о —.. ж————_—д—д—д———ы ати пЕсвеА— ре ие т аи ево 
р то 2 |2] ра а р. 
гд® рядъ въ правой части простирается до члена, содержащаго „Ар, 
включительно; и полагая 2 послфдовательно равнымъ 2, 3, 4, ..., МЫ 
опредфлимъ послфдовательно .,, 4, А. ...; и мы видимъ те- 
перь, что величины эти не зависятъ ни отъ 7, НИ ОТЪ т. | 

| ] | 1 

Мы получимъ А, =, А, =0, А.—=—5 0 А,= —=0, 4, = 15 

Замфчательно, что всё коэффищенты съ четными указателями 
А,, А,, А., ... будуть нулями; это можно доказать СЕВКоЩЕиЬ 0б- 
разомъ: 

Въ первоначально допущенномъ ий перем нииъ. % наи—1 и 
вычтемъ; тогда будетъ 


п’ Си’ —(и—1у+--Аи—фи—1 у-ноАи (и —1/-4$ 


ах ® © Фз@ 
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и п "—2 | и/—2 
+. 7 Ая —(и"—1) | 


Уравняемъ коэффищенты при 7”-?, поставивъ вмфето С и.А, ихъ 
значен1я; тогда получимъ 


] 1 А, А, Ш. | А 
0 = —_— г ——ы—щ 
ет р [20-1 р [48 бра 
_ Но полученный раньше выводъ можетъ быть выраженъ такъ = 


т а А, 4: Пин. ЗИ А г 
вет эр’ Вет’ В р—8 В рр 
Слфдовательно, вычитая и ставя посл довательно вм%ето р числа 
3, 5, 1, ... МЫ увидимъ, что 4,, 4., 4,, ... будуть послфдова- 


тельно равняться нулю. 


Прим$ры суммованя рядовъ. 


1. Показать, что сумма первыхъ 7 членовъ ряда, въ которомъ я-й 

_ членъ равняется п(п--1)(и--2).. ‘(п-+-т— 1), получится, если допол- 

НИМЪ ЭТО выраженте еще однимъ множителемъ на конц. и раздьлимъ 
на число всБхъ иножителей, считая и новый. 


_2. Дать формулу для суммован!я ряда, въ которомъ 7-ый члевъ 
представляеть выражене обратное съ = 
п(и1)(и-+2).. „(и-т—Т). 
Найти су ииу п членовъ, а также и безконечнаго числа членовъ 
слвдующихь пяти рядовъ: 
1 1..1 1 


3. ое, 


22° ‚3 3.4 4.5 
4 1, т. 
_ 2.4.6. 4.6.8 6.8.10 8.10.12 
.. мы. РЕ 


С 
4 та А 1 

` 1.3.5 2.4.6 6 3.1 51 4.6.8 _ 
сл. 10". 13_ 

` 2.3.4 3.4.5 4. 4.5.6 Е” 5.6.7 

_8. Найти сумиу и членовъ ряда ыз--очьОы 

9. Если я четное, то показать, что 
| квн, 


п(и—1)-+3(и—2)-=.. “+5(о-+ : ное 15 
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10. Найти сумму я членовъ ряда а (а--1)“-н(а-2)*-н... 

11. Найти сумму 7 членовъ ряда 1°-2*7-- 3*2+4*°-н... 

12. Если члены разложеня (а--5)” помножатся соотвфтственно на 
ит, (п—1)7?, (и—2)7°,...гдЪ п положительное цфлое число, то найти 
сумму происшедшаго въ такомъ случав ряда. 


| и 
13. Разложить и а въ рядъ по восходящимъ степенямъ х 


И показать что коэффищенть при 2” будетъ 


ии а —1) (2—4) (И— 
7) а #0 4), а ое, и 
Е 5 й | 
14. Найти коэффицщентъ при ду" Въ разложен1и выражен1я 
2(1— ах) 
(1—4)(1-—ах— 69) ° 
15. О что а 2и(2п--2)  2т(2и+2)(21+4) 
3 Э.6 3.6.9 | з 
пи) п(и-Г(и-н2) 
И. 
а 36 о 8.69 ” 


16. Если р, означаетъ. коэффишентъ при 2” въ разложени (1-+2)”, 
гдЪ п положительное цфлое число, то показать, что 
2 5 _ ИФ, #(%-—н-1 
Ра Ре И . 
ро ВР, ВР› Ри— 1.2 


| | ть Я еда и] у; 
(рор,)(р.-+р,)..(рь-Нь) ый 
Ш; 3: — ([—10 р, 11 1 
Р: о З .... Г п =1]-н о а ое 


17. Показать позредствомъ разложеня  тожества (---—1) 


п-ов Они) 
(1—2)" р 1 р 
и ("— 1) (и—2)-..(и--р—3) _ 
р й 


равняется тю, когда Я и р иБлыя положительныя числа, и п 
больше 1. 

18. ели т пушечныя ядра сложены въ кучу съ треугольных ъ осно - 
вантемъ, въ каждой сторон$ по 9 ядеръ, то найти все число ядеръ. 
| 19. Найти число ядеръ, содержащихся въ пяти. радахъ недокон- 
ченной треугольной кучи, если число ядеръ въ каждой зы осно- — 
ван1я равно 15. 
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20. Число шаровъ, содержащихся въ усфченной куч%, ню ира 
И НИЗЪ и будетъ равняться 


тдв ти и представляютъ числа шаровь въ обфихъ сторонахъ верхуш- 
ки, & р число шаровъ въ каждомъ изъ боковыхъ реберъ. 


21. Показать, что 1“-+.2“-+ 34+...“ 


п № п п тп мы 
На 50-30 НО@и-- (п 8—1). 
92. ах Что Не 

та аа е-) 
т г. 9—2) —27) ий 


(1—2#*)(1—22— (1—2) в, о 
ааа») “°’“” 


93. вЬ разложени (1-+2)(1-+-сх)(1-нс2х)(1-н 3х) ..., если число 
множителей безконечно, а с неныше единицы, то коэффищентъ при 
я’ будетъ 
5"(—1) 
(1—6) (1—5*,(1—6°)...(1—6”) 
24. Если 4, будетъ ен при 2’ въ разложени выра- 


| \ о “а 
женя (1-52) 5) ( о =) фы .... 00 безконечности, 


то доказать, что „== 5—1(4— —Д. 2) | и что А 5 
25. ди. п г кратное 3, то показать, что 
(и—2)(и—3) _ @—8)(и—4 5) Ща 
1 
ГЛАВА №. 


Неравенства. 


672. Часто бываетъ полезно знать, которое изъ двухъ данныхь вы- 
раженй больше; предложеня, относящ1яся къ такимъ вопросам, обык- 
новенно собираются в въ отдфл$ Неравенство. 


НЕРАВЕНСТВА, 36]. 


Мы говоримъ, что @ больше 6, когда #«— 5 будетъ положительною 
величиною. См. ст. 95. 


673. Неравенство останется справедливымь, когда одна и та- 
же величина будеть приложена къ объимь ею. частямь или 04- 
деть вычтена изъ нихь. 


Джйствительно, положинъ, что @>, слёдовательно а—® положи- 
тельная величина, а потому ае— (6-е) также положительная вели- 
чина, а сл5довательно. а-Нс > 6-Ес. 


Отсюда мы заключаемъ, что всяый членъ можеть быть перенесенъ 


изъ одной какой нибудь части неравенства въ другую съ обратнымь 
энНайомъ. | 


674. Если знаки всьхь членовь неравенства будуть перемьне- 
ны на обратные, то знакъь неравенства долженъ быть обращень. 

ДЬйствительно, измфнить всф знаки равнозначительно перенесен1ю 
каждаго члена изъ первой части неравенства во вторую и каждаго 
члена изъ второй части въ первую. 


675. Неравенство сохранится, кода объ части ею будуть по- 
множены или чи на вони и ту-же положительную вели- 
чину. 


Пфйствительно, положимъ, что Ри слфдовательно а— 6 вели- 
чина положительная; поэтому, если 7 величина положительная, то и 
т(а— 6) будетъ величиною положительной, а слфдовательно 74 > тб; 


1 
подобнымъ-же образомъ > (@—5) величина положительная, а потому 


| (, 
— > —-.5 
т т | ‚ 

Точно также мы можемъ показать, что если каждый членъ какого 
нибудь неравенства будеть помноженъ или раздфленъ на одну и ту-же 
отрицательную величину, то знакъ вы долженъ быть И 
шенъ. 


676. Если а>5, а > а’>б", ..., то 
| ана-на"-+... > о"-н 
ДЪйствительно, по` предположен1ю, а—$, 2-й а'—®”. ... 
вс будуть величинами положительными; поэтому и сумма ихъЪ 


а—б-на’—6'а'—6"-н... будетъ те & сл$довательно 
| а--а а д >ЬЬ-- р" | 


677. Если а>р а>б, а’>6'',...и вс$ эти величиЕы будуть 
положительными, то очевидно, что аа’... > 66'0"... | 


678. Вели а>фиаиф будутъ положительными, то @'>.0", гдВ 
п какая нибудь положительная величина. 
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Это слфдуетъ изъ предыдущей статьи, если я итлое число. Еели- 


же 7 будетъ числомъ дробнымъ, то положимъ, что оно=2; ПУСТЬ (= 


1 1 


и 6—1; тогда й>Ё и намъ чужно доказать, что #7 > 6%, что можно 
| 1 1 


доказать непосредственно. ДЪйствительно, если #7 ==( 7, то А=й; п 
11 сы 
если ХТ < 2? той <; два изъ этихъ выводовъ ложны, поэтому мы 
1 1 . 
должны имфть #7 > АЯ. 


ели я будетъ отрицательная величина, то пусть и=—4, такъ 


что 7% величина положительная; тогда муть Т.-6. < 0". 


679. Пусть >. ", . т Рожа : будуть дроби, знаменатели кото- 


рыхъ всф имфютъ одинаковые знаки, тогда дробь 
(7 т в прет 
по величин своей. заключается. между наименьшею и наибольшею изъ 
ай | 
4 4. (4. (7 
7% эээ 7 9 7 © 
6, 6, 6: к 
@з 
>, ь р Ъ.“ т 


ВЪ возрастающем порядк$ ихъ величины и положимъ, что всЪ зна - 
менатели будуть положительными; тогда 


ДЪйствительно, приона, что - расположены 


о, _ 
т сл довательно @, =, хе* т 
6, —ь, р,’ 
а, @ а 
т 7} слфдовательно а, >0,Х;-; 
В: 4 | 4 
а. @ 


4 | | С, 
> В. слЪдовательно 4. >6.Ж > 
3 4 | 4 


и Такъ далЪе; 
такимъ образомъ, складывая, находимъ = 


| | {, 
нана -..-на»> (6-66. -+...-в,) т. 
р 
(На, а.-+... „На 97 


елфдовательно Е ЕЛ 1 
г | НВ. + 6.-+.... ны Ь,° 


НЕРАВЕНСТВА. 


©25 
=> 
у 


_Подобнымъ образомъ мы можемъ доказать, что 
на. на.-+...-На», @ 
от тернии НЫ СЫ 
56, + 6.-+...- 0, 6, 


Точно такъ-же можно доказать эту теорему и въ случаЪ, когда вс 
знаменатели предполагаются отрицательными. 
(1 7 Ц | | | 
Если + =т =. =... Тогда каждая изъ этихъ дробей равна та- 
1 2 3 ; 
кой дроби, числитель которой есть сумма числителей, а знаменатель 
сумма знаменателей этихъ дробей. = 


680. Такъ какъ (7—9)? или 2?—2ху-+ у" есть величина положи- 
тельная или нуль, смотря по тому, будутъ-ли 2 и У неравны иле 
равны, то мы имфенъ 


1 (+9?) > 29: 
неравенство это становится равенствомъ, когда х=У. Следовательно 
(+5) >И (9); 
Т..е. средняя ариеметическая двухъ величинъ больше ихъ средней гео- 


метрической, причемъ это неравенстно обращается ВЪ ри когда 
06% величины становятся равными. 


681. Пусть мы имфемъ я положительныхъ величинъ а, 6, с, ... К; 
тогда 
аки ниЕия, д 


= ) > а6с..Ё, 


если только всБ и величинъ не будутъ равны, и тогда неравенство 
обращается въ равенство. 


| И 
дузйствительно, аб <(—> я. ) 3 а (°=“ : 


елъдовательно < <". | 2% : 
4-0 с-+-4 (а--б)н(е-на) {. 

. альта о 

слздовательно ве < Са. ) 


Продолжая такимъ образомъ, мы можемъ доказать, что если р бу- 
детъ какая нибудь цЪлая положительная степень 2, то _ 
нь р 
_афса.....(р множитвлен) < (А), 
анонса. ... (1 чденовЪ) _ 


Пусть теперь р=и-у и пусть " 


= 1; 
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положимъ еще, что каждое изъ остальныхь 7” количествъ изъ р равно 
г; тогда мы будемнъ имЪть 


ину" " а 
абеа... (п множителей) Хе < (=) ‚ Т.-6. < Е" р 


слъдовательно | 
а-б-не4-+... \" 

7 ).. 

Такимъ образомъ теорема доказана для всякаго числа величянъ а, 
6, с, а, ... Неравенетво переходить въ равенство, когда вс И вели- 
чинъ становятся равными. 

Мы можемъ также писать эту теорему а образонь 

анонс Чех 
7 

распространяя понят1е о среднемь ариометическомь п реднем 4е0- 
метрическомь, мы можемъ выразить эту теорему такимъ образомъ: 


среднее ариометическое какою нибудь числа положительныхь ве- 
личинъ больше среднязю ихь зеометрическолю. 


абса....(® множителей) < $”, т.-е. < ( 


> (абса.. )", 


682. Слфдующее доказательство теоремы, данной въ предыдущей 
статьф, можеть послужить полезнымъь упражненемъ. 


абс д-н...-Н 2, 


Означимъ (фед. №)" буквою Ри ПЕР ПЕ (). 


Предположимъ, что ди © будуть соотвфтетвевно наибольшее и наи- 
меньшее изъ количествъ @, 6, с, @, .. Е; пусть а. =6,=5(а-5) и 
1 


пусть Р,=(а,6,с4...Ё)"; тогда, такъ какъ аб, >аф, мы буденъ 
имфть Р,>Р. Затфиъ, если множители вь Р, не будуть вс равны 
между собою, то отбросимъ наибольший и наименьышй изъ нихъ, & нд 
ихъ м5сто поставимъ два новыхъ множителя, изъ которыхъ каждый 
равенъ полусумм$ отброшенныхъ; пусть Р, означаетъ новое среднее гео- 
метрическое; тотда Р.>Р’,. Еели мы будемъ продолжать такимъ обра- 
зомъ, то получимъ рядъ Р, Р., Р,, Р.,... Р,, въ которомъ каждый 
членъ больше предшествующаго члена; и беря ” достаточно большимъ, 
мы достигнемъ того, что множители, заключающуеся въ Р‚, будуть какъ 
угодно близки къ равенству; такимъ образомъ, когда 7” достаточно ве- 
лико, мы можемъ принимать Р’, равнымъ (0); слёдовательно Р меньше (. 


683. Сравнимъ теперь количества 
ато" ь м. у. 
2 >. 


Мы предполагаемъ здЪсь, что д и р величины положительныя и что 0 
не меньше 6. 
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ат." = (2 ее ные 


Е Т-Е 2 а 2 | 
=21 (=) пит 1) ао \ ав \ 


12 ‘2 / Ур, 


2 
ых ыы РЕВ зе )—4 4 - 
‚кт (т 2)(т— 3) ин - А ы | 
ы 
а—6 а ь к 
Такъ какъ —5 Шеньше' 5, то рядь этоть сходяиийся (сг. 


564), такъ что мы получаемъ ариеметически понятный и вёрный 
выводъ. Слфдовательно, если т будеть отрииательное или ка- 
кое нибудь положительное пфлое число, то мы будемъ пить 
ат--0т га \т 


>: Если-же т будетъь положительное и меньше 
ап” гач-б\" 
единицы, то ——<( —)- Остается раземотрть случай, Когда 


т положительное и больше единицы, но не цтлое. Положинъ, что 
1 


"о 8 р>д и Усть ка В=61, А=а?, В=в. Тогда. | 


Р р р 


—-— = же . == 


а1-—н рт 


будеть больше или меньше ( 


р-н ВР он 
2 


1 
} ‚ смотря по тому, бу- 


‚ то-веть смотря по тому, будетъ-ли 


АР БР | | 
———) > или <= По доказанному раньше, мы знаемъ, 


что выражен!е въ лёвой части будеть больше, такь какъ ^ положитель- 
ная величина, большая единицы; слфдовательно м >(->— К 


когда 7% положительное и больше единицы. 


684. Пусть будетъ и положительныхь величинъ а, 6, с, ... В; 
тогда 
отб" е"-+.....-- 6" м ера жк НЙ ) 
7 п 
“ДБ т отрацательная величина или положительная меньше едлницы; 
когда-же 7, оставаясь положительнымъ, будеть меньше единицы, то 
знавъ неравенства оборачивается. Неравенство становится равенствомъ, 
когда вс$ я количествъ равны между собою. 
Это можно доказать пр1емомъ, подобнымъ тому, который употребленъ. 
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въ бт. 681. Предположииь, ЧТО 17 отрицательное, или положительное и 


р 
больше единицы. Тогда ат фт >2(—5 368 ). стат > 9( ©. у | 


——.—щ =—=—=—ыы 


аб ( с-а\т 
дб повательно ат -- теста т > 9 [= У | 


/ чо 2 
а 
нае 
4. 
ы ат-от--ст--а", ганф-неа\” 
слвдовательно (-— =) 


Продолжая идти такимъ образомъ дальше, мы можемъ доказать тео- 
рему въ случа; когда число количествъ будетъ р, если р н$которая 
положительная и цфлая степень 2. Положимъ теперь р—и--и и пусть 


остальныя 7 изъ р величинъ будуть веБ равны между с0б0ю и каждое 
вы $, тд 


а аз-б-нс--...(® членовъ). 
Ы— ——ж—ФУококк 3 


_ п-т... ганб-не+.... 8. 
слъдовательно мм}, 
ИН \ и 
ы о | 4—7" 
слБдовательно або... ну > (пн 5 рае ‚ то-есть 
>. \ / | 


—_ > (ину; 
а потому ао" ст-+.... > и", что и требовалось доказать. 
Подобнымъ-же образомъ мы моженъ доказать остальную часть т6о- 


ремы, именно, что когда 7 будетъ положительное и меньше. едивицы, 
то знакъ неравенства оборачивается. 


Теорема этой статьи можетъ быть доказана также способомъ, по- 
добныиъ употребленному въ ст. 682. 


685. Если 2 и В положительныя величины и хи Вх меньше еди- 
1 | 
ницы, то (1-+2)В меньше ———. 
‚ то (1-2) у | 
Въ сущности намъ нужно показать, что (1-+2)-В больше 1—2, 
Но по теорем ВЮтОНа 
—] -1)(8--2 
(1-52)-8=1— Ия ВН» ВВ 1)8-=2) ,, 
[2 _ |3 
каждый членъ этого ряда больше слфдующаго за нимъ, потому 910 
РИ Ы 
и” Меньше единицы, такъ какъ 2 и 3% каждое меньше единиц». 
СлЪдовательно, какъ и въ ст. 558, рядъ этотъ больше 1 — Вл 


зо фее 7 


НЕРАВЕНСТВА. = 367 


686. Пусть ‘у будеть положительная величина, большая чзмъ В; 


тогда 1-н“/х больше ——— >, всли ТОЛЬКО (1-52)(1—82) больше 1, 


Тян ва 
т.-е. если (у—8)5 больше чЪмъ Вх”, т. е. если у—В больше чЪмъ 
ул. Отсюда мы приходимъ къ слёдующему заключен!ю: если х, Ви\ 
будуть положительныя величины, и ‘/ больше В, то, беря х достаточно 
малыиъ, мы можемъ сдфлаль (1+4) меньше, чфмъ 1-+)х; это 
остается справедливымъ, какъ-бы не былъ малъ избытокъ у надъ 3. 


687. Если х будетьъ положительная величина, то 105 1-+2) будетъ 
меньше 2 
 ВИствительно, положимъ, что баный тогда |1-нх=е/, а 


2 4 3 
: те —... 910 больше, чёмъ У+1. 


по ст. 542, е/=1ну 


2 [3 
Для примфра поставииъ вифсто 2 а рядъ значен1й 
т. 1 105 31 | 1 НЫ И а. 
9 5} 7 .... >ЗМЫ получимъ 1955 <, == то 
а 1 1 1 1 | 
Отсюда, складывая, найдемъ юз аа 


688. Если 2 положительная величина и меньше единицы, то 105(1--2) 
| о Е 
больше х——. 
и | 
| д? 0 2“ г 
Дфйствительно, 105(1--2)=1— В и сл$довательно, 
| 2 


какъ въ ст. 558, мы ВиДИМЪ, что Ю8(1-+2)—(#—5.) есть нЪкото- 
рая конечная положительная величина. | 
689. Если х положительная величина и меньше единицы, то 
ее больше 2. 
ний ‚ 10° ке ИИ —105( 1— ж)= РЕ к я а 
| 1—9. о.3 4 
сл довательно ю—— есть конечная положительная величина. 


_ 690. Сл5дующ три примвра пояснятъ вопросъ о неравенствахъ и 
доставятъ нфкоторые любопытные выводы. 


1.3.5...(2и—1) ВИ _ 8.5.7....(2и-н1) 
2.4.6...0% "”_ -9,4.6...9% ? 


становится безконечно большииъ, и„ обращается въ нуль, х„ обращается 
_ ВЪ нь а „0, становится конечною величиною. 


[. Если и„— то когда д. 


363 | _ НЕРАВЕНСТВА. 


| 1305 2—1 
4 6 2% 
_& потому, по ст. 376 Е Сук (2). 


СлФдовательно по перемножен1и 


а 


| 
К 

Итакъ, увеличивая и, мы можемъ сдфлать и„ меньше всякой дан- 
Ной величины. х 


357 2п-+-1 , 
Подобно этому 9%, 24-6 **" 5% (3), 
| | 4 6 3 27--2 
а потому, по ст. 376 >53 1 (4). 


. ин? 
_ Слфдовательно, по Е Фи" > — 5» ТО-воть > и--1. 


Итакъ, увеличивая и, мы можемъ сдфлать и больше всякой дан- 
ной величины. 


Наконецъ изъ (1) и (4) мы видииъ, что 
1 2+2 п-—-1 ] 
от! то-есть Че, & сл$довательно и яодавно >5; 
а изъ (2) и (3) видимъ, что ие, < 1. 
Такимь образомъ и„о, заключается между си 1, а слёдовательно 
есть конечная величина. 
. Если 0, ®, @ расположены въ нисходящемъ порядк$ своей ве- 
ЛИЧиНы, ТО 


‘т-на\" (па ) 
\ ры 
т—@ \ и—а 

Въ самомъ ДЪлЪ, возьмемъ логариемы отъ обфихъ частей; тогда, 
намъ нужно будетъ сравнить между собою 


и. р 
ие | 
]07—— и 7105 
0 

1—— ее 

7% 
и2 Г. 1 ° ( и 24а ‚И вр! ее. 
ВЕ. 9 Зе Бит у оз Би 


но первое изъ послёднихь выраженй меньше второто. Отсюда заклю- 
чаемъ о справедливости предложеня. 
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Ш. Пусть будетъ и положительныхъ величинъ а, 6, с, ... Е: тогда 
а-нб-нс-н...-н в \атнет. +. а а | 
.(- кала < а"6°с°....К^, 
_ М / 
если только эти я величинъ не будутъ равны, когда неравенство обра- 
щается въ равенство. 


Пусть будуть двф неравныя величины @ и р; докажемъ, что 
а? > >( а-о у: 
: 


Положимъ, что & больше 6; пусть а=е-нх, 6=6— 5. Намъ нужно 


д \6-22 т\6—® ы 
будетъ теперь доказать. что (1) (1) >1, то-есть, что 
д\ 2 
1-* | Е: ]1-+-2 а — 70 
(1— =) —— | >21; или что (1—2 (>) >1, ГД 8—5 


- 


с 
Но логариемъ выраженя ( 


—+-2 \* | 
-) (1—2) равняется | | 


| Ваа--е-+1+... и" +... 
а это есть положительная величина, и такъ какъ логариохъ величина 
положительная, то выражене это больше единицы. 
Теперь это доказательство можетъ быть распространено на случай 
трехъ или бол5е величинъ по способу подобному тому, я бЫЛЪ 
употребленъ въ ст. 682. — 


оадачи слфдующихь трехъ статей инють аналоги съ ь предметом 
настоящей главы. 


691. Разложить данное число 2 на дв части, чтобы ихъ произ- 
веден1е было наибольшииъ изъ возможныхъ. 

Пусть 2 означаетъ одну изъ частей и 2—5 другую часть, и пусть 
у означаетъь ихь произведен1е; тогда намъ нужно будетъ предфлить 
ри у такимъ образомъ, чтобы У имфло наибольшую изъ возможныхъ 
величинъ. Такъ какь у=2(2%—5), то мы имфемъ х“—2ах-ну=0; 
слфдовательно 2=@-Н/ (&^— 9). Но х должно быть дёйствительною ве- 
Личиною, поэтому 9 не можеть превышать а”, а когда у=а”, х=а. 


692. Разложить данное число 2а на тавля двф части, чтобы сумма 
ихъ квадратныхъ корней имфла наибольшее изъ возможныхь значенлй. 
Так какъ |/х-н/(8а—х)=у, то З3а-х=(у—Их) 
=/“— 2 и-нх, и 9—3 /х-4“—За=0; слБдовательно 
Е 
И # =59-25/ (44 —2°). 


Алгебра. | 24 
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693. Найти наименьшее значен!е, какое можеть иифть дробь 
2 а? | 
—- >, при какомъ-бы то ни было значени 2. 


4-0" с а Е 
Положимъ =; тогда # —ву-на: —=0; такимъ образомъ 
ду и 44) 
м —— ииииияиииивыинантиотиичиоинине 
о— 2 


Сльдовательно у’ не можеть быть. меньше 44а” ‚ поэтому наименьшее 
значен1е у будетъ 24. | 
а а? | 
Или такъ: | - +); положимъ, что 2 положительная вели- 


чина, тТоа мы ножемъ представить это выражеше въ видф | 
(и 7.) 24; и Такъ какъ 204 есть величина постоянная, то нап- 
меньшее значене этого выражен1я получается, когда уничтожится по- 
ложительный членъ (и #7) ‚ то-есть когда х=а. Отрицатель- 


г & 2-0? 
ныхъ значенй 2 разсматривать нфтъ надобности, потому что 


_ иметь одно и то-же численное значение при. всякой отрицательной 
величин» д, какъ и при соотв тствующей положительной. 


Прим$ры неравенствъ. 


Въ слБдующихь примфрахъ предполагается, что буквенные символы 
означаютъ положительныя величины; въ извфетныхь случаяхъ нера- 
венства могутъ обращаться въ равенства, подобно тому какъ и въ н%- 
которыхъ изъ статей текста. 


1. Еели @, 6, с будутъ таковы, что всяк1я два изъ нихъ больше 
третьяго, то 2(аф-+фе-+-са) >25 50°. 


2. Если ти —1, и 22+’? 1, то 
м ну пт’ < 1. о 
3. (а-н6—с)*-н(а-не—5)-н(6-нс— а)* > ав-нфе-нса 


1 1 
9 ира 
4. (>) +(;>) >ИКа/ 6. 
5. аб(а--р)-ыъе (ф-но -нса(е--а) > вабе и < (ай °), 


_6. а ФА > 8 абс. 


7. Показать, что 2*—81-+22 никогда не можеть быть меньше 
6, каково-бы ни было значен1е х 
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_8. Что больше: 25°, или Х-Н 1? 
1 1 
9. воли ® будетъ >1, то хн—>1-- РН ИЛИ Ре 
п ИХ 7 


10. Найти наименьшее значен!е ИО. 

11. Разложить данное нечетное т число на два другихъ ц%- 
лыхЪ числа, вииеся которыхъ было-бы наибольшимъ изъ вофхъ 
ВОЗМОЖНЫХ. 

12. Если а>6, тогда И: —5°)-/ (26—57) > 4. 

13. Если а, 6, ©, 4 составляютъ гармоническую прогрессю, то’ 
а--4 > 6 -нс. 

14. Если а, 6, с составляютъ гармоническую прогресс ю и если я 
будетъ цфлое положительное число, то | 

а еее 
д 


и) 


15. Если а> 6, то показать, что > или < 


енот а’) 


смотря по тому, будетъ-ли х больше или меньше |/ (а5). 


16. Если а, 6, с, или 6, с, а, или с, а, 6 расположены ВЪ #С250- 
дящемь порядЕ ихъ величины, то деб--Ь?е-+- са > а 20-4 62а-+с?6; 
если-же— въ восходящемь, то а’6-н?е-н с?а < а?е- ас. 


17. (А-В С-н... (ан? -не*-.. ба .*. 
18. 3(%-н63-нс°)> (а 6 -но(аб-нбе-нса). 
19. 9абе < (а-нв-нс)(-нН?-н-е?). 


_20. птичка, +...) >И (на,)-+/ (на:)-+И/ (а,а,)-+... 


21. Разность между среднимъ ариеметическимъ и среднимъ гео- 
метрическимъ двухъ величинъ меньше одной восьмой квадрата разно- 
_ сти этихъ чиселъ, раздфленнаго на меньшее изъ нихъ, но больше од- 

ной Восьмой квадрата той-же разности раз дфленнаго на большее иЗЪ 
чиселъ. 


и—1\” 
ро. = ( 5 } 
Пы 
_ 23. "> г 


05. 5. (2—1). ит .( Е 


}ы 
26. а’ 6“ с“ > абе(а--ф-н с). | 
27. 8(а3-+- рее» 3(а--Ъ)@--о(е--а) 


< 
$ 
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28. — 24 в 0%. 
те акс а-Ь 
29. (а-=6-— с) >> Табе и < 9(а-—63-—°) 
30. Вели р и 4 каждое будуть меньше единицы, то. 
105(1— 2) = о __ и ва—9 
105.(1—9) `а—р) Ч 
(о С. | Яи— 2 (т—1 


о Е А СЫ: © ОЕ АВЕ. И аи ыы ">л. 
(> С и | Ии—1 О (1 


: | ] 
32. Если 4 и х 0ба заключаются между Фи 1, то 


ГЛАВА Ш 
Теортя чиселъ. 


694. Во всей этой глав слово число употребляется для краткости 
вмфето словъ иЪло0е положительное число. 


695. Число, не дБлящееся безъ остатка ни на какое идея 


‘самого себя и единицы, называется первымь числомь или первоно- 
чальным5. | | 


696. Два числа называются взаимно первыми, когда нзтъ никакого 
числа за исключенемъ единицы, на которое могло-бы дЪлиться 0е3ъ 
остатка каждое изъ нихъ. Вместо выражен1я —два числа взаимно пер- 
выя, можно говорить, что одно изъ нихъ первое въ отношени другого. 


697. Если произведенае аЪ дълитея на какое нибудь число р, 


первое с5 однимь изь множителей а, то друюй множитель Ъ %- 
лится на р. 


Положимъ, что & больше р; будемъ искать общато наибольшаго 
дфлителя между аи 2; пусть 9, 9’, 9’... `будутъ нослфдовательныя 
частныя, их’, г’... посл довательные остатки. Тогда а=14-+”, 
р=7а’-н”, гт=”д"-ну", ... Помножимъ 06% части каждатго изЪ этихъ 


аб 
равенетвъ на би раздьлимъ на 12; тогда получимъ " =64—= —, 


р 
фи ру’ ру ру ру" 
9'—=— ВИ 


ы | 
Такъ какъ г есть н$кот орое цфлое число, то по первому изъ 
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© _ би 
предыдущихъ уравнен1й заключаемъ, что — есть цфлое - же число; 
| | и 
Г 
тогда изъ второго уравнен1я сл$дуетъ, что г будетъ цфлое чиело, а 


#! 


изъ третьяго— что и будетъь цфлое число, и такъ далфе. Но если @ 

и р первыя между собою, то послёдй изъ остатковъ у, и“, х”, .... 
| рЖ1 р. 

есть единица; такимъ образомъ и будетъ цълымъ числомъ, то-есть 


6 дБлится на р. 


698. Если числитель и знаменатель дроби первые между со- 
бою, то такая дробъ не можеть быть выраокена друзою прин 
шею, но равною ей дробью. 

Положимъ, что @ и 6 первыя между собою и пусть, если возможно, 


( а а @ 
> равняется другой, простьйшей дроби т Такъ какъ т= 7! то мы 


будемъ имёть @’ = 


аб’ 
р | 
выя между собою, поэтому в’ длится на 6 (по ст. 697), а это невоз- 


слёдовательно 26’ длится на 6; но 6 на пер- 


01 
можно, такъ какъ, по предположеню, 6’ меньше 6. Поэтому дробь > 


не можетъ быть выражена болЪе ‘простою, но равной ей дробью. 
. я & 
699. Если. числа а и Ъ первыя между собою и =, то а, и 
ь Ъ 


р должны быть соотвьтетвенно равнократными 5 аи Ъ. 
7 


1 


а 9 | ‚а 
Такъ какъ ит: то мы имфемъ а ы 


собою, а`потому 6’ длится на 6; елФдовательно 6’=70, гдз и какое 
нибудь цфлое число, а потому & =я4. 


; ноб и < первыя между 


700. Если произведете арс4... дълится на какое нибудь пер- 
вое число р, то одинь изъ множителей этою произведеня дълится 
на то-же число. _ 

ДЪиствительно, такъ какъ р есть первое число, то если 4 не. д%- 
_ лится на р, то оно первое съ нимъ, поэтому бе должно дзлиться на 

на 17 (ст. 697). Точно также, если 6 не дфлится на р, то оно первое 
съ нимъ, а потому с должно дёлиться на р... Продолжая разсуждать 
такимъ образомь, мы докаженъ, что одинъ изъ множителей произве- 
ден1я долженъ дЪлиться на 2. С 


‚701. Если а", зд п какое нибудь положительное цтлое число, 
дълится на какое нибудь первое число, то и а должно дълиться 
на нею. 
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Это слФдуетъ изъ предыдущей статьи, при предположени, что вс 
иножители равны. 


102. Ёсли какое нибудь число п дълится на р, р’.р’, ... при- 
чемъ вс эти отълители вЫ между собою, то п дълитея также 
и на произведене урр". 

Дфйствительно, такъ какъ и дфлитея на 7, то мы инфемъ и 1—4, 
ГДЗ 0 какое нибудь цфлое число. Такъ какъ 100 длится на р ‚ при- 

чем ри’ первыя между собою, то д должно дфлиться на р; сльдо- 
_вательно 1==0'0’, гд% 9 — какое нибудь пфлое число. Итакъ ==’, 
а потому оно дфлитея на рр’. Продолжая разсуждать такимъ образомъ 
далфе, мы можемъ доказать, что ® дфлитея на рр’р’... 


103. Если числа а и Ъ будуть первыми съ в, то и а будеть 
первое съ с. 

ДЪйствительно, если р не будетъ первымъ съ с, то положимъ, что 
аб=итг и с=7з, тд п, ги $ цфлыя числа; тогда, такь какъ си 6 
первыя съ с, то они будутъ первыми и съ 75$, а слфдовательно и съ 7, 
но аб=ит, поэтому т слфдовательно 6 есть кратное 2 (ст. 699). 


Отсюда сл$дуетъ, что 6 въ одно и то-же время и первое съ м, и крат- 
ное для и—что невозможно. Поэтому аб первое съ с. 


704. Если а и Ъ взаимно первыя, то при т и п утълы по- 
лоэюительныхь ам и |? будуть также взаимно первыми. 

ДЪйствительно, такъ какъ о первое съ 0, то отсюда сл$дуетъ, что 
ажЖа, или а? также будетъ первое съ 6 (ст. 703); подобнымъ-же 0б- 
разомъ 4“ Жа, или аз будетъ первое съ 9; и такъ далфе. Такимъ 0б- 
разомъ 4” есть первое съ 6. Кроиф того, такъ какъ а” первое съ 6, 
то изъ этого слфдуетъ, что оно первое-же и съ ож, или съ 60°; и 
такъ далЪе. 


Въ этой статьБ заключается тот ВыводЪ, на который сдълана 
ссылка ВЪ ст. 2442. 


105. Никакое иълое раилональное амебраическое выражение не 
можеть представлять одни только первыя числа. 

ДЪйствительно, предположимъ, если возможно, что выражене 
анфж-нсж‘--4х-н... представляетъ только первыя числа; положимъ, 
что когда 2—1, то это выражен!е получаеть величину р, такъ что 
р=а--бт-нет” т. ; замфнимъ въ томъ-же выражен1и 2 чрезъ 
и--пр, и положимъ, что значен1е его тогда будеть р’; такимъ обра- 
30мъ р '—а-+ит--ир)--с(т--пр)--а(т--пр)з-+.. ‚ =а- тнт“ 
дтн... И(р)=р-н-М( р), гдф М() означаетъ нькоторое крат- 
ное оть р; итавъ р’ длится на р, а потому оно не первое съ нимъ. 


106. Число первыжь чисель безконечно. 
ДЪйствительно, если число первыхъ чисель не безконечно, то по- 
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ложимъ что 7 будеть намбольшее первое число. Произведен!е всфхъ 
первыхъ чиселъ до 1, то-есть 2.3.5.7.11...р дЪлитея на каждое изъ 
этихъ чисель; прибавимъ въ этому произведен1ю единицу— получимъ 
число, которое не будетъ дфлиться ни на одно изъ этихъ первыхъ чи- 
селъ; слБдовательно это число или будетъ первымъ, или будетъ д5- 
литЬься на нфкоторое первое число, большее чфмъ р; такимъ образомъ 
р не будетъ наибольшимъ числомъ, что противор$читъ предположен1ю. 
Слфдовательно, число первыхъ чиселъ безконечно. 


107. Если а первое съ Ъ, и количество а, За, За, ... (—Т)а 
будемь дълить но, то остатки всъ будуть различны между собою. 

ДЪйствительно, предположииъ, если это возможно, что два изъ 
этихъ количествъ 774 и та, по рр на 6, дадутъ одинъ и тотъ 
же остатокъ 7, такъ что 


та=ифг и та= их: 


тогда, (и—т да—(и—я )6; 
[й/ 7—7. 
4& ПОТОМУ ай почин 


отсюда слфдуетъ, что #—7' есть кралное отъ 6 (699); но это невоз- 
МОЖНО, такъ какъ 7 и т’ оба меньше 6. 


108. Число можеть быть разложено на первоначальные мно- 
жители только однимь способом. 

Пусть № будетъ н%которое число, и предположимъ, что №==а6са... 
гд$ а, 6, с, 4, .... первоначальныя числа равныя или неравныя. по 
ложимъ, если это возможно, что № также=а3уд ..., гдё а, В, |, 9 
.... Друйя первоначальныя числа. Тогда абед....— ава... отюда 
олфдуетъ, что «64... должно дфлиться на &, а слФдовательно на него 
долженъ дфлиться одинъ изъ множителей этого произведен1я; но эти 
множители вс первоначальныя числа, а потому & должно быть равно 
одному изъ нихъ, положимъ @. Раздфливъ 06% части на а, или 0, полу- 
чимъ 0с4...=81\5...; здЪеь мы можемъ доказать, что 3 должно рав- 
няться одному изъ множителей произведен1я 6с4..., и такъ далфе Та- 
кимъ образомъ множители @6са.... не могутъ быть различны съ мно- 
жителями Ву... 


_ 109. Найти наибольшую степень первоначальнало числа а, 60- 
держащелюося въ произведении |т. 


т 
Означимъ чрезъ / (|. наибольшее цфлое число, содержащееся въ, 
7 
чрезъ К; э наибольшее цёлое число, рнанин въ дз» Чрезъ 


77 
(> =) наибольшее к число, содержащееся ВЪ - 3: И ТАКЪ ме 
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тогда наивысшая степень а числа @, содержащаяся въ 


2%, будетъ (-- + ь К =) 5. 


| | | т 
ДЪйствительно, между числами 1, 2, 3, ... т сушествуетъ (>), 

такихъ, которыя содержать @ по крайней м$рф одинъ разъ, таковы 

числа а, За, За, 4а, .... Точно также между ними есть (=), содер- 


жащихъ а? по крайней м$р% одинь разъ; и такъ далфе. Сумма этихъ 
выражеюмй и есть искомая наибольшая степень. 

Пояснимъ это предложен1е численных примфромъ. Положимъ, на- 
примЗръ, что #=14 и &=2; такимъь образомъ, намъ нужно найти 
наибольшую степень 2, заключающуюся въ |14. 


оДЪеь Ц )=т, (-г)=3, (=) = 1. Такимъ образомъ, 


искомая степень есть 11. Это значить, что |14 длится на 2"',; и не 


ДЪлится ни на какую высшую степень 2. Посмотримъ теперь, какъ 
образуется это число 11. Изъ множителей 1.2.3.4......14 только семь 
ДФлятся на 2 по крайней мфр$ одинъ разъ, именно 2, 4, 6, 8, 10, 12, 
14, а между этими есть три множителя, которые могутъ раздфлиться 
на 2 въ другой разъ, именно 4, 8, 12; между послфдними есть один 
множитель, могущай раздлиться на 2 въ третй разъ, именво 8. 

отсюда И ВИДЪНЪ 60060бЪъ, Какимъ составляется число 7 +31, 
то-есть 11. 


_ 110. Мроизведене всяких п посльдовательныгь 41ъ 45155 чисель 
_ бъдится на п. — 


Пусть 7—1 будетъ первое изъ этихъ цфлыхь чисель; тогда наиъ 


(т—-1)(т-н2)....(т-нп) 


нужно будетъ доказать, что будетъ пЪлымЪ 


Й 
числомъ. Помножимъ числителя и знаменателя этого выражен1я на Ш 
[ак | Р 
тогда оно обратится въ т т й ‚ которое мы обозначимъ чрезъ 0. Пусть 


а будетъ какое нибудь первоначальное число; означимъ чрезъ 7’, 7», 


’., ... Наибольшая цфлыя числа, заключающ1яся соотвфтетвенно въ 
т--п тп тп 


.; означимъ чрезъ $1, $,, $.) .. наибольшия чи- 


а’ а’ 
: р 77% 77% 77% 
_ сла, содержашляся соотвЪтетвенно въ 1’ паз сз *""*; И НаКОНець озва- 
чимъ чрезъ &,, &, #., .... наибольния ифлыя числа, заключающтяся со- 


отвфтетвенно въ т, -в ‚.. Тогда окажется, что иножитель а въ Р 
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будетъь возвышенъ въ степень 7",7”,-+^.-+...; тоть-же множитель въ 
© будетъь возвышенъ въ степень $,-5,-+8.-+....-НИ-НЬ-НЫ-+..... Во 
‘легко показать, что 7, будетъ равенъ или $, +#, или $,+#-—1, что 
у, будетъ равняться или $,-Н$,. или $,+7,+1, п такъ далфе. Та- 
кимъ образомъ оказывается, что @ въ Р будетъ возвышено по крайней 
изр$ въ ту-же степень, въ какой оно содержится въ @. Точно 
также всяк1Й первоначальный множитель, заключающИЙся въ (), заклю- 
чается и въ Р по крайней м$рф въ той-же самой степени, какъ и въ 
(). Слфдовательно Р дфлится на (. 


7111. сли п будеть какое нибу первоначальное число, то 
кооффищенть каоюдаю члена въ разложети (а+Ъ)”, за исклю- 
ченаемь первало и посльдняю, дълится на п. 


Въ самомъ дфл%, обний видъ коэффищентовъ, за исключен!емъ пер- 
п(п— 1)...(и-—7-НТ) 
й 
кое значен1е отъ 1 до и—1 включительно. Но по ст. 710 это выра- 
жене есть цзлое число; равнымъ образомъ, такъ какъ и есть первона- 
чальное число и больше 7, то ни одинъ изъ множителей, содержа- 
ЩИХСЯ ВЪ и, не можеть быть дфлителемъ 7; поэтому необходимо, чтобы 


(п—1)(и—2) ...(и—т--1Т) двлилось на |”. Отсюда заключаемъ, что 


каждый коэффищентъ, за исключенемъ перваго и послфдняго, дълится 
на 7. 


12. Если п будеть какое нибудь первоначальное число, то 
коэффииленть каждило члена въ разложени (ач--не-нй-=...) | 
за исключенемь коэффииентовь при а’, Ъ, с", 4, ... бюлится 
на п. 


ваго и послЬдняго, есть —— ‚ тд% г можеть имЗть вся- 


Замфнимъ б--с--й-+... чрезъ 8; тогда 
(а--б-не-+а-+...."=(а- В). 
По ст. 711, каждый коэффищенть разложея (а--В)” длится 


на 7, за исключенемъ коэффищентовъ при @”’ и В”, причемъ эти по- 
слдне коэффищенты равны единиц®. Положимъ также, что 


В" — (6-не-на-н.. № ={@-ну)?; | 
ВСЯ м. въ разложени. (6-=7у)” дфлится на ®, исключая 


коэффищенты при 6” и у". Продолжая разсуждать такимъ образомъ, 
мы убфдимся въ справедливости высказаннаго предложеня. у 


713. Если п будетъ нъкоторое первоначальное число и М 0у- 
деть первое съп, то №—1— 1 будеть кротное для п. (Теорема Фермата). 


_ На основанти предыдущей статьи 
(а--ь-не-на-=..-н = тн а"-н...-- Р-н Им), 
г (и) означаеть н®которое кратное отъ 7. Положимъ, что каждая 
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изъ величинъ @, 6, с, 4,....К равна единиц и допустимъ, что ихь 
будеть №; тогда № = М--М(®); а потому ММ 1—1 =М(@. 
Такъ какъ № и ® первыя между собою, то отсюда слфдуетъ, что 
№"—‘—1 дълится на и. = | 
Такимъ образомъ мы можемъ сказать, что №‘ =1-нри, гд% р 
есть нЪкоторое цфлое положительное число 


714. Такъ какъ въ предыдущей стать я есть первое число, то%—1, 
за исключен1емъ случая, когда и=2, будеть четнымь; поэтому мы 
можемь выразить эту теорему еще такъ 


т и 
(№ * —1)(М *° 1 =М(. 
зле. чт: 
поэтому пли М *° —1, или № ° 1 должно дфлиться на Я, такъ 


й—1 


что М * =ри--1 или-же=ри—1, тд р нфкоторое положительное 
Цфлое число. 


715. Слфдующая теорема предетавляеть распространен1е Фермато- 
вой. Пусть я будетъ нфкоторое число и пусть 1, @, 6, с,... п 1 будутъ 
числа меньш1я 7 и первыя съ нимъ; положииъ, что такихъ чиселъ бу- 
детъ 72. Гогда при подетановк$ вмЗото. х одного изъ 2% предыдущахъ 
чиселъ, кромЪ единицы, будемъ имфть х"—1 = (9). ДЪйствительно, 
помножимъ вс эти 7% чисель на ‘одно какое нибудь изъ нихъ, исвлю- 
чая единицы и обозначимъ этоть множитель буквою 4; тогда мы по- 
лучимъ 1.х, ах, 6х, сх, .... (п—1)х; вбЪ эти произведенмя будуть 
различны между собою и первыя съ п. Легко показать, что по раздз- 
лени этихъ произведенй на я, вс остатки будуть различными и 
первыми съ п; такимъ образомъ остатки эти должны быть преж- 
ними числами 1, ©, 6, с, .... "1; они могутъь быть не въ томъ-же 
самомъ порядк$, но это безразлично съ той точки зр$н1я, какую мы 
имфли въ виду. Отсюда сл$дуетъ, что произведенте новаго ряда 7 чи- 
сель 2, ах, 6х, ст, ... (п—1)х можеть отличаться отъ произведеня 
прежнихъ 70 чиселъ 7олько какимь нибудь кратнымь оть п; тавииъ 
образомъ 
2тафс...(п—Т)==абе.....(и—1)-н= И. 

Такъ какъ два изъ трехъ членовъ, входящихъ въ это тожество, дЪ- 
лятея на 06с.....(и— 1), то и тремй членъ точно также долженъ д%- 
литьея на это произведене, и такъ какь а6с....(и —Т1) первое съ м, 
то частное отъ дёлен1я 1/(9) на а0с....(и— 1) должно быть опать н$- 
которымъ кратнымъ отъ 7 и можетъ быть обозначено чрезъ /И(®); та- 
кимъ образомъ — 

дт—1--М(т) и х"—1 = М(я). 


116. Мы выведемъ теперь Ферматову теорему, пользуясь заключе- 
н1емъь, къ которому пришли въ предыдущей стать. Положимъ, что 
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п первоначальное число; тогда числа 1, 2, 3, 4...(и—1) ве ока- 
жутся первыми съ и; такииъ образонь т=и— 1. Слфдовательно 
д" 1—1] = (т), ГДЗ Хх какое нибудь число, меньшее 7. Пусть те. 
перь у означаетъ н$которое число, большее чфиъ я и первое съ нимъ; 
тогда мы можемъ предположить, что у=ря--х, гд$ р н$которое цз- 
лое число, а х меньше 7. Поэтому 

и (ринит АН (и— 1)” рп... =а”-1 + М(); 
но мы уже показали, что 2” 1=1-- (я); такимъ образомъ 

ит =—1-5 И) и у 1—1 = М(®). 

Итакъ Ферматова теорема доказана. 

717. Если п какое нибудь первоначальное ие: то 1+ 0—1 
дълится на п. (Теорема Вильсона). 


По ст. 549 мы имфемъ 
и—1=@—1'— ии 


„0—2 уе), 
1.2 1.9.3 
по теорем8 Фермата мы имфемъ 
(и 1)" =1-нрт, (и— 2—1 =1 рт, (и— 3)“ = а, ыы 
тд р.) 2., Р.,... цфлыя положительныя числа. Поэтому и—1 = (я) 


(и—1)(и—2) (и—1)(и—2)(и—3) , 

1 — (ип соли $ ОИ 128 о ...9 
19 _— 
венъ (1—1) *—(— 1)" *, т. е. равевъ —1, такъ какъ и—1 всегда 
есть четное число. Такимъ образомъ. и—1=2(и) —1; сл довательно 


1--|и—1 длится на 9. 


и - 


рядъ 1—(и—1)} ‚ состоящий изъ я— 1 члена, ра- 


Если п не есть первоначальное число, то 1--и—1 не будеть 


длиться на я. ЛЪйствительно, положимъ, что р есть одинъ изъ мно- 
жителей 7; тогда 2 меньше, ч$иъ я—1, исл5довательно п—1 Длится 


на 72; отеюда слвдуетъ, что 1+ и—1 не дфлится на р, а а слёдова- 
тельно не дфлится и на 7. 

118. Изъ теоремы Вильсона можно вывести сл$дующее заключение: 
_ если 2р--1 первоначальное чиело, то | рен (—1)? длится на 2р-+1. 


_ Шо теорем8 Вильсона, такъ какъ 2р-—-1 первоначальное число, 
1+ 2р Длится на 2р-+1. Поставимъ я вм$ето р-н 1; тогда |2 можно 
напиеать такъ: 1(и— 1)2(и—2)3(и—3)...р(п—р); предполагая, что 
эти иножители перенножены на самомъ дЪлф, мы очевидно получимъ 
(— 12) 122*3”...2” вифетБ съ нёкоторымъ кратнымъ отъ #7. 
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Отсюда слфдуетъ, что 1+(—1)Р]| р’ должно дфлиться нам, а слё- 
довательно } аи Я должно дълиться на п. 


119. Пусть х означаеть какое нибудь цфлое число; тогда число 
цфлыхь и положительныхъ чиселъ, меньшихъ х и первыхъ съ д мы 
будемъ означать чрезъ 1/2). | 

Возьиемъ наприм$ръ цзлое и положительное число 12; тогда будетъ 
4 цзлыхъ положительныхь числа, меньшихъ 12 и первыхъ съ 12, 
именно 11,7, 5, 1; такимъ образомъ 1(12)=4. 


720. Если ш первое съ п, то Шт п)=Т(ш) Х (в). 

Дъйствительно, пусть 1, а, 6,... т—1 будуть цфлыя положитель- 
ныя числа, меньшя 7% и первыя съ 7; тогда, если одно изъ нихъ озна- | 
чииъ чрезъ 7, то слБдующя я  ВЛЫТЬ и положительныхъ чиселъ. `ВС$ 
будутъ меньше 177 и будутъ первыми съ 7: 

у, ет, У, ... бр, 

И всякое положительное пЪлое число, меньшее ч$мъ 777 и первое 
съ 7%, должно быть вида г-+рт, гд$ р можетъ быть нулемъ или ка- 
вимъ нибудь цфлымъ положительнымъ числомъ, меньшимъ 7, & 7 какое 
нибудь изъ чиселъ 1, 0, 60,... т—1 также цзлыхъ и положительныхъ. 

Отсюда мы видимъ, что число цфлыхъ и положительныхъ и, 
меньшихь 7 п первыхъ съ 7 равняется их Ё(т). 

Между цфлыми и положительными числами, меньшими чфмъ 77 и 
первыми съ 7, мы должны опредфлить теперь тз, которыя будутъ пер- 
ВЫМи также и съ я. 

Пусть 7 означаетъ то-же, что и прежде. Если мы разд$лимъ каж- 
дый изъ членовъ ряда 


у, Ут, ин-т, ... г-н (и—Тут 


на и, то остатки всё будуть различными; это можно доказать по спо- 
собу ст. 107; такимъ образомъ остатки должны быть 0, 1, 2,...И— 1; 
хотя они могутъ и не быть непреифнно въ такомъ порядЕ. Если какой 
нибудь остатокъь будетъ первымъ съ и, то и соотв тствующее дфлимое 
будеть такъ-же нервымъ съ 7; и наоборотъ, если какое нибудь дФли- 
мое будетъ первымъ съ и, то и соотвфтетвующиЙ остатокъ будетъ пер- 
вымъ съ я. Отсюда слфдуетъ, что между и” цфлыии и положительными 
числами предыдущаго ряда находится Г”) такяхъ, которыя будутъ 
первыми съ я. И такъ какъ это справедливо для каждаго подобнаго 
ряда цвлыхь чиселъ, что мы уже видфли, то отеюда слёдуетъ, что 
Итп)= Шт) х Ки). 

Слфдовательно, если [, т, п вб$ будутъ первыми между ие то 
мы будемъ им ть 


Гтт)= Тт) х Г(п)= ОХ [(т)х Т(п); 


то-же будетъь справедливо и для всякато числа множителей ВзВИиНо 
первыхъ между собою. 
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121. Найти число цьлыхжь и положительныхь чисель, меш- 
миль нькотороло данноло числа ц первыхь между собою. 

Пусть это число будетъ №, и положинъ во-первыхъ, что М№М==арР, 
тД$ а есть нфкоторое первоначальное число. Единственные члены ряда 


1, 2, 3, 4...М№ не первые съ М будуть а, 94а, За, 4а.... —_ @; Такихъ 


№ 
_ членовъ будетъ — Отбросивъ эти кратныя @, мы получимъ въ остатк» 


< 


М. 1 
и—— т, е. № (1—) членовъ; итакъ вофхъ цфлыхь и положитель- 


1 
ныхь чиселъ, меньшихь М и первыхь съ М будеть № ( —-) 


Предположимъ теперь, что №=0а7696"...., тд @, 6, с,... первона- 
чальныя числа. — 
Тогда на основ. ст. 720 имфемъ, по первому случаю. 


ГМ) = Гар) х (УЖ Це)ж... 


—аР (1—2 )х (1—1) хе , (1—1) х.. 


Такимъ образомь окончательно, если №М= 02696" ?.. ‚ ТД а, 6, с, Ц... 
первоначальныя числа, то число цфлыхъ и положительныхъ. чиселъь 
меньшихъь Л и первыхъ съ Л будетъ 


(5-3). 


Нужно замЪтить, что въ этой теорем$ единица разсматривается 
также какъ одно изъ цзлыхъ и положительныхъ чиселъ, меньшихъ № 
и первыхъ съ №. 


122. Найти число дълителей какою нибудь даннало числа. 
Пусть Л означаеть данное число и положимъ, что ЛМ=0Рбчс’... 
_ тд а, ©, с... первоназальныя числа. Очевидно, что М будетъ длиться 
на всякое число, составленное изъ произведеня степеней а, 6, с..., 
лишь бы показатель степени @ заключался между О ир, показатель 
степени б— между 0 и 0, показатель степени с—между О иу, ит. д.; 
и никакое другое число не будетъ лить №. Слфдовательно дфлителями 
№ будутъ различные члены произведен1я 


(1-нанан..-наР)(1-Ь-нб?-н..-- М) (1-не-нс”-....с')...; 


и число такихъ джлителей поэтому будетъ (р 1)(9-+1)(-+1)... Между 
этими дфлителями заключаются также единица и само число 


723. Найти. сколькими способами данное число можеть быть 
разложено на два множителя. 

Пусть № означаеть данное число, и положимъ, что М= 69". 
д а, 6, с... Е числа. Предположимъ во-первыхъ, что м 
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не есть точный квадратъ; тогда по крайней м8 рф одинъ изъ показателее 
р, 4, т,... будетъь кечетнымь числомъ, и въ такомъ случа искомой 


число будетъ 5 (р-+1)(9—+1)(7-+Т)..., потому что будетъ два дфли- 
теля Л, соотв$тетвующ!е двумъ сповобамъ, которыми М можеть быть 
разложено на два множителя. Теперь предположимъ, что М точный 
квадратъ; тогда всф показатели 7, 9, 7,... будуть четные; искомое 
число найдется, если произведене (2-+-1)(9-+1)(7-+ 1)... мы увели- 
чимъ на единицу и возьмемъ половину этой суммы; потому что въ этомъ 
случа квадратный корень изъ Л есть одинъ изъ дфлителей, и если 
мы примемъ его за одинъ изъ множителей М, то и другой множитель 
равенъ ему-же, такъ что только одинь дфлитель остается отъ этого 
способа разложеншя Л на 0в% множителя. 

Нужно зам тить, что въ этой теорем$ №Мх1 разсмалривается Какъ 
ОДИНЪ ИЗЪ спобобовъ разложентя М на два множителя. 


124. Найти сумму дълителей даннойо числа. 
Согласно съ обозначенемъ ст. 722 эта сумма равняется 
(1-на-на”-+...-+аР)(-нь-но?-н...-- 9) (1-не-не?-н...-н0) 
аР--1-—| 1 1 

м1 о Ш 


725. Найти, сколькими способами данное число можеть быть 
фазложено на два множителя, взаимно первые между собою. 

Пусть данное число будеть №М=аР69’... какъ и раньше. Такъ 
какъ два множителя должны быть первыми между собою, то кавыя ни- 
будь степени & не могутъ встр®чаться въ обоихъ иножителяхъ, Н0 ка- 
кая нибудь степень а? должна встрфчаться лишь въ одномъ изЪ этихъ 
множителей. Подобнымъ образомъ 67 можетъ вотр$чаться также лишь 
ВЪ ОДНОМЪ ИЗЪ МНОЖиТелей, и такъ далфе. Слдовательно искомое число 
способовъ равняется половин$ числа дфлителей 46с... и слфдовательно 
будетъ равняться 2”—", гдф я есть чиело различныхь при мНожЖи- 
телей, встрёчающихся въ М. 


то-есть 


Примзры иЗЪ вн чиселъ. 


1. Если ри 9 пзлыя числа ир +9 число четное, тои р—0 так- 
же будетъ четное. 


2. Найти наименьшй множитель числа 3234, чтобы произведено 
обратилось въ точный квадратъ. 


3. Найти наименьший множитель, чтобы произведене его и числа 
1845 было точнымъ кубомъ.. 


4. Найти наименьшай иножитель числа 6480, чтобы произведене 
обратилось ВЪ ТОЧНЫЙ р 
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5. Найти наименьший множитель, чтобы произведен1е его и числа 
13168 было точнымъ кубомъ. 


6. Еели сумма нфкотораго нечетнаго квадратнаго числа и нъкото- 
раго четнато квадратнаго числа есть также кваиратное число, тогда 
четное квадратное число дЪлится на 16. 

7. Всякое квадратное число бываетъ или вида 57, или вида би-1. 

3. Всякое кубическое число бываетъ или вида 7, или вида 77-1. 


9. Если какое нибудь число одновременно и квадратъ, и кубъ, то 
оно имзетъ видъ 7и или 7-+1. 


10. Никакое квадратное число не бываетъ вида 3—1. 

11. Някакое треутольное число не бываетъ вида 3—1. 

12. Еели 7 какое нибудь число, 4 разность между я и ближайшниъ 
къ нему, но большимъ его квадратнымъ числомъ, иб разность между 


1 и ближайшимъ къ нему, но меньшимъ его квадратнымъ числомъ, то 
и—@6 есть квадратное число. 


13. Если разность двухъ взаимно простыхъ чиселъ деть в какимъ 
нибудь нечетнымъ числомъ, то всякая степень ихъ сумиы будетъ пер- 
вою 60 всякой степенью ихъ разности. ый 

14. Если имфемъ три числа, изъ которыхъ одно есть сумма двухъ 
другихъ, то удвоенная сумма ихъ четвертыхъ степеней есть квадратное 
число. 

15. Показать, что 2—1 и (х—1)" даютъ одинаковые остатки при 
дБлеши на 7, если % первоначальное число. 

16. Если 2р-+-1 будетъ первоначальное число и если чиела 1”, 
В ны будемъ дфлить на 2р-+-1, то вс остатки будутъ различны. 

‚ Всякая четная степень всякаго нечетнаго числа бываетъ вида 
ви. 

18. Всякая нечетная степень 7 бываетъ вида 8—1. 

19. Если ® какое нибудь цзлое число, то 7?—и-—н+-1 не можеть быть 
квадратнымъ числомъ. 

20. Если я какое нибудь нечетное цёлое число, то 23+ 1 не мо- 
жетъ быть квадратнымъ числомъ. 


21. Если аи х пфлыя числа, то наибольшее значее выражен1я 
о * 


ах— 92° есть цфлое число, которое равно или меньше 5. 


22. Показать, что п(и-—-1)(2и-=7) всегда дфлится на 6. 
23. Еели 7 нечетное число, то (%—1)(и-н-1) дблится на 24. 
24. Если п нечетное число, не дЪлящееся на 3, то” 5 дфлится на 6. 


‚25. Если и ифкоторое просчнии число большее 5, то *—1 
длится на 240. 
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1? ый 
26. Показать, что 190 24 50 О будеть цфлымъ числомъ, если 


% пфлое число. 
от. Показать, что 9'— всегда длится на 42. 


28. Если я нфкоторое первоначальное число, а х какое нибудь ц%- 
лое, то доказать, что 2” и 5 будуть имфть одинаковые остатки при. 
дълен1и на #9. 


29. Если которое первоначальное число и Л первое съ п, то. 
№"—1 длится на 7?, когда т=я(и—1). 


30. Если ® какое ира первоначальное число большее 2, Исключая 
1, то 9°—1 дфлитея на 56. | 


_ 31. Если м какое нибудь первоначальное число большее 2, & № 
какое нибудь нечетное число первое съ и, то №_*—1 дфлитея на 8и. 


32. Если п какое нибудь первоначальное чиело большее 3, и № 
первое съ я, то М”— М дфлится на 6я. 


33. Если я и М различныя первоначальныя числа, и каждое изъ 
нихь больше 3, то №"_1—1 дфлитея на 247. 

34. Показать, что 1-27 37-+...-+(7п)” есть кратное оть я, 
если 7 нЪкоторое первоначальное число большее 2. 


35. Показаль, что 10-я степень какого нибудь числа можеть быть 
представлена въ видЪ 117 или 11-1. 


_36. Показать, что 12-я степень какого нибудь числа можеть быть 
представлена въ вид 13% или 187-+1. 


37. Показать, что 9-я степень какого нибудь числа можеть быть 
представлена въ видБ 19 или 19-1. 


38. Показать, что 11-я степень какого нибудь числа можеть быть 
представлена въ вид$ 237 или 23и-Е1. 


39. Показать, что 20-я стенень какого нибудь числа можеть быть 
представлена въ вид$ 25" или 25и-+1. 


40. Сколько есть цфлыхъ и положительныхъ чиселъ, меньшихь 140 
и первыхъ съ чиеломъ 140? 


41. Сколько есть цёлыхъ и положительныхъ чиселъ, ‘меньшихь 360 
и первыхъ съ 360. 


42. Сколько есть пфлыхъ и положительныхъ чиселъ меньшихъ 1000 
и первыхъ съ этимъ чиеломъ 1000? 


43. Сколько ееть ПЛЫХЪ и положительныхъь чиселъ я ЕНЬШИХЬ 
3"ХТЖИ и первыхъ съ этииъ числомъ? 


44. Сколько есть цзлыхъ и положительныхь чисель меньшихъ чъиъ 
10” и первыхъ съ этимъ чиеломъ? 


45. Найти число дфлителей 140. 
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46. Найти число дълителей 1845. 


47. Найти, сколько дфлителей въ числё |9 и вычислить сумну этихь 
дълителей. 


_ 48. Найти, сколькими способами число 1845 можетъ быть разложено 
_на два множителя. | 


49. Сколькими способами можно разд лить линНо въ 100800 дюй- 
мовь длиною на равныя части, чтобы каждая изъ нихъ была кратной 
СЪ ОДНИМЪ ДЮЙМОМЪ. 


50. Сколькими способами можно раздфлить четыре прямыхъ угла 
на равныя части, чтобы каждая изъ нихъ была кратною угловой еди- 
ницы, если за единицу принимается а) градусъ и Ъ) градъ. 


51. Сколько различныхъ цлыхЪ и ПОЛОЖительныхъь рфшенй пиБетъ 
уравнен1е ху=: 107? 
52. Если м какое нибудь число, 2 число его двлителей и Р про- 
® 
изведен1е этихъ дв лителей, то показать, что Р=М? и что №” всегда 
полный квадратъ. 


53. Найти наименьшее число, _имВющее 30 дёлителей. 

54. Найти наименьшее число, ииуфющее 64 дфлителя. 

55. Предположимъ, что & первое съ б и пусть рядъ величинъ 4&, 
24, За,...(6—1)а раздфленъ на 6; доказать, что сумма частныхъ, 
происшедшихъ отъ какихъ нибудь двухъ членовъ, равно отстоящихъ отъ 


начала п конца ряда, будетъ равна а—1 и что сумма соотвзтетвую- 
щихъ остатковъ будетъ равна 0. 


56. Если произвольное число квадратныхъ чиселъ мы будемъ д$-. 
лить на нфкоторое данное число и, то при этомъ не можеть быть больше 


. 7 | а 
ЧБМЪ — Ее остатковъ. . 


и. Найти общее радрональное, выражение для 2 и у, которое удов- 
летворяло-бы уравненю 140%5=98. 


58. Если", основан!е ариеметической системы, будетъ первоначальное 


о 


1 
число большее. 2,1 то будетъ существовать —5  Различныхъ цифръ, кото- 


рыми могутъ оканчиваться квадраты чиселъ въ этой систем$. 


59. Если какое нибудь число я можеть быть разложено на сумму 
р квадратовъ, то 2(2—1)п можеть быть разложено на сумму р(р—1) 
квадратовъ. | 

60. Если 2 н%которое дфлое. положительное ‚ число, то 2*"+15и—1. 
Ълится на 9. 


Алгебра, | —_ _ 95 
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61. Если Р, означаетъ сумму произведен первыхъ % чиселъ, взя- 
тыхъ вифетв по, то 1+-Р.+Р»-+...-НР,—: есть кратное отъ |. 


62. Показать, что 100-я степень нфкоторато числа можетъ быть 
представлена въ вид$ 1257 или 1257-+1. 


ГЛАВА ГИ. 
Теор!я вЪроятностей. 


126. Еели какое нибудь событ1е можетъ произойти въ а случаяхъ 
и не произойти въ 6 случаяхъ и если вс$ эти случаи равно возможны, 


а а, | 
то вфроятность того, что событ1е случится, будетъ аа, а вБроятность 


| р | 
того, что оно не случится, будетъ и На это можно смотрЪть, какъ 


на опред$лен1е слова въроятноеть въ матенатическихь сочинентяхъ. 
Чтобъ показать соотвётетв!е этого опред$лен1я съ обыденнымъ понят1емъ 
о в5роятности, даютъ иногда сл$дующее пояснене: ВЗроятность того, что 
какое нибудь событ1е случится, по самой сущности дфла, должна относить- 
ся къ въфроятности того, что оно не случится, какъ &къ 06; поэтому в$- 
роятность того, что оно случится относится къ сумм СВХ случаевъ, 
когда оно можетъ и не можетъ случиться, какъ 4 кь аб. Но событе 
должно или случиться, или не случиться, слфдовательно сумма в$роят- 
ностей того, что оно случится, и того, что оно не случится должна быть 
достовфрностью. Поэтому вфроятность того, что событе произойдетъ, 
должна относиться къ достовфрности, какъ а къ аб. Такъ что если 
мы примемъ эту несомнфнность или достовфрность за единицу, то в$- 


0 
роятность того, что событе случится, представится дробью А 


1271. Отсюда слфдуетъ, что если р есть вфроятность въ пользу 60- 
быт1я, то 1—7 будетъ в5роятность противъ события. 


128. Слово шансь часто употребляется въ математическихъ сочи- 
неняхъ какъ синонимъ с0 словомъ въроятность. 


729. Когда в$роятность того, что событ1е случится къ вфроятности 
того что оно не случится относится, какъь @& къ 6, то вь обыкновенной 
_р5чи ео выражаютъ такимъ образомъ: вфроятность 6% яользу событя 


равна — >. & вфроятность иротивъ событ1я равна хо 
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7130. Положимъ, что ожидаются нзеколько событй 4, Б, С, и пр. 
такъ что должно случиться одно событ1е, и одно оно только и можетъ 
случиться; предположииъ еще, что а, 6, с... будутъ числа случаевъ, въ 
которыхъ каждое изъ этихъ событ!й соотвфтственно можеть случиться, 
и что всф эти случаи одинаково возможны; тогда вфроятности событй 
будуть соотвфтственно пропорщональны числамъ а, 6, с, и пр. Бу- 
демъ для простоты разематривать только три событ1я, тогда со- 
быте 4 можетъ произойти въ @ случаяхъ изъ вефхъ ано-нс слу- 
чаевъ и можеть не произойти въ б-нс случаяхъ; слфдовательно по 


|} 
ачб-с 


Подобнымъ образомъ 


ст. 726 вЪроятность, что „4 произойдетъ будетъ ‚& вфроят- 


_ ос 
ность, что оно не произойдетъ, будетъ : 
ано-с 


и ввроятность, 


вфроятноеть, что сл и событе Б. будетъ ———— 
Я ЫТ УД 


| ь С 
что случится событе С будетъ ——. 
анонс 


7131. Пояснимъ теперь принвромъ математическое пониман1е слова 
въроятность. 


Если 7 разныхъ шаровъь 4, В, С(С,... положены въ изшокъ и если 
кто нибудь будетъ вынимать шары по одному, то вфроятность, что онъ 


1 в: в 
вынеть шаръ А, будетъ у вфроятность того, что вынутый шаръ бу- 
| в. 
детъ или 4, или В, выразится ре. 


Если при томъ -же предположеши вынимать въ разъ два шара, 
то вБроятность, что это будуть шары 4 и В, выразитея дробью 


1) _ Дьйствительно, число разныхъ паръ шаровъ будеть то-же 


самое, какъ число сочетанй я предметовь по два, то-есть 2 и(и— 1); 
всякую изъ такихъ паръ одинаково возможно вынуть, поэтому в$роят- 


ность вынуть какую нибудь опреджленную пару будеть 1:27(и—1), 
то-есть 
п(и— 1) 
ино еще, что въ изшк® заключается 3 р инь. 4 черныхъ 
и 5 красныхъ шаровъ, и кто нибудь будетъ вынимать ихъ по одному. 


Вфроятность, что онъ вынеть бфлый шаръ, будеть — ‚ вфроятность 


3 

12 ' 
и вфроятность, что это бу-. 
* 


что это будетъ черный шаръ, равняется — 15 
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о Но положимъ, что нужно вынуть 
4 


вразъ два шара: найдемъ вфроятность различныхъ случаевъ, кав1е мо-. 


тутъ произойти. Число паръ, какое можно составить изъ 12 предметовъ, 


будетъь 5.12.11, то-есть 66. Число паръ, которыя можно составить 


ИЗЪ 3 оБлыхъ шаровъ, есть 3; сл$довательно вЪроятность вынуть два 


3 
бЪлыхъ шара будеть с . Подобнымъ образомъ вФроятность вынуть два 


г | 
ерныхь шара будетъ бе вфроятность вывуть два красныхь шара бу- 


детъ 6" Точно также, такъ какъ каждый 0$лый шаръ уожеть войги 


въ сочетан!е еъ каждымъ чернымъ шаромъ, то число наръ состоящихь 
изъ бълаго и чернато шара будетъ 3Ж4, то-есть 12; сл$довательно 


эАролтиость нынуть вразъ белый И | черный ие будетъ = . Шодоб- 


| 20 
НЫМЪ- Же ны Бролтност ВЫНУТЬ черный и красный ни бдеть 66 


си иены вынуть красный и бфлый Ш аръ деть т умна всфхЪ 


шести вфроятностей, представляющихся намъ, въ точности равна еди- 
_ НИЦ%, т.-е. достовфрности, какъ и должно конечно быть. 

Дадимъ еще одинъь примфръ изъ отрасли, представляющей важное 
приложен!е теор1и вфроятностей. Изъ таблицы смертности Карлиля сл$- 
дуетъ, что изъ 6335 лицъ, дожившихъ до 14 лЪтъ, только 60417 дости- 
гаеть возраста въ 21 годъ. Такъ какъ мы можемъ предположить, что 
каждая личность имфетъ одинаковую вфроятность остаться въ живыхъ, 
То. вЗроятность, что лицо, достигшее 14 лЪтъ, доживеть до 21 года 

6047 288 


6335°. ° 6335 
не доживетъ до 21 года. 


выразится дробью будетъ вЪроятность того, что это лицо 


732. Положимъ, что могутъ произойти два независимыхъ другъ оть 
друга событ1я, вЗроятность каждаго изъ которыхъь соотвЪтетвенно 
извфстна; опредфлимь, какова вфроятность того, что они случатся 0ба 
виБетф. 

Пусть @ будетъ число случаевъ, въ которыхъ можеть произойти 
первое событе, и 6 число случаевъ, въ которыхъ оно можеть не прои- 
зойти, причемъ всф эти случаи одинаково возможны; пусть @’ будеть 
число случаевъ, въ которыхъ можеть произойти второе событе, и 6 
число случаевъ, въ которыхъ оно можетъ не произойти, причемъ и эти 
ВСВ случаи одинаково возможны. Каждый изъ а«--б случаевь можеть 
сочетаться съкаждымъ изъ а '-0’ случаевъ, такъ что вое число оди- 
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наково возможныхъ случаевъ будетъ (а-+5)(а-0’). Въ аа’ случаяхъ 
изо вефхъ возможныхъ оба событ1я могуть произойти, въ 66’ случаяхъ 
оба событ!1я могуть не произойти, въ 96’ случаяхъ можеть произойти 
первое событ!е п не произойти второе и въ @ 6 случаяхъ можетъ не 
произойти первое. событ!е, но произойти второе. Такимъ образоиъ 


} 


аа 
РОГ Я, у вероятность, что 0ба событ1я случатся, 
ай 
р-р ТЬ вЗроятность, что оба собыття не случатся, 
О )° 

40’ (есть вВроятность, что случится первое событ!е, но не 


(а-5)(а’ —-5’) (случится второго. 


6 есть вфроятность, что случится второе собыще, но не 
(ан) (а - 6’) случится перваго. | 
Итакъ, если ри’ будуть соотвфтетвенныя в$роятности двухъ не- 
зависиныхъ другъ отъ друга ‚событий, то въроятность того, что оба они. 
случатся вмфстЪ, будетъ рр’. 


733. Вфроятность стечен1я двухь зависящиль другь отъ друга 
событий есть произведене взроятности перваго событ1я на взроятность 
того, что когла случится первое, послЗдуетъ также и второе. Это лишь 
незначительное изм$нене правила, установленнаго въ предыдущей 
статьф, и доказывается т$иъ-же самымъ способомъ. Нужно только пред- 
положить, что @’ означаетъь число случаевъ, въ которыхъ велфдъ за 
первымъь событ1емъ наступаетъ второе, а 6’— число случаевъ, въ кото- 
рыхъ за первымъ собыл1емъ не сл$дуеть второе, приземъ предпола- 
гается, что вс эти событ1я одинаково могутъ случиться. 


134. Подобнымъ образомъ, если ожидается какое нибудь число не- 
зависимыхь другь отъ друга событмй, то вЗроятноеть, что вс$ они 
произойдутъ, есть произведенте соотвзтетвенныхъ вфроятностей, что 
случится каждое изъ нихъ. Положимъ напримфръ, что ожидаются три 
независиныя событ1я и пусть р, р, р’ будуть ихъ соотвфтотвенныя в$- 
роятности. По ст. 732 вфроятность стечен1я перваго и второго событ1я 
есть 2’; затЪмиъ изъ совершенно подобныхь-же разсужден!й слфдуетъ, 
что вфролтность стечентя первыхъ двухь событй и третьяго будетъ 
ррЖр’, то-есть рр’р". Подобнымъ-же образомъ вфроятность, что вс$ 
эти событ1я не случатея будетъь (1—7)(1—5')(1 —р’). Вфроятность, 
что случится первое событ!е и не случатея два друмя, будетъ в(а— р’) 
(1—2”), и такъ далфе. 


135. Пояснимъ теперь на паи опреде вфроятности слож- 
наго событля. 
1) Требуется опредфлить вфроятность вынаденя извфетнаго числа 
очковъ въ первое только изъ двухъ послфдовательныхъ бросан1й одной 
игральной кости. эдфеь мы ожидаемъ, что произойдетъ сложное событе, 
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именно, что это число очковъ выпадетъь въ первое бросан1е и не вы- 


| | 1 
падетъ во второе. ВФроятноеть перваго простого событ1я есть г. ВЪ- 


—5; слфдовательно искомая вЪроят- 


_роятность второго простого событ1я с 


5 
ность есть —. 
36` 


2) Положимъ, что 3 бфлыхъ, 4 черныхъ и 5 красяыхъ шаровъ пе- 
ремфшаны въ одномъ мфшкЪф. Требуется опред$лить вфроятность, что 
въ два послфдовательные раза вынутся два красныхъ шара, иредпо- 
лая, что первый вынутьй шоръ будеть положенъ обратно вь мъ- 
щмюокъ предь вторымь выниматемь. здесь в роятность вынуть красный 


| Э, 
шаръ въ первый разъ будетъ 15 И Такая-же вфроятность будетъ вы- 


нуть его и во второй разъ; сл»довательно вфроятность ВЫНУТЬ Два 
| 2 


красныхъ шара подрядъбудетъ (%) . 


3) Положииъ теперь, что мы желаемъ найти вфроятность вынуть 
два красныхъ шара, если вынутый въ первый разь шаръ не класть 
обратно въ мюшокъ предь вторымъ выниманьемь. Зто будетъ случай 
ст. 733.. эдфеь вфроятность вынуть красный шаръ въ первый разъ 


5 _ 
равна 5; если требуется вынуть красный шаръ сразу изъ один- 


надцати шаровъ, въ которыхъ остается только четыре красныхъ, 
то вфроятность этого, а слфдовательно и вторичнаго вынут!я краснаго 


4 
шара будетъ 113 отбюда слфдуетъ, что въроятность о ре крас- 
ныхъ шара въ два посл$довательные раза будеть — 5х: —. 9т0— 


тотъ - же самый выводъ, какой найденъ въ ст. 751 ный |. р 
вынут1я двухъ красныхъ шаровъ одновременно, и немного подумавши, 
легко увидёть, что результатъ и: полженъ быть одинъ и 
тотъ-же. 

4) Требуется пред лить вфроятноеть выпаденя даннаго числа `09- 
ковъ при одной кости въ два бросаня. Вроятность невыпаденя въ 

ы 

первый разъ есть с: и в5роятность невыпаденля во второй разъ также 51 


ИЕ 5\* 
слфдовательно вЪроятность двукратнато невыпаден1я будетъ =) ‚ т.е. 


25 
36’ Отсюда слфдуетъ, что вфроятность двукратнато выпаден1я будетъ 
и. 

36° ° `` 36 
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5) Сколько разъ нужно бросать одну игральную кость, чтобы в*- 

| | 1 
роятность выпаден1я даннато числа очковъ на ней равнялась 5! Поло- 
жимъ, что число бросав1й будетъ 5; ть вфроятность послфдовалель- 


ныхъ неудачъ 2х разъ подъ рядъ будеть (- ) (ст. 734). СлФдователь- 


но вфроятность удачи будетъ 1—(=) ‚ поэтому 1 — (=) = 5: 


3 а © | | 
откуда (-) = —, или 206 = =, а Я Же 
6 я 6 9 

__ 1082 
Е с 1: =. Съ помощью таблицы логариемовъ НаХОДИНЪ, что и 
зительно 7=3.8. Такимъ образомъ мы заключаемъ, что при 3 бросантяхъ | 
| 1 1 
взроятность усизха меньше о? ® При 4 — больше э. 
6) При сколькихъ бросаняхъ получатся одинаковые шансы выпасть 
или нЪть шестерк$ на каждой изъ двухъ бросаемыхъ костей’? ВЪЗроят- 
ность выпаден1я шестерки на об$ихъ костяхъ при одномъ бросан!и бу- 


1/1 1 
детъ 66 т. е. 5 56; слфдовательно вфроятность невыпаден1я шестерки 


5 
будетъ : т 


36 
26 


1—(%)-=5 


Положимъ, что 2будетъ число бросавий; тогда мы буденъ имЪть 


(35, к _ $2 _ 
) 9 ‚ отеюда (52) м слъдовательно 7—2 36—4035' 
Съ помощью логариемическихъ таблицъ найдемъ, что 2 заключается 
между 24 и 25, чтб надо понимать подобно нредыдущему. 

7) Найти вфроятность того, что два лица 4 и В, лфта которыхъ 
известны, оба будуть живы по истечен1и года. Пусть р будетъ в$роят- 
ность, что „4 будеть въ живыхъ по истеченш года и р’ вфроятность 
того, что В будеть живъ по истечени года; тогда рр’ будетъ вЪроят- 
НОСТЬ ТОГО, ЧТО ОНИ оба будуть живы по истечев1и года. Величины р 
и р’ мотутъ быть найдены изъ и смертности, какъ это пояснено 
на примЪрЗ ст. 731. 


8) Найти вфроятность того, что покрайней мфрф одно изъ лицъ 4. 
и Б, лЪта которыхъ извфетны, останется въ живыхь по истечен1и дан- 
`наго числа лётъ. Пусть р будетъ вфроятность того, что А будетъ въ 
_ живыхь черезъ данное число лфть и 1’ вфроятность того, что Б 
будетъ также живъ. Тогда 1—ф будетъ вЪроятность, что А унретъ, а 

1—2’ вфроятноеть, что В умретъ. Слфдовательно (1—2)(1— 2’) 6у- 
деть вЪроятность того, что оба они умрутъ. ВЪроятность-же, что не 
оба они умрутъ, т.-е. что покрайней иЪръ оДинЪ иЗЪ НИХЪ будеть живъ,. 


выразится Ты —2)(1—7 ), т.-е. р-н’ — у". 


3980 ТЕОРТЯ ВЪРОЯТНОСТЕЙ. 


736. Если какое нибудь событ!е можетъ случиться нфеколькими 
различными и независящиии другъь отъ друга способами, то в%роят- 
ность, что оно произойдетъь есть сумна вфроятностей появлен1я его въ 
каждомъ изъ этихъ независимыхъ случаевъ. 


Если вс$ эти независимые случаи, въ которыхъ можеть произойти 
событ1е, одинаково вфроятны, то это предложен!е было-бы проетымъ 
повторенемъ опредфлентя в5роятности, даннаго въ ст. 726; но еели ‘они 
и не одинаково-в5роятны, то это предложен!е все-таки есть очевидное 
слфдетв1е опредзлен1я и принимается часто безъ веякаго поясненя. 
Иногда-же употребляютъ такой способъ поясненя. Пусть мы имфемъ дв% 
урны 4 и Б и пусть въ 4 находится 2 бфлыхъ и 3 черныхъ шара, а 
въ Б содержится 3 бфлыхъ и. 4 черныхъ шара; требуется найти взроят- 
ность вынуть бфлый шаръ въ одинъ премъ изъ одной урны, какой 
попало. Такъ какъ одинаково возможно вынимать изъ об$ихъ урнъ, то 


1 о 
5’ 8 вЪроятность вынутая изъ нея 


‚ слБдовательно вЪроятность вынут1я бЪлаго ша- 


_вфроятность избрая урны „4 равна 


— 


о$лаго шара равна 


| 


12 | 
ра, по скольку это зависитъ отъ А, выразится чрезъ 55: Подобно 
этому вфроятность вынут!я бфлаго шара, по скольку это зависитъ отъ 

Т.о | 
Б, есть 5х -. Слфдовательно предложене наше утверждаетъ, что 
|| 


о 
вЪроятность вынут1я б$лаго шара будетъ Хех то-есть 
1/2 "3 | о 

5 5+7). ВЪрность этого вывода можетъ быть подтверждена сл$дую- 
щими соображен1ями; во-первыхъ, не изивняя вопроса, мы можемъ за- 
ифетить урну 4 другою урною 4’, содержащей какое угодно число 
шаровъ, лии-бы отношеняе бълыжь шаровь къ чернымь было как 
2 кь 3; подобнымъ-же образомъ мы можемъ замфнить урну 6 урною 
Б’, содержащей какое угодно число шаровъ, лии-бы отношеняе бъ- 
лыхь шаровь къ чернымь было какъ 3 къ 4. Пусть-же А’ содержить 
14 б$лыхъ и 21 черный шаръ и пусть Б”’ содержитъ 15 б$лыхъ и 20 
черныхъ шаровъ. Такииъ образомъ А’ и Б каждая содержитъ по 35 
шаровъ. Во-вторыхъ, не изм$няя вопроса, мы можемъ теперь предпо- 
ложить, что шары въ .4’и В’ соединены въ одной урн%, такъ что въ 
ней будетъ ТО шаровъ, изъ которыхъ 29 будуть бълые. ВЪроятность 
1415 


29 
вынут1я бФфлаго шара такимъ образомъ будетъ —, то-есть —10 


70 
1/14 | ит 
а г +35) пак в (5-7) 
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737. ВЪроятноеть того, что произойдетъ то или другое изъ дВвухъ 
событ!, не могущихьъ случиться вмфетЪ, равняется суми$ в5роятностей 
случиться каждому изъ нихъ отдфльно. Дъйствительно, мы можемъ раз- 
сматривать сложное событ1е случившимся, если случится первое собы- 

11е или вели случится второе. Такимъ образомъ это’ предложен1е есть 
_одинъ изъ случаевъ предыдущаго предложеня. 
738. Если извфетна ввроятность собыття въ случаб однократной 
‚ попытки вызвать его, то какъ найти вЪроятность его въ случа$ двух- 
кратной, трехкратной ... вообще я-кратной попытки: 

Пусть р означаетъ вЪроятность того, что событ1е произойдетъ при 
одной попыткЪ, и 4 вфроятность того, что оно не произойдетъ, такъ 
что (=1—р. ВФроятность того, что при % попыткахъ событ1е случится 
ВЪ ОДИНЪ ОЕ 0ленный разь и не случится въ я—1 разахъ будетъь 
249"! (ст. 734); в такъ какъ будетъ сдфлано % пробъ, то взроятность, 
что событ1е елучится въ одну какую нибудь изъ нихъ, и не случится 
вЪ остальныя, будетъ 79” ‘. ВФроятность, что при ® пробахъ событ!е 
случится при двухь извюстныхь пробахъ и не случится при осталь- 
ныхъ #—2 пробахъ будетъ 1^9”_?; при этомъ будеть существовать 
п(и—1) 

1.2 | 
случиться и—2 раза изъ я пробъ; сл5довательно вфроятность того, что 


способовъ, въ которыхъ событ1е можеть случиться дважды и не 


оно въ точности случится дважды при пробахъ будетъ 


В. 
Подобнымъ образомъ взроятность, что ый о ВЪ ТОЧНОСТИ 
и(п—1)(и— 
три раза изъ 7 разъ, будетъ и жиау Ч" Зи вообще вЪроят- 


ность, что оно случится въ точности въ 7 случаяхъ изъ п, будеть . 
п(п—1)....(и—-нТ) 
И: 
Подобнымъ образомъ вЗроятность, что событ1е не случится въ точ- 
ности 7 разъ изъ и будетъ 
и(п—1).. ь (®— Бык: 7 рт 
|” 


ГП 
Ч р з 


139. Такимъ образомъ, если (р--а)" разложимъ на основав1и тео- 
ремы Ньютона въ рядър"-+ир"—‘4-= и проч., то члены этого ряда бу- 
дуть представлять соотвфтетвенно вФроятности того, что событ1е слу- 
чается въ точности 7 разъ, и—1 разъ, и— 2 раза, и т. д. при п про- 
бахъ. Отсюда мы можемъ опредЗлить наибольшее возможное число слу- 
чаевъ, когда событ1е случится или не случится при и пробахъ; для 
этого намъ нужно будетъ только опредфлить наибольиий члень въ преды- 


дущемъ ряду. Предположимъ наприм$ръ, что в=— ‚= 
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и=7(а-+0), гд$ а, 6 ит цфлыя числа. Тогда по ст. 511 наиболже 

вЪроятный случай будетъ тотъ, когда будетъь 7” неудачъ ия —7 удачъ, 
и-—-1 

гдЪ у есть наибольшее цфлое число, содержащееся въ ——, то-есть 


ВЪ тот; такЪ что ^=76 и н-у=та. Такииъ образомъ, наи- 


болфе вфроятный случай будеть тотъ, въ которомъ числа удачъ и не- 
удачъ будуть пропорп1ональны соотвфтетвеннымъ вфроятностямъ удачи. 
и неудачи при какой нибудь отдЪльной пробЪ. 


740. ВБроатность удачи событ1я по крайней мёр$ въ 7 случаяхъ 
при я пробахъ выражается рядомъ 
п(и— 1) + и(и—1)(п- 2)....(7-НТ) „и, 
1.2 ба | И— 7 29 . 
ДъЪйствительно, если событ1е удается каждый разъ или не удается 
одинъ, два, три... (9-7) разъ, то оно удастся и разъ; сл довательно 
_ въроятность удачи по крайней мъръ т разъ есть и вфроятностей 
его удачи каждый разъ и неудачи однажды, дважды, ‚ (и—) разъ, 
но эта суима и есть выше данное выражение. | 
Наприм$ръ. Какова взроятность векрыт1я трехъ очковъ при пяти 
бросантяхъ одной кости? И какая вЪроятность вскрыт1я по крайней 
мрт трехъ очковъ? 


о" 


1 | а 
дВСЬ в (=—, п=5, 7==3; такимъ образомъ вфроятность 


6 
5.4.3 5 ь | 
вскрыт!я какъ разъ трехъ очковъ будетъ тя -<(- оао ‚ то-есть 
250 
тттв; & вфроятность вскрыт1я по крайней м®р$ трехъ очковъ будетъ 


(в) (5) (6) ть тт 


СлФдующтя четыре статьи содержать ка поясняюптя этотъ во- 
просъ. 


141. А и Б итраютъ нЪфеколько нарт!й; вфроятность вынгрыша 
для А въ одну парт1ю есть р, а вфроятноеть для В равнао. Спраши- 
вается, какова вфроятность, что „4 выиграетъ 7% партй изъ т-ни? 

еля А выигралъ 1%-ну партй, то онъ можетъ выиграть послЪд- 
нюю парт!ю и 7-—1 изъ предыдущих и--7—1 партий; вЪроятность 
этого будетъь Мр"-10’р, тлф М число сочетай изъ т-ну—1 элемен- 
товъ по 7—1, то-есть в$роятность будетъ 
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Но чтобы А могъ выиграть 2 партй изъ т-ни, онъ долженъ вы- 


играть 7 разъ въ 2 игръ, или въ т-1 игрь; .... или въ т” 
игръ. Отсюда заключаемъ, что искомая вфроятность есть сумма ряда, 
И+-7—1 
который мы получимъ, давая 7 въ выражен ря в Га пу значен1я 
0, 1,2, ... п, то-есть искомая вЪроятность будетъ 
я(т--1 т(т-—нТ)....(тп—1 
рт пт" ь ии 
. 7% 


Если А, чтобы выиграть рядъ партй, долженъ выитрать 12 партий, 
прежде чфиъ Б выиграетъ 7%. парти, то А долженъ выиграть 7% пар- 
Я изъ т-+и— 1; вфроятность такого событая дается предыдущииъ вы- 
раженемъ, въ которомь нужно отбросить послльдний членъ. Подоб- 
нымъ образомъ вфроятность, что Б выиграетъ ® лартй изъ и+и— 1, 
будетъ 


п(и-1 ) а п (п-+-1)...(и-нт--2 ) ри } 


п 
д’ 1 то р —1 . 


задача эта знаменита въ. истори вычиелен1я вфроятностей, какъ 
первый изъ трудныхъ вопросовъ, получившихъ рф шен1е. Она-была пред- 
ложена Паскалю въ 1654 г. въ нфеколько упрощенномъ вироченъ видф, 
такъ какъ р и д предполагались равными. 


Изь предыдущато изслдованля очевидно, что ыы для А 
выиграть 7” разъ изъ у у ранит 
1) и ое, 


1 Е 
р] —. и—и 


НО Эта, в Вроятность по самой сущности вопроса должна быть тою-же са- 
мою, какъ и вфроятность удачи извфстнаго событ!я по крайней фри 
разъ при 7 пробахъ, когда вфроятность событ1я есть р. Такимъ обра- 
ЗОМЪ ТОЛЬКО-ЧТО данное выражен1е должно быть равнозначущимъ съ вы- 
ражемемъ, даннымъ въ ст. 740, что мы провфримъ слЗдующимъ обра- 
зомъ: Означимъ данное сейчасъ выражене чрезъ ©„, а данное въ ст. 740 
чрезъ и„, И пусть 9... И, означаютъ соотвфтетвенно то, во что 
обратятся они, когда я измфнитея въ и-+1; теперь мы должны пока- 


зать, что если и„=90,, когда 7 имфетъ которое частное значенте, то 
тогда также ии, =9и,. 


Мы имфемь „= и„(р-а); но и„(р 9) даетъ два ряда 
и по соединени оные членовъ этихъ рядовъ мы получимъ 
и„(р-- Ч) =" 
__ (итие.. тие 1 _ п(и—1).. кая. г д" —. 
1—9 и— у. 
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(1—1). 
слфдовалельно Ил, =, ( у НЕВЕ, 
| | (7—1 )...7 | 
п очевидно, что 9, ее ее 2". 


Это показываетъ, что и... =9%,..:› ебли „=. Но, очевидно, и и, 
равно %„, когда и==7; поэтому и„ равно 9» для всякаго значеня #, боль- 
аго чъмЪ 7. 

Н%которыя болфе подробныя зам чан1я по этому вопросу читатель 
найдетъь въ Истории Бычисл. Впроятностей Тодгентера, стр. 98. 


142. Въ ифшк$ находится я-—-1 билетовъ, означенныхь соотв%т- 
ственно нумерами 0, 1, 2, ....й. Каждый билетъ вывимается и вкла- 
‚ дывается опять. Требуется найти вфроятность, что посл$ 7” выниманй 
сумма вынутыхъ нумеровъ будетъ 5. 

Число выниман!й, кав1я могутъ быть сдфланы, есть (и-—-1)”, ыы 
ВЫНУТЬ какой нибудь ОДиНЪ И тбтЪ-же билетъь каждый разъ. Число епо- 
собовъ, при которыхъ сумма вынутыхъ билетовъ достигаеть $, есть коэф- 
фищенть при 2° въ разложенши выражен1я (2°0-на-на?...-на”),— 
такъ какъ этотъ коэффищентъ происходить изъ различныхь ©пособовъ 
составлен1я $ сложенемъ 7 чисель ряда 0, 1, 2, ... п. Такимъ обра- 
зомъ искомая вфроятность найдется, если Мы разд ЛИмЪ этотъ коэффи- 
_ плентъ на (и Ь). 

Предыдущий коэффищентъ можеть быть полученъ посредствомъ расб- 
пространен1я теоремы Ньютона на многочлены; и мы можемъ поступить 
такъ: 


п-т, | 
(онання +... на”) == 2 т —=(1—27 "(1—2)"; 
Би 7—1) (1—2) 
[— мн" — п! 2-2 зп... 
О асе к 2 1.2.3 
ИИ + +12), и 
т. 2 1.2.3 ы 


Поэтому, чтобъ вайти козффищенть при 4’, мы Должны ВЗЯТЬ 
произведен1е этихъ двухъ строкъ; оно будетъ 


7+1). (и—н8—1) _ ат). (73—п— 2) 


|5 о. я 
А ние 9 и(и-+-1)...(и-8—2и—3) | р. 
1.2 $5—2и—2 


Въ этомъ ряду нужно остановиться на (9+ 1)-мъ член, гдз й есть 


Е. ее 
наибольшее цфлое число, содержащееся въ -— тогда искомая В$- 


роятность получится, если мы рии, этоть рядъ на (и-+1)". 
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Не трудно опредфлить иная того, чтобы послф ху вынимавй 
сумма вынутыхъ чиселъ не превосходила- бы 5. См. Истор. Вычислен. 
Бпроятностей, стр. 208. 


143. Ящикъ имЪетъ три равныхъ отдфлен1я; въ него бросаются, 
какъ попало, четыре шара. Опредфлить вфроятность различныхъ раз- 
мфщенй шаровъ, принимая, что каждому шару одинаково возможно 
упасть въ каждое отдБлен1е. 
°— Такъ какъ одинаково возможно, чтобы какой нибудь шаръ упалъ: ВЪ 
любое отдзлен1е, то мы инифемъ 3 одинаково возможныхъ случая для 
каждаю шара, всего-же будетъ 3“ одинаково ВОЗнОЖНЫХЪ р, 

ЭдЪеь возможны четыре разм щентя. 

[. Ве$ шары могуть оказаться въ ОДНОЪ отдвлении, ‹ что можеть 
произойти 3-разными способами. 

П. Каке нибудь три шара могутъ быть въ одномъ какомь нибудь 
отдфлен|и, а остальной шаръ въ бром ИЗЪ ОСТальныхъ отдфлен1й. 
Это можетъ случиться на 4.3.2 манера. 

Ш. Ааюе нибудь два шара могутъ оказаться въ одномъ отдфлен!и, 
одинъ изъ остальныхъь шаровъ-—въ одномъ изъ остальныхъ отдфленИй, 
& другой— въ другомъ; это можетъ случиться на 0.3.2 разныхъ манера. 

ТУ. Ааюе нибудь два шара могутъ быть въ одномъ отдфлени и. 
друге два въ другомъ изЪ остальныхъ ия, это можетъ случиться 
6.3 способами. 

Такимъ. образомъ в Вроятности различныхь размфщенй соотвЪт- 


ственно будутъ — ль ны сумиа этихъ дробей. понятно. равна 
Я Вр КРОН 


единикф. 
Въ предыдущемъ рёшен1и заслуживаетъ особаго вниманя то, Что. 
равно возможны всЪ 81 случаевъ, потому что съ допущентемъ этого все. 
остальное является необходимымъ слфдетв1емъ. Если это не будетъ до- 
пущено, и читатель зам нить это предположене другииъ, то ему при- 
дется тогда р»шить другую задачу вхфето предложенной. ЦЪйстви- 
тельно, въ задачахъ, относящихся къ перестановкамъ, сочетан1ямъ или 
вЪроятностямъ, не р%ёдко можно ветрЪтать, что получаются различные 
результаты, смотря потому или другому пониман!ю вопроса. Особенное 
вниман1е нужно въ этомъ случа$ обратить на то, что какое-бы толко - 
ван1е не было дано задачЪ, его уже. кри твердо держаться: впродол- 
жене всего рёшеня. 

_ Теперь мы раземотримъ общую задачу, по отношен!ю къ которой 
предыдущая представляетъь частный случай. 


744. Ящикъь раздфленъ на 2 отдфлен1й; въ. него об какъ. 
попало и шаровъ. Требуется найти вЪроятность того, что въ @ отд$ле- 
н1яхъ будетъ по & шаровъ, въ 6 отдфленяхъ по В шаровъ, и такь да- 
лфе, причемь ах-+бВ-нс-....=я. 


598 о ТЕОРЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. 


Такъ какъ любой шаръ можеть упасть въ любое отдЪлен1е, то мо- 
жетъ всего представиться 7%” одинаково возможныхъ случаевъ. Пока- 
жемъ сначала, что число различныхь способовъ, которыми можно 7 
шаровъ распредёлить на анб-нс..... групть, содержащихъ соотвЪт- 
ственно ©, В, 7, ..... шаровъ представляется выраженемъ 

ыР Й 


— 


пав. |962. 
ДЪйствительно, разберемъ сначала, сколькими способами’ можетъ 
быть выбрана изъ ® шаровъ группа въ ох шаровъ:она можетъ быть вы- 
й й— 1] возе и—от 
«браа иен 


——щ 
.—_-_—щ 


способами. Потомъ раземотримъ, сколькими 


способами вторая группа въ сх шаровь можеть быть выбрана 
изъ остальныхь п— а шШаровъ; она можеть быть выбрана 
(1—“)(и—&— 1)... ("—2а-н 1} 
| 
жемъ, во-первыхъ заключить, что число способовъ, которыми изъ 7 ша- 
ровъ могутъ быть подобраны ри группы по & шаровъ каждая, бу- 
п(п—1)....(п—За-н1) 
[2 [© 
_смыслъ; но вебхъ разифщеюй, въ которыхъ могутъ оказаться эти 
три труппы, будеть |3; поэтому мы должны раздфлить на |3, чтобы 
получить число различныхь способовъ, которыми 7ри группы по @ 
шаровъ могуть быть подобраны изъ и шаровъ. Подобнымъ образомъ 
число различныхь способовъ, которыми а групиъ по х шаровъ мотутъ 
| п— 1)....(п—ао--1Т). 
_ 198 | 

Поступая такимъ образомъ, мы придемъ къ предположенному резуль- 
тату. 

Но число способовъ, которыми эти группы могуть быть разм$ 
щены по 7 отдфленямъ, есть 7(и—1)(и—2)....(т—з-н1Т), гдЪ 
8=@-б-—нс-... Сл$довательно искомая вфроятность будетъ 

№Мт(т—1)(т—2)...(т— 8-1) 
279" 

Напримфръ положимъ, что бросается шесть шаровъ ВЪ яЩикЪ СЪ 
тремя отдёлен1ями; тогда возможны слфдующя семь различныхъ разм$- 
щенй: 6, 0, 0: 1,5, 0; 2, 4, 0; 8, 3, 0; 111, 4; 1, 2, 3:2, 2, 2; 
& ихь соотв$тетвенныя взроятности выразятся дробями, общий знаменатель 
которыхъ будетъ 243, а числители по порядку: 1, 12, 30, 20, 30, 


способами. Такимъ образомъ мы м0. 


‚ и это имфетъ совершенно опредфленный 


быть подобраны изъ я шаровъ, будетъ 


120, 30. 


745. Если р представляеть в®роятность успфха даннаго лица въ 
какомъ нибудь предир1ят!и и — сумму денегъ, которую можеть полу- 
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чить это лицо въ случаЪ усп$ха, тогда сумиа денегь 2% называется 
его ожиданлемь. Въ этомъ смыслф мы и будемъ употреблять слово ожи- 
делйе, и такое опред$лен1е могло-бы быть принято условно безъ всякихъ 
дальнзйшихъ замфчанй; впрочемъ обыкновенно поясняютъ вфрноеть 
этого опредъленя сл5дующимъ образомъ. Положимъ, что мы имфемъ 
т--п карточекъ, и пусть на каждой карточкВ будетъ написано имя 
какого нибудь лица, и ни одно изъ этихъ именъ не повторяется. Положимъ 
вс$ карточки въ м$шокь и вынемъ изъ него на удачу одну карточку: 
предположимъ, что написанное на ней лицо имфеть получить а рублей. 
Ожидан1я всхъ имфютъ одинаковую величину, потому что каждое лицо 
имфетъ одинаковую в®роятность получить этоть выигрышъ, и сумма 
ожидан1й представляется а рублями, потому что если-бы одно лицо ску- 
пило билеты всфхъ названныхъ лицъ, то оно было-бы увфрено, что по- 
лучитъ « рублей. СлФдовательно, если означимъ чрезъ х рублей ожи- 
дан]е каждаго лица, то мы будемъ им$ть (12-+71)%=04; такимъ образомъ 
тп" 

Очевидно точно также, что величина ожидан1я двухъ лицъ, есть 
сумма величинъ ихъ соотвфтетвенныхь ожидавй, то-же будетъ спра- 
ведливо въ случа трехъ и болбе лицъ. Слфдовательно величина ожи- 


та 
Даня 7% ЛИЦЪ будеть Теперь предположимъ, что на веБхъ т 


карточкахъ написано ния одного лица; тогда ожидан!е его будетъ такое. 
же, какъ сумма ожидан1й т лицъ, которыхъ имена написаны на карточ- 


| та 
кахъ, т.-е. его ожидание равно =. Но его взроятность выпграть призъ 


| 77 
равняется „__‚ такъ какъ онъ имфетъ 7% случаевъ изъ 7-7 въ свою 


пользу. Такимъ образомъ его ожидаше есть произведене его взроят- 
ности выиграть на сумму денетъ, которую онъ получитъ въ сы 
выигрыша. 


146. Ожидается нфкоторое событ1е, которое должно Е ОТЪ 
одной какой нибудь изъ иЪеколькихъ данныхъ причинъ. Требуется 
опредзлить вроятность существован1я каждой изъ причинъ. | 

Пусть имфется и причинъ, и положимъ, что вфроятность суще- 
ствован!я этихъ причинъ, прежде чЪиъ онф проявились, выражается 
соотв тственно числами Р., Р.. .... Р.. Пусть р, означаеть в$- 
роятность событ1я при предположенш существован1я первой причины, 
пусть 7, означаетъ вфроятность событ!я при предположении сущеетво- 
ван1я второй причины, И Такъ далфе. Тогда вЪроятность существова- 


Р.Р, 


ЗРь’ ‚› ТАВ 


Ня 7-НоЙ причины, о предёленная посл$. события, будетъ 


УРр поставлено вместо Рир,-+Р,р,-+...-+ Ри». 
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Изъ первыхъ нашихъ понят1й о вфроятности мы должны допус- 
тить, что вЪроятность того, что “-ная причина будетъ истинной при- 
чиной, пропоризональна- предшествующей вЪроятноети того, что со- 
быте должно произойти оть этой причины и можеть быть поэтому 
представлено чрезъ СР,‚.р,. И такъ какъ какая нибудь одна 
изъ причинъ должна быть истинной причиной, то мы нифемь 


] 
ОР.у,-+Р,р,+..-= Рин -=1, а& потому Ури слфловательно 
> 
вфроятность того, что 7-ная причина есть истинная причина, будеть 
Е.Ю, 
>Рр 


141. Поаакииая статья трэбуеть нЪкотораго поясненля принз- 
ромЪф, чтобы быть вполн% оцфненной читателемъ. Пусть, наприм%уъ, 
имфется двБ урны, изъ которыхъ одна содержитъ 7 б$лыхъ и 3 чер. 
ныхь шара, а другая—5 бфлыхъ шаровъ и одинъ черный. Положимъ, 
что нужно вынуть бофлый шаръ, и мы желаемъ узнать, какова в$- 
роятность вынут1я его изъ первой урны и какова в$роятность вынутя 
его изъ второй урны. Вынуте должно произойти изъ одной изъ двухъ 
урнъ, такъ что сумма искомыхъ вфроятностей равна единиц. Вифето_ 
данныхъ урнъ мы возьмемъ двф друпя, въ каждой изъ которыхъ чиело 
шаровъ одно и то-же; причемъ каждая изъ урнъ содержитъ бфлые п 
черные шары въ. такомъ-же отношени, какъ та урна, которую она 
замфщаетъ. Такъ положимъ, что въ одной урнф 21 бфлый шаръ п 
9 черныхъ шаровъ, а въ другой урн$ 25 б5лыхь и 5 черныхъ шаровъ. 
Теперь каждая урна содержитъ по 30 шаровъ, а шансы вынут1я каж- 
даго шара остаются прежнее. Такъ какъ, по предположен1ю, нужно 
вынуть б$лый шаръ, то мы можемъ допустить, что черные шары уда- 
лены, а вс5 злые шары положены въ новую урну. Такимъ образомъ 
вЪ ней будетъь 46 б$лыхъ шаровъ; взроятность, что вынутый бЪфлый 


_ 21 
шаръ будетъ одинъ изъ 21 шара, равна 16’ вфроятность, что это 


5. 


| _ 25 
будетъ одинъ изъ 25 шаровъ равна —-. Но здЪеь Р.С: ф.=-;} 


46 
77 | 21 _ Юз _ __ 25 1 
тогда ——— == и —— Такпыъ образомъ’ результать оказы-_ 
р-р» 46 ри-+р, _ 46' 
вается сходнымъ съ тёиъ, который дается теоремой ст. 746, если пред- 
положить, что Р, иР, равны между собою. 


_ Теперь предположимъ, что мы имфемъ 4 урны, изъ которыхъ каж- 
дая содержить 7 офлыхъ шаровъ_и 3 черныхъ шара, и 3 урны, изъ 
которыхъ каждая содержитъ по 5 бфлыхъ шаровь и по 1 черному. Въ 
этомъ случа, поступая какъ показано было сейчасъ, мы можемъ вы- 
вести, что вфроятноеть вынут1я б$лаго шара изъ группы 4 одинаковыхъ 
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4Ж21 
к ло В 
4Ж 1-Х 2 

3Ж 25 
_ АЖХ2ТЗХ 25 
ст. 746 къ опредфленю вЪроятности того, что бфлый шаръ вынется 
изъ первой группы, и вБроятности того. что онъ вынется изъ второй 
группы. Такъ какъ здфсь имфется 7 урнъ, изь которыхъ 4 одного 


урнъ будетъ Вроятность вынут1я изъ группы 3 оди- 


наковыхъ урнъ будетъ . Приложимъ теперь теорему 


: 
рода и 3 другого, то мы принимаемъ Р.=т и Р.—=, также р,==—- 0 
в Е | 
я Р.=к. Такииъ образомъ | 
от СИН ЕЕ: 
СЖ ии ВВ а Е. 
ГО. Чи”, 9 т 10 то 
выводъ этотъ сходенъ съ указаннымъ нами раньше. 
148. Величины Р., Р., .... Р» ВЪ 6г. 146 обыкновенно называются 


атрюрными вфроятностями существован1я соотвфтетвенныхъ причивъ, 
& величины (,, (., ... 9,—апостерюрными вфроятностями: Учащтеся 
иногда испытываютъ затруднен!е при опредфленш ‘звеличинъ Р., Р,, 
... Р,„. Самое надежное средотво заключается въ томъ, если мы будемъ 
помнить, что произведен1е Р.р, означаетъ вфроятность того, что собы- 
т1е случится какъ сл$дотве 7-ой причины; вёрность этого ироизве- 
деная есть важная часть рфшен!я, потому что Р, и р, не ветрфчаются 
ВЪ ВЫВОД отдфльно. Все предложене можеть быть лучше понято, 
если мы расположимъ его слфдующимъ образомъ. Во-первыхъ предпо- 
ложЖимъЪ, что 00 совершения событ1я различныя причины одинаково в$- 
роятны; пусть @, означаетъь вфроятность того, что событле случится 
при предположени существован1я у-ной Причины; а вЪроятность 


у-ной причины, опредфленная послф событйя, будетъ а. -. Это кажется 
почти само собою очевиднымъ, а если еще останется какое нибудь со- 
инфе, то оно можетъ быть устранено съ помощью пояснентя, даннаго 
въ первой части ст. 747. Во-вторыхъ, положимъ, что члены въ 26 мо- 
гутъ быть расположены въ группы и пусть будетъ 4, число членовъ 
въ первой групи, причемъ каждый членъ равенъ 0,; положимъ, что 
‘будетъ 1, членовъ во второй групи и каждый изъ членовъ равенъ 
р›, и такъ далфе, и что послздняя группа состоитъь изъ |л„ членовъ, 
изъ которыхъ каждый равенъ р,. Тогда У® можеть быть написана въ 
вид Зур, гдВ рядъ |4 состоить изъ и членовъ. Такимъ образонъ 


В роятность 7-НОЙ причины И -=. Точно также в5роятность пер- 


Алгебра. | 26. 
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вой ‘группы причинъ есть сумма отдфльныхь въ роятностей членовъ этой 
2:2: | | 

труппы, то веть Зи Подобныя: же выражентя будутъ существовать для 

вЪроятностей другихъ группъ. Такимъ образомъ окончательно мы при- 

демъ къ выводамъ, даннымъ въ ст. 746, гдЪ въ самомъ дфлЪ 


_ р: а 
(), — 1 и поч. 
Гир’ 9, ый 


149. Вотда намъ предстоитъ наблюдать какое нибудь событ1е, то 
мы можемъ по ст. 746 оцфнить вфроятность каждой призивы, отъ во- 
торой событие это мотло-бы зависфть; зат$иъ мы можемъ. перейти къ 
оцфнк$ вфроятности, что это событ1е случится опать или Что могутъ 
случиться ифкоторыя друтя событ1я. ДЪйствительно по ст. 7136 ны 
Умножаемъ вфроятность каждой причины на вЪроятность возможноети 
искомаго событ1я при предположен1и существован1я этой причины, & 
сумма воёхъ такихъ произведен1й есть вфроятность того, что искомое 
событ1е произойдетъ. 

Наприм$ръ. Въ ифшкЪ заключается 3 шара. и неизвестно, сколько 
изъ нихЪ бёлыхъ шаровъ; нужно вынуть бфлый шаръ и положить его 
обратно. Кзкая вфроятность того, что при друтомъ вывиман!и получится 
тоже бфлый шаръ? 

Здфеь возможно сдфлать три предположен!я: 1) всф шары б$лые, 
2) только два изъ этихъ шаровъ б$лые, 3) только одинъ изъ шаровъ 
б$лый. Найдемъ сперва вфроятность каждаго предположеная по способу 
ст. 746. При первомъ предположен!и ‘искомое событ1е несомнфнно, то- 
есть вфроятность его равна 1; при второмъ предположенти вЪЗроятность 


| 
событ1я равна =; при третьемъ предположенш вфроятность равна 5 


Слфдовательно, допуская, что до наступлен1я искомаго событя вс три 
предположен1я одинаково Ин МЫ имфенъ послть этого события: 


21) 1 

ри перваго предположеня =1: На ыы в 

9 1, 1 

вЪроятность второго предположен!я =: о 
«) 

| В И ВВ 

вфроятноеть третьяго предположеня = =: а т 


Вроятность, что при вторичномъ выниман1и получится бЪлый 
шаръ, по’ скольку она зависить отъ перваго предположев1я, будеть 


—х 1: вфроятноеть того-же въ зависимости отъ второго предположеня 
ила реди 


12 
будетъ 3Ж5 и вфроятность того-же въ зависимости отъ третьяго пред- 
Э | 
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11 9 
положен1я будетъ сх 85° Слфдовательно искомая вЪроятность будетъ 
РЕ 1 то-есть —^ 
29 18 _ 9’ 

Предположимъ, что въ предыдущей задач$ вифсто словъ: „и не- 
извЪетно, сколько изъ нихъ бфлыхь шаровъ“ стояли-бы слова: „и 
извфетно, что каждый шаръ будеть или бФлый, пли черный“. Мы 
можемъ принять это новое выражен1е за равнозначущее со старымъ 
и дать то-же самое р;шене, какъ раньше. Кром того, мы можемъ, 
и пожалуй болфе естественно, понимать новое выражен1е иначе, 
пменно, что взроятность того, что каждый шаръ будетъ б$лый, можетъ 


а 1 
быть принимаема до событ1я за р Въ такомъ случа мы не можемъ 
допустить, ЧТО ДО наступления событ1я вс$ три ее одинаково 
. 1 3 
въроятны; вфроятности должны быть соотвётетвенно — И = (т . 784). 


8' 8 
Тогда посл наступленя событ!я мы должны получить ь. соотвфт- 


1 
ственныхъ вфроятностей числа, рой. А вв роятность получить 6- 
пре ыы т О 
лый шаръ при другомъ выниман1и будетъ еее 


150. Дадимъ другой прим5ръ. Положииъ, что въ изшЕ% отноше- 
н1е числа бфлыхъ шаровъ ко всему числу шаровъ неизвфетно и что 
@ 27074 одинаково взроятно, что это отношен1е есть одно изъ слфдую- 
щихъ количествъ: 2, 2х, 3х, .... пл. Положимъ, что вынуть бфлый 
шаръ и положенъ вновь. Требуется опредзлить вЪроятность того, что 
при другомъ выниман1и получится б$лый шар. 

_ одфеь возможно сдфлать ® предположений. По первому предноло- 
жен1ю вфроятность наблюдаемаго событя есть 2, по второму предпо- 
_ ложеншю она есть 25, по третьету 85 и т. д.  довательно въроят- 


д; 
то-есть 


ность перваго. предположеня есть —— НН 
р ы 2(1—2-+...-н я) (п 1) 


| о ГРхо 
Вроятность второго предположеня будетъ —^——__. ВЪроятноет 
р р ред Уде йо роятность 


т ротьято предположен1я будетъ 229. -И такъ далфе. Сл$дова 
5. удеть 0(и—- 1)` р 
тельно взроятность получить б$лый шаръ при вторичном вынимани = 


| 27 
перв предположен1ю 0у1 ———. Ш в му поели р 
по первому | Д удетъ ит) о второму редположе- 
>. 
9% 3* 


х 
———^—_, по третьему поедположеню . 
п(и-+-1)’ РЕ ЗУ | 


7 (= 1) 


п такъ далЪе. По-. 


этому искомая взроятность будетъ 
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25 | 
1 +22 -+...-И"; 
ое ыы 
2х и(и-+-1)(2и-+ 1) 2(2п—- 1) 
то-веть — Щи, 0-66. 
и(и-+1)` 6 


тт 215 
Когда я очень велико, это выражене приближается къ ——. Если 


отношен1е- числа бБлыхъ шаровъ ко веему числу шаровъ & рЕ!о11 но- 
жетъ одинаково имфть какую угодно величину, заключающуюся между 
нулемъ и единицей, тогда т неопред®ленно мало и Их=1, такъ что 
2 
искомая вфроятность будетъ 5 
151. Сл$дуюцщия задачи пояснятъ вопросъ. 
1) М8шокъ содержитъь т б$лыхъ и и черныхъ шаровъ; если вы- 
нуть р шаровъ, то какова вБроятность того, что р бБлыхъ и 4 
черныхъ шаровъ будуть вынинаться 6$ извюстномь порядкъР Поло- 


жимъ при этомъ, что р меньше м и 4 меньше я, и что шары не кла- 
дутся назадъ послф вынут1я. 


Предноложимъ, наприи$ръ, что требуется, чтобы первый шаръ 
быль бфлый, второй-——черный, тремй— черный, четвертый—бфлый и. 
такъ далфе въ томъ-же самомъ порядкф. Тогда искомая вфроятноеть 
будетъь произведенемъ дробей 

7% 7 7—1 т—1 
тп’ тнп— Г тни—2° ти 8’ 
слдовательно искомая вфроятность будетъ 
_т(т—1)(т—2)...(т—р-н1)и(и—1)(и—2)...(и—9-н1). 
(т-ни)(тп—1)(т-"—2)...(тнп—р—91 
и нужно замфтить, что пока ищется р бфлыхь и 9 черныхъ шаровъ, 
вфроятность будетъ одна и та-же, хаковъ-бы ни быль порядокъ, въ 
которомъ они должны появляться. 
2) При тфхъ-же предположешяхъ какъ въ предыдущей задач, 


какова будетъ вЪроятность, что р б$лыхъ и 4 черныхь шаровъ у 
дуть появляться въ какомь нибудь порядкъ? 


Пусть № представляеть число различныхъ порядковъ, въ Еоторыхъ 
могуть появляться р б$лыхъ и 9 черныхъь шаровъ; тогда искомая 
вфроятность получится чрезъ умножене вЪроятности, найденной въ 


ра 

1), на №, гдф №М=-==—. 
( ), и Д р | а | 
Задачи (1) и (2) послужатъ введешемъ къ слфдующей задачз, 
которую мы теперь раземотримъ. 


3) М$шокъ содержитъ въ себ$ 2» шаровъ, и извфетно, что веъ 


— 
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они б%лые или черные, но сколько т%хь и другихъ--неизвфетно. По- 
ложимъ, что вынуто 2 б$лыхъ и д черныхъ, и они не вложены 
обратно въ мфшокъ; найти вЪроятность, что при слБдующемъ выни - 
мани получится бълый шаръ. | 


Наблюденное событ1е здЪсь есть вынут!е 2 бЪлыхъ и 4 черныхъ 
шаровъ. Чтобы это было возможно, первоначальное число б$лыхъ ша- 
ровъ должно заключаться между 72—09 до р включительно, а число 
черныхь шаровъ отъ 4 до *— р включительно. Означимъ предположе- 
Н1е, что существуеть 7—0 бфлыхъь и 4 черныхь шаровъ чрезъ Ы;, 
предположене 7*—9—1 бфлыхъ и 9+1 черныхь чрезъ Ы., и такъ 
далфе. Тогда НЫ, дастъ для взроятности наблюдаемаго событ1я 


МХ (1-—09)(т—9—1)...т—9—-+Т).1.9.3...9 
т(т-—Т)...(т—9—ф-—1) 
гдв М означаетъ число различныхъ способовъ, которыми могутъ соче- 
таться р б5лыхъ и д черныхъ ин при 2+9 выниманяхъ. эаиз- 


) 


нимъ чрезъ С дробь г} тогда Ы, дасть для 


т(т— 1)... (27%—9— р-н 
наблюдаемато ре вфроятность СР, (@,, гд$ 
‚ =(71—0)(т—9—1)...(0—9—-—1), 

И ” —1.2.3.4. ..(. 

Точно также Н, дастъ для наблюдаемой. в роятности СР.О., гд% 

Р‚=(т—9—1)...(т—9— р), 

И 0.=29.3.3.4...9(9-—=1). 

Такииъ образомъ, если и=т-—р-—9-н9, то для в®роятности Ы, 


191 


мы нахо ооо 
О В ле 


; ее можно означить чрезъ 


Г 
в ‚ Подобнымъ. образомъ в роятность Н, есть а ‚ И Тавъ далфе. 
Теперь ны вынут1я б$лаго шара при я пробф по 
61 т ра | 
| —9 а 9 
гипотез$ Н, будетъ ив 
ти —р—— 1 


по а ПОте3% р: будеть — с Ч - 


т—р—а ' И р далъе. 
Такимъ образомъ вся РВ ВЫНУТЬ бълый шаръ будетъ 
1. 
8(и——9) 
Строка, находящаяся въ скобкахъ, такая-же какъ и ©, въ которой. 


_вифето р поставлено р-—-1, причемъ число членовъь однимь меньше, 
ЧФМЪ ВЪ 2. 


Р.0.(т—р—а)-Р.9,(т—р—9—П- И проч. 
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ра бей 
== ГЕЕВ у и сл$довательно стро- 


[2-1 |9 и— 10-4 
= х ==, И искомая вфроят- 


Но по ст. 670, © 


‚ 


ка внутри скобокъ есть 


29+ и 3 

] = ь 
ность будетъ ЗЕ рт лике Л ЗЧ те . : 
р+9+2 тра р-Ч+а 


Для боле общаго изслФдован1я, находящагося въ связи съ этой 


важной задачей, мы отсылаемъ читателя къ Исторуи Вычисления Въ- 
роятностей, стр. 454. 


152. Математическая теортя вфроятностей прилагается также къ 
оцЪнЕЪ вБроятности положен!й, поддерживаемыхъ извфетными доводами. 
или аргументами. Дадимъ нфеколько примфровъ этого. 

ВЪроятность, что 4 говорить правду ееть р, а вфроятность, что Б 
говоритъ правду—й’, какова вфроятность справедливости утвержденя, 
которое они дфлаютъ вовмфетно? ЭдЪфеь возможны два предположеня: 
1) что показане в$рно, 2) что оно не вфрно. Еели оно вфрно, то вЪроят- 
ность, что оба свидфтеля сд$лаютъ это показан1е будетъ ур’; если. же оно 
ложно, то вфроятность, что они оба сдфлаютъ его, будетъ (1—12)(1—2’). 
Сл$довательно, по ст. 746 вфроятности въ пользу правдивости и лжи- 
вости показан1я будуть соотв тетвенно 


7 


рр И ше). же 
рр’ (1—р)(1—7'). вр--а-вр)а-ь’) 

Подобнымъ образомъ, если показан1е сдЪлано будетъ третьимъ ли- 
цомъ, вфроятность правдивости котораго р’, то вфроятности справедли- 
вости или лживости утвержден1я ихъ будуть соотвфтетвенно 

__ м ааа 
врр"—аЬ-рар-в’)а-—”) вр-а-раыё-ю)а-р’) 
И такь далфе, если большее число лицъ согласны въ показан1яхъ. 


153. Одфлаемъ нфеколько замфчан1й по поводу предыдущей статьи. 

Когда мы говоримъ, что вфроятность вЪрности показан1я 4 есть р, 
то мы подразум% ваемъ, что изъ большого числа показанй, сдфланныхъ 4, 
число в5рныхъ показан1й относится къ числу невфрныхъ, какъ [2 КЪ 
1—7; такимъ образомь величина р зависитъ отъ в$рности сужденя А 
И отъ его правдивости. 

Выводъ ст. 152 даетъ вЪфроятность вфрности показан1я, какъ скоро 
эта вфрность зависить единственно оть показан1я свидфтелей; но мо- 
гутъ существовать добавочныя указан1я въ пользу или противъ сви- 
двтельства. Такъ напримфръ, лицо, оцфнивающее вфроятность пока- 
заня, само можеть имфть болфе или менфе рёшительное уб%жден!е въ 
пользу показаня, независимо отъ показаний, получаемыхъь ИмМЪ отЪ 
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свидфтелей. Пусть предлагается сочетать это убЪжден1е съ показанями, 
разсматриваемыми въ задачВ. Тогда, если будутъ два свидЪтеля съ 
вфроятностями р и р относительно справедливости показаний и третье 
лицо оцфниваетъ вфроятность справедливости показанйя съ степенью р” 
изъ своихъ собетвенныхъ независимыхь источниковъ довзр1я, въ такомъ 
случа для него излишекъ въ пользу вЪрности свидфтельства будетъ 
равняться отношеню 20’р” къ (1—7)(1—2')(1—°”). 

Этоть результатъ считается н$зкоторыми писателями неудовлетво- 
рительнымъ: они основательно возражаютъ противъ такого р5шеня по 
существу, что въ немъ опускается всякое разсмотр$н1е того обетоя-. 
тельства, что вс показан1я свидфтелей совпадаютъ. Въ слБдующей 
задачЪ это именно обстоятельство и будетъ раземотр$но. 


154. Два лица, для которыхъ въроятность показан1я правды пред- 
ставляется соотвЪтственно числами р и’, увфряютъ, что данный би- 
летъ вынутъ изъ мфшка, содержащаго я билетовъ; требуется опредъ- 
лить в5роятность справедливости этого увзреня. 

Наблюдаемое событ1е здесь состоитъ въ совпаденш показанй Аи 
ВБ въ пользу извфетнаго билета. 


о 1 

ЭДЪеЬ в ВрОятНоСтЬ вынут!я извфетнаго билета а рг1от1 равняется > 
БЪроятность наблюдаемаго событ1я при предположен!и, что вынутъ 
извзетный билетъ, есть "- ВЪроятность наблюдаемаго событ1я при 
предположен!и, что онъ не вынутъ, можеть быть во-первыхъ положена 

„7-—] | 

(1—2)(1—2 ета но если данныя лица не имфютъ никакого побуж- 
ден1я выбирать означенный билетъ изъ числа невынутыхъ, то выра- 


жен1е это нужно помножить на, представляющее вЪроятность 


1 
(и—1)*° 
ихъ выбора между невынутыми билетами. 

Такимъ образомъ вФроятность ни событ1я при второнъ 


предположенли будетъ и вт Ха а ‚ Поэтому избытокъ въ пользу спра- 
ведливости увзреня выразится отношенемъ 
(1—2)(1—2) , аа’) 


и и(п—1) а ю—1 

155. Вопросъ ст. 752 касается правдоподобности совпаденя пока- 
зай; мы можемъ теперь разсмотрфть в$рность свид$тельства, основан- 
наго на иредани. А товоритъ, что В утверждаетъ, будто имфло м$сто 
извфетн^е событ1е. Требуется опредвлить вфроятность того, что сказан- 
ное событ1е им ло м%сто. Пусть р ир’ вфроятности показыван1я правды 


А и В соотв тетвенно. Сказанное ‘событ1е имфло мВето, если оба они 
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говорятъ правду или оба лгутъ; и событ!е не имфло м$ета, если только 
одинъ изъ нихъ говорить правду. Такимъ образомъ излишекъ вЪроят- 
ности ВЪ ПОЛЬЗУ ТОГО, Что событе иифло м$ето, выразится отношен1емъ 


рр’ (1—9) (1—2) въ ра—’)-нр’(1— 2). 


156. Если будеть ® свидфтелей, каждый изъ которыхъ передаваль 
сообщен1е` о происшеств1и слфдующему, и если р есть вЪроятность в$р-. 
ности показан1я каждаго свидфтеля, то вфроятность вфрности ихъ ут- 
вержден1я относится къ вЪроятности лживости того-же, какъ сумма 
нечетныхъ членовъ разложеня (р-+0)” къ сунм четныхъ членовъ, 
приченъ 4 должно положить равнымъ 1— р посл того, какъ разложе- 
н1е будетъ произведено. ДФйствительно, утверждее это вфрно, если. 
всЪ свидфтели говорятъ правду или если двое, или четверо, или какое 
нибудь четное число свидфтелей лгутъ. 


757. Положимъ, что известные 00в0ды логически основательны и 
что вфроятность взрности ихъ соотвфтетвенныхъ большихъ посылокъ 
извфстна; требуется найти в$роятность спреведливости заключения. На- 
приифръ, предположимъ, что существуетъ три довода и пусть 7, 2. р’ 
означаютъ соотвфтетвенно в$роятности ихъ большихъ посылокъ. эавлю-. 
чен!е остается дЪйствительнымъ, если только не вс доводы ложны. 
Вфроятность, что вс они ложны есть (1—2)(1—20')(1-2’); отеюда 
вфроятность, что они не вс ложны, будеть 1—(1—2)(1—2')( 1—2, 
что и будетъ такимъ образомъ искомою вЪроятностью. 


158. Въ этомъ начальномъ курсз Алгебры мы могли дать лишь 
крате1й очеркъ такого обширнаго предмета, какъ Теорйя В роятностей.. 
Читатель, подготовленный къ дальнфйшему изучен1ю вопроса, найдетъ 
91 (0: НеОбхоДимыхь книгь въ стать Бъроятность ( Руобо фич) 
въ Еидйзй Субороеда (Англйской Энциклопедии); къ этому списку 
можно прибавить сочинен!е профессора Буля Законы Мышленая (065 
_о7 Трюи9). Для критическаго разбора первыхъ началъ предмета уча- 
п1йся можетъ обратиться къ Формальной Лоикъ Моргана, гл. Хи Х 
и кь [021е о? Срапее Венна. Мы можемъ отослать также читателя 
къ Истории Мотемат. Теорли Втроятностей оть времень Пяс- 
каля 00 времень Лапласа (Тоттентера); это сочинен1е познакомить 
читателя съ большинствомъ способовъ и съ каждымъ родомъ вопро- 
совъ, кавле можеть представить литература предмета. 


Прим$ры на вычисление вфроятностей. 
1. Нротивъ извзетнато событ1я можно поставить 3 противъ 2, а 


ВЪ пользу другого, независящато отъ перваго событ1я, можно поставить 
4 противъ 3. Найти шансы за и противъ того, что они случатся виЪстз. 
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2. Предполагая, что можно биться объ закладъ 8 противъ 7, что 
лицо, которому теперь 30 л5тъ, доживетъ до 60 лфтъ, и 2 противъ Т, 
что лицо, имф$ющее теперь 40 лфтъ, доживетъ до ТО лЪтъ, найти в$- 
_ роятность, что одно изъ этихъ лицъ останется въ живыхъ черезъ 30 лётъ. 


3. Общество изъ 23 лицъ садится за круглый столъ; показать, 
что можно поставить 10 противъ 1, что двое загаданныхь лицъ не ся- 


дутъ рядомъ другь съ другомъ. 


4. ВЪроятность, что 4 можеть рёшить извфетную задачу равна $ 


вфроятность того-же для В равна з; найти вфроятность того, что за- 


дача будетъ рфшена, если они оба примутся за нее. 


5. Найти вЪфроятноеть вынут1я двухъ черныхъ шаровъ и одного 
краснаго изъ урны, содержащей пять черныхъ, три красныхъ и два 
офлыхъ шара. 


6. Найти вЪроятность, что на одной и той же кости въ два бро- 
саня выпадеть одно и то-же число очковъ. 


| 7. Найти вЪроятность выпаден1я одного какого нибудь числа, ОЧКОВ 
_по крайней мЪр$ въ два бросан1я одной кости. 


8. Найти вёроятность того, что одно изъ двухъ чисель 7 или 11 
не выпадетъ при одномъ бросан!и двухъ костей. 


9. Въ двухъ кошелькахъ находится по одинаковому числу сове- 
реновъ и по неодинаковому числу шиллинговъ; изъ одного какого ни- 
будь изъ кошельковъ вынимается монета; показать, что въ этомъ слу- 
ча$ взроятность вынуть соверенъ будет больше, чЪмъ въ томъ слу- 
ча, когда-бы всф монеты находились въ одномъ кошелькъ. 


10. Силы четырехъ человфкъ А, В, С, 0) представляются соотвзт- 
ственно числами 6, 7, 8, 9; двое изъ нихъ по жребшю выбраны и по- 
сажены въ весла на одну лодку, а друме двое-——на другую. Найти 
шансы каждаго изъ нихъ оказаться побЗдителент вЪ состязани между 
лодками. | 


11. При одномъ бросан1и ‘пары костей найти вфроятность того, что 
не выпадеть ни одно очко, ни одно и то-же число очковъ на обЪихъ 
костяхЪ. | 


12. Въ лотере$ имфется 30 билетовъ, означенныхъ вифрмжиЕ 2,3. . 
если требуется вынуть четыре билета, то найти эро того, чо 
между ними будутъ билеты Ти2. 


13. 4 имфетъ три билета въ лотерею, въ которой всего 9 биле- 
товъ: 3 выигрышныхъ и 6 пустыхъ; Б иифетъ одинъ билетъ въ дру- 
_ рой лотере$, гдф имфется одинъ выигрышный билетъ и два пустыхъ. 
Показать, что шансы выигрыша для А относятся къ шансамъ выигрыша, 
для Б какъ 16 къ Т. 


14. Въ каждомъ изъ двухъь иБшковъ находится по 4 черныхь и. 
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5 бЪлыхь шара; кто нибудь вынимаетъ на удачу шаръ изъ перваго 
и. И если это будетъ бзлый шаръ, кладетъ его во второй иЗшокъ 
и зат$мъ вынимаетъ шаръ изъ этого иЪика. Найти взроятность вы- 
нут1я двухъ бёлыхъ шаровъ. 


15. Монета бросается послЪдовательно ® разъ; найти вЪроятность 
того, что орелъ выпадетъ нечетное число разъ. 


16. Если подбросить ® монетъ, то найти вфроятность того, что 
только одна изъ монетъ ляжетъ- орломъ вверхъ. 


17. Предполагая, что анрл1йская палата общинъ состоитъ изъ т 
торевъ п изъ я виговъ, найти вЪроятноеть, что комитетъ изъ р-+9 


членовъ, выбранныхъ по жребю, будетъ состоять изъ р тор1евъь ид 
ВИГОВЪ. 


18. Найти вфроятность того, что игрокъ выброситъ по одному очку 
на двухъ костяхъ покрайней мфр$ четыре раза при шести бросантяхъ. 


19. Найти вЪроятность выпаден1я одного очка на одной коети по- 
крайней мзрБ одинъ разъ при шести бросанляхъ. 


20. Если среднимъ числомъ пзъ 10 кораблей 9 возвращаются въ. 
портъ невредимыми, то найти вЪроятность того, что изъ 5 ожидаемыхъ 
кораблей, покрайней изрЪ возвратятся три. 


21. При трехъ бросанляхъ пары костей найти вЗроятность выиа- 
ден1я одинаковазго чиела очковъ на обфихъ костяхъ одинъ или 00- 
лъе разъ. 


22. Найти вфроятность выпаден1я двухъ шестерокъ одинъ или больше 
разъ при троекратномъ бросанли двухъ костей. 


23. Въ лотереБ, содержащей болыное число билетовъ, причемъ 
выигрышные билеты относятся къ пустымъ какъ 1 кь 6, найти в$- 


_роятность вынуть покрайней ифрз 2 к рева билета при 5— крат- 
номЪ выниман1и. 


24. Если изъ колоды нужно вынуть четыре карты, то найти в$- 
роатность того, что вс он будуть разныхь мастей. 


25. Если изъ колоды вынимается 4 карты, то найти вфроятность 


того, что это будетъ тузъ, двойка, тройка и четверка и И той-же 
_ масти. 


26. Если искусство А въ извфетной игрф вдвое больше сразни 
тельно. съ В, то можно ставить 131 противъ 119, что А выиграетъ 
4 игры, прежде ч5мъ Б выиграетъ дв$. 


27. Два лица А и Б начинаютъ играть въ анк игру, ВЪ 
которой умфнье ихъ играть выражается соотв тетвенно числами 2 и53. 


Найти вфроятность того, что „4 выитраетъ а мов 2 нм 
ИЗЪ 9. 


28. Въ иБшкБ находятся три бфлыхъ шара и пять черныхъ, и три 
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лица вынимаютъ послфдовательно по шару, причемъ шары не кладутся 
обратно назадъ, пока не вынется б$лый шаръ. Показать, что ихъ 
соотвфтетвенныя взроятносги будуть относиться какъ 271, 18 и 11, 

| 


29. При каждой новой игрф вфроятность въ пользу выигрывшаго 
предыдущую игру равна отношен1ю 2 къ 1. Найти вЪфроятность того, 
что выигравший первую игру, выиграетъ три или болЗе изъ четырехъ 
игръ сряду. 


30. Извфетная ставка должна быть выиграна т, кто первый 
выбросить одинъ очекъ на кости съ я граняии. Играющихъ 1) человзке. 
Найти шанеъ выигрыша для 7-аго игрока по порядку. 


31. Въ другой комнат® находятся 3 связки книгъ, и Въ одной изъ 
связокъ должна быть извфетная книга. ВФроятность, что она находится 
въ известной связкф равна 8, но если она не въ этой пачеВ, то равно 
вЪроятно, что она будетъ въ той или другой изъ остальныхъ. Если я 
посылаю за этой пачкой, указывая на ея прим$ты и если вфроятность. 
что мн принесутъ ту связку, на которую я указалъ, равняется а, 
то найти взроятность того, что я получу желаемую книгу. 


39. Въ одномъ кошелькВ десять монетъ—вс$ двугривенники, кром$ 
одной, которая червонецъ; въ другомъ-же кошельк$ вс десять монетъ 
двугривенники. Изъ перваго кошелька берутъ 9 монетъ и кладутъ во 
второй, а зат5мъ беруть 9 монетъ изъ второго и кладутъ ихъ въ пер- 
вый. Посл$ этого предлатаютъ кому нибудь взять тотъ кошелекъ, ко- 
торый ему угодно. Найти, какой изъ кошельковъ онъ выберетъ. 


33. Одна урна содержить 5 бфлыхъ и 5 черныхъ шаровъ; въ дру- 
гой урнф 10 б$лыхь и 10 черныхъ шаровъ; одинъ шаръ, цвЪтЪ кото- 
раго неизвфетенъ, вынуть изъ одной урны, но изъ которой— неизв зетно, 
и положенъ въ другую. Теперь, если вынимается шаръ изъ которой 


нибудь урны по ит то какова будетъ въроятноеть вынуть 0Ъ- 
лый шаръ? 


34. Найти бий выпаден1я 15 очковъ въ одно бросаны На, 
5 Костяхъ. 


35. Найти вфроятность выпаден1я 17 очковъ въ одно бросанье на 
3 КОсТяхЪ._ 


36. Найти вЪроятность выпаденя не больше 10 очковъ на 3 
костяхЪ. 


37. Когда бросаются 2 костей, то доказать, что сумма чиселъ, 
обращенныхъ вверхъ, съ большею вфроятностью будетъь 7я, ч$мъ дру- 
гое какое нибудь число. 


38. Когда бросаются 2и—н-1 костей, то доказать, что въроятность 
того, что сумма чиселъ, обращенныхъ вверхъ, будетъ 7й +4, равняется 
вфроятности того, что сумма обращенныхъ вверхь чисель будетъ Ти-+3, 
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и что эта вфроятность больше взроятности того, что названная сумма 
будетъ какииъ нибудь другимъ числомъ. 


39. Изъ ряда карточекь, означенныхъ нумерами отъ 1 до 10, выни- 
мается одна и кладется снова; посл десяти такихъ выниман!й, какова 


будетъ вЪроятность того, что сумма вынутыхъ чясель будетъ рав- 
нятТЬся 24: 


40. Жетоны, означенные нумерами О; 1,2,... ®, положены въ ящикъ: 
посл$ вынут1я каждый вынутый жетонъ кладется снова въ ящикъ, Найти 
вфроятность, что 7% выниманйЙ дадутъ жетонъ, означенный нумеромъ 5. 

41. Изъ 10 билетовъ пять обозначены. нумерами 1, 2, 3, 4, 5, & 
‘остальные не обозначены ничфмъ; найти вфроятность вынуть 10 вътри 
 пр1ема, если вынутые билеты кладутся обратно. 


42. Найти вЪроятность въ предыдущень прим рф, если билеты не 
кладутся обратно. 


48. Изъ мзшка, одержащаго г шаровъ, нужно вынуть р шаровъ, 
положить ихъ обратно и затЗиъ вынуть 4 шаровъ. Показать, что вф- 


роятность того, что 7” шаровъ будуть одни и т$-же въ обоихъ случаяхъ, 
равняется 


[р [4 и 9 
[7 [ря [4—7 и р-а+г 


44. Восемь одинаково искусныхъ игроковъ въ шахматы выбираются 
партнерами по жребйю и играютъ четыре игры; четверо игроковъ вы- 
нимаютъ вновь жреблй и играютъ дв$ игры, и двое игроковъ изъ этихъ 
играютъ послёлнюю игру. Найти взроятность того, что два нам ченные 
игрока будутъ играть вмЪетз. 


45. Въ изшк$ 272 бфлыхъ и 7 черныхъ шаровъ. Найти вБроятность 
вынуть сперва б$лый, потомъ черный шаръ, и такъ далфе попере- 
изнно, пока вс остальные шары не будутъ одинаковаго цвЪта. 


Если вынуть сразу % шаровъ, то найти вфроятность вынуть в6Ъ 
б$лые шары сразу. | 


46. Въ мшк$Ъ находится я шаровъ 72% разныхъ цвЪтовъ, причемъ 
р, шаровъ одного цвфта, 2,— другого... ри—т-аго цвфта. Если шары 
вынимать одинъ 3& другимъ, то найти вфроятность того, что вынутся 
сперва вс$ шары одного цвзта, зат$мъ всё шары другого цвзта, и 
такъ далфе и наконецъ вс$ шары т-аго цвфта. 


47. Въ м5шк$ находится % шаровъ; вынимають одинъ шаръ и вла- 
дутъ обратно, что дБлается я разъ; найти вфроятноеть того, что въ рукз 
вынимающаго перебываютъ вс$ шары, содержащиеся въ и шк. 


48. Двое ‘одинаково искусныхъ игроковь А и Б играютъ рядъ 
игръ. Для окончан1я игры А нужно выиграть 2 парти, а 6—8 пар- 
тш. Сравнить шансы А и В выиграть игру. 


ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВ ШИ. 413 


49. Если три лица обздають вифст$, то найти, сколькими различ- 
ными способами они могутъ сеть рядомъ. Когда они обЪдаютъ въ точ- 
_ ности столько разъ, занимая мъста случайно, то найти в5роятность того, 
что они будутъ сидфть, размёщаясь вофми возможными способами. 


50. Дано число №, и предлагаетея выбрать какое угодно меньшее 
число на удачу. Найти вфроятность, что выбранное число окажется дЪ- 
лителемъ числа М. 


51. Изъ м$шЕа съ пулями берутъ ихъ горсть, сколько попадетъ; 
найти взроятность того, что число пуль въ горсти будетъ первое съ 
числомъ пуль въ ифшк%. Положинъ напримфръ, что число пуль въ 
м$шкЪ 105. 


52. Ели и=@’, и если взять на удачу какое нибудь число не 
больше чфмъ и, то вЪроятность того, что оно содержитъ въ себ$ а 
множителемъ $ разъ, и не больше, равна т 
53. Два лица играютъ въ н$которую игру, не могущую кончиться 
‘розыгрышемъ, и условились продолжать играть до т$хъ поръ, пока 
тоть или другой изъ нихъ не выиграютъ двухъ игръ сряду. Если дана 
вфроятность того, что одинъ изъ нихъ выиграетъ одну парт!ю, то найти 
вфроятность того, что онъ выиграетъ игру при упомянутыхъ услов1яхъ. 
Наприм$ръ, если шансы его за и противъ выигрыша одной парт1и бу- 
дуть 2 и 1, то вфроятность, что онъ мерин игру будетъ м 
т.е. 16 —за и 5 противъ. 


54. Имфется двф кости: одна правильный тетраедръ, другая пра- 
вильный октаедръ. Найти вфроятность, что при одномъ метанти сумма 
выпавшихь очковъ будетъ больше 6. 


55. Ожидаются три независиныя события, Молина которыхъ 
_соотвзтственно выражаются чрезъ р., р., 2.; найти вФроятность того, 
что случится покрайней мёр$ одно изъ этихъ событй; а такъ-же в*- 
роятность, что случатся покрайней мфр% два событя. 


_ 56. Изв$етная сумма денегъ будетъ получена т$мъ изъ трехъ игро- 
ковъ 4, Б, С, вто первый выбросить 10 очковъ на трехъ костяхъ; 
предполагая, что они бросаютъ кости посл$довательно другь за дру- 
гомъ въ азбучномъ порядЕЪ, пока не случится упомянутаго выпаде- 
н1я, найти вфроятности получен1я денегъь каждымъ изъ нихъ. 


57. Десятичныя части логариемовъ двухъ чиселъ, взятыхъ на удачу, 
выписываются изъ семизначныхъ таблицъ; найти вЪроятность того, что 
вторая мантисса можеть быть вычтена изъ первой, цифра изъ цифры, 
безъ заниманая единицъ высшаго разряда. 

58. А берется двумя костями выбросить 6 очковъ раньше ч$мъ 


Б выбросить 7; они бросають поочередно, причемь 4 начинаетъ. 
_ Сравнить ихъ шансы. 
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59. НФкто получилъ позволен!е вынуть двЪ монеты изъ кошелька, 
содержащаго четыре соверена и четыре шиллинга; найти выражен1е для 
его ожидан1я (соверенъ =20 шиллинговъ). 


60. Въ мфшокъ положено шесть червонцевъ, шесть двугривенни- 
ковъ и шесть копфечныхъ монетъ; найти величину ожиданая. 


61. Въ портф ожидается прибыте 10 русскихъ, 12 французекихь 
и 14 англЙскихъ кораблей. Найти, какъ велико ожидан1е купца, кото- 
рый долженъ пр1обр$еть 2100 рублей, если одинъ изъ первыхъ двухъ 
прибывшихъ кораблей будетъ руссый, а другой онных 


62. Изъ изшка, содержащаго 3 червонца, 2 двугривенныхъь и 4 
копфйки, нфкто вынимаетъ три монеты, как1я поиадутоя; найти вели- 
чину его ожидан1я (червон. =10 р.). 


63. Найти цфну лотерейнаго билета въ лотерез, въ которой иифется 
100 билетовъ и назначается 4 выигрыша по 100 рублей, 10 выигры- 
шей по 50 р. и 20 выигрышей по 5 рублей. 


-64. Въ ифшк$ находится 9 монетъ, изъ которыхъ паять англ1йек1е 
фунты етерлинговъ, а остальныя 4 друмя монеты равной взаимной 
пвнности; найти какой цфнчости эти монеты должны быть, чтобы ожи- 
дан1е вынуть двЪ монеты изъ мфшка имфло цфнноеть 24 шиллинговъ, 
(Отношен1е фунта къ шиллингу равно 20). 


65. Изъ м$шка, содержащаго 4 монеты по 1 шиллингу, три непз- 
взетныя серебряныя англ1йсв1я монеты одинаковой цфнности и одну не- 
извфетную золотую англйскую монету, нужно вынуть четыре монеты. 
Если величина ожидан1я вынимающаго равна 15 шиллингамъ, то найти 
цзнность каждой изъ неизв стныхъ монетъ въ шиллинчгахъ. 


66. А и Б ставять известную сумму денегъ, которую долженъ 
выиграть тотъ, у кого въ первый разъ выпадетъ орелъ при бросай 
монеты, причемъ игру начинаеть 4. Въ какомъ отношен1и должны 
быть ихъ ставки? Если они ставятъ поровну, то сколько долженъ одинъ 
изъ нихъ дать другому за право бросать монету первому? 


67. Въ изшкЪ находится нфеколько жетоновъ, изъ которыхъ ОДИН 
означень цифрой 1, два —цифрой 2, три—цифрой 3,...” означены 
цифрой 7; данное лицо вынимаеть на удачу нЪфеколько жетоновъ и по- 


лучаетъ за это столько рублей, сколько показывает его цифра. Найти 
величину ожидая этого лица. 


68. Въ иБшк$ н$еколько билетовъ, изъ которыхъ одинъ означень 
нумеромъ 1, четыре--нумеромъ 2, девять нумеромъ 3 ит. д. до, 
означенныхъ нумеромъ у, Предлагается вынуть изъ мфшка одинъ билетъ, 
3% который вынимающ!й получаетъ столько рублей, сколько единидъ въ 
нумерБ билета. Найти величину ожидая вынимающаго. 


69. НФкто долженъ получить извЪфетное число рублей; онъ знаетъ 
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что цифры этого числа 1, 2, 3, 4, 5, но ему неизвфетенъ порядокъ, 
_ВЪ КОТОоромъ стоять эти цифры. Найти величину его ожидания. 


70. Изъ мёшка, содержащаго & жетоновъ, изъ которыхъ иные озна- 
чены нунерами, нужно вынуть 0 жетоновъ, причемъ вывимаюцщий полу- 
чить число рублей, равное сумиф нумеровъ на вынутыхъ жетонахъ; 
если сумиа нумеровъ на всфхъ жетонахъ ий, то найти величину ожи- 
даня вынимающаго. 


_ ТТ. Изъ двухъ урнъ одна содержитъ 8 б$лыхъ шаровъ и 4 чер- 
ныхъ а другая содержитъ 12 черныхь шаровъь и 4 б$лыхь. ИзЪ одной 
урны, но неизв$стно— изъ которой, вынимается одинъ шаръ, оказы- 
вающ/йся б$лымъ. Найти вфроятность того, что онъ вынутъ изъ урны, 
содержащей 8 б$лыхъ шаровъ. 


12. Въ иБшк$ находятся пять шаровъ, причемъ неизвестно, сколько 
изъ нихъ бфлыхъ; но два изъ нихъ По вынути оказались бфлыхи. 
Найти вфроятность того, что вс$ они— бфлые. 


13. Въ кошелькз имфется м монетъ, но неизвестно, сколько изъ 
нихъ рублей; вынутая монета оказалась рублемъ; найти вфроятность 
того, что это быль единственный рубль. | 


714. Въ мёшк$ 4 бфлыхь и 4 черныхь шара; изъ нихъ вынимаютъ 
на, удачу два, и не смотря на нихъ, кладуть въ другой меньший м$- 
шокъ; затьмъ изъ послЪдняго изшка вынимаютъ одинъ шаръ— оказы- 
вается, что онъ бЪлый; его кладутъ обратно въ маленьмй мБшокъ и 
снова вынимаютъ одинъ шаръ—опять оказывается, что онъ бфлый. 
Найти вФроятность того, что оба шара въ маленькомъ мёшкф б$лые. 


15. Изъ двухъ кощельковъ одинъ сначала заключалъ въ себЪ 25 
золотыхъ монетъ, & другой—10 золотыхъ и 15 серебрявыхъ; беруть 
на удачу одинь изъ кошельковъ и вынимають изъ него 4 монеты, 
которыя оказываются золотыми. Найти вфроятность того, что въ этомъ 
кошельк$ всБ5 монеты золотыя и опредфлить величину ожидан1я для 
сл5дующей, вынимаемой изъ этого кошелька монеты, принимая за еди- 
ницу золотую монету и считая отношен1е цзнностей золотой и серебря- 
ной монетъ=20. 


16. Въ м$шк$ заключается три банковыхъ билета, и известно, что 
ВЪ немъ могутъ быть билеты въ 5, или въ 10, или въ 20 фунтовъ стер- 
линговъ. Три раза одинъ за другимьъ— причемъ билеты клались обратно 
въ иБшокъ-—вынимался билетъ въ 5 фунтовъ. Найти рее цЪн- 
ность содержимаго въ мёшк$. 


77. Существуеть 3 шанса за и 1 противь того, что А товоритъ 
правду, 4 за и 1 противъ того, что В говорить правдуи 6 за и 1 про- 
тивъ того, что С говорить правду. Найти вфроятность того, что про-. 
иЗОШло р утверждаемое показан1ями 4 и Би отрицаемое пока-_ 
зан1емъ 
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78. А товоритъ правду 3 раза изъ 4, а Б то-же 4 разъ изъ 5; 
оба они согласно утверждаютъ, что изъ мёшка, содержащаго 9 шаровъ, 
всф различнаго цвФта, былъ вынутъ б$лый шаръ. Показать, что вф- 


роятность истины ихъ утвержденя равна 97 

79. Положимъ, что тринадцать свидфтелей, каждый изъ которыхъ 
дфлаетъ одно нев$рное показан1е изъ одиннадцати, утверждаютъ, что 
_ произошло извфетное событ!е; показать, что в$роятность истины ихъь 
показаня равна “/,‚, если даже вфроятность этого событ!я сама по 


101 ; 
80. Одна карта изъ колоды въ 52 карты отброшена; изъ оставшихся 


картъ вынимаютъ дв$, которыя оказываются пиковками; найти вфроят- 
ность того, что отброшенная раньше карта то-же пиковка. 


81. Два челов$ка ходятъ по одной дорог$ въ противоположномъ 
‚ направлени втечени абс минутъ, причемъ одинъ оканчиваетъ 
путь въ @ минуть, & другой—въ 6 минутъ; найти вЪроятность ихъ 
ветрЪчи. | | | 


82. Найти, сколько нечетныхъ чиселъ, взятыхъ наудачу, должны. 
быть перемножены между собою, чтобы могъ быть по крайней ир$ ка- 
кой нибудь четный шансъ въ пользу того, что поелфдняя цифра 6у- 
детъ 5. Дано, что 100,,2=0.30103. 


себ5 меньше 


ГЛАВА ВУ. 
Различныя уравнен!я, 


159. Можно предложить такя уравнен1я, которыя требуютъ 060- 
быхъ искусственныхь пр1емовъ для ихъ рфшен!я; въ нижеслфдующемь 
подбор$ примфровъ читатель найдетъ большой матералъ для упраж- 
нен1я, причемъ пусть онъ предварительно самъ попытается рёшать 
предлагаемыя уравнен1я, и только посл этого справится съ даннымъ 
здВсь рфшентемъ. | | 
‘2х2 2890 47-46 26х12 

х—1 4 2+9 ыы х—-3 


т 


| эдеь х-н1 РИ. РРР —-—н-- Баны Ри 
до дн 4 д 


+8. 
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М ВЕ ПРЕ РИ Е ЕСИ 
5-1 ЖА д+9 дз’ д—1 2-9 2-3 д 
и, 
— Р-Зжа о ет. 
или 20, или д’ 3д--2=4”--71--19; изъ послёдняго находимъ 
| 42=—10, и значить #=— 2%). 
1. . ЭТ 1 1 
(на) (ар дано а 
1 ‹ 2 "ОЕ 1 
нана (а) д (аб ан 
слёдовательно ——_— се ыы. ЭРА ЗВНИИ а потому 
т—а- °4*—(а—56)* 212—(а+б)” 
— (а) _ 
2—(в+5)* х—(а-) 


слъдовательно откуда 


ОД ЬСЬ 


; отв (ака (в) 


а? 


а--о 


слёдовательно 2%(а-+5)= (а)? (а—5)*; отеуда = 


272 _, 48 д 4 
р и, 


д” 16 # 4\ а 4 Е 
ЭДЪеь 3( 91) 10(5—5) означинъь —_ чрезъ у; тогда 


‚, 8 0,961 
3(ч 45/10, такъ что 9“ 5 т 9—9’ 


4 | а 
слЪдовательно у=9, или -; а потому 2"—19=6х или 45; 
3 | 


й сл$довательно р=6, или —2, или З-Н/ (21). 
4 (5% +1051) (54-10 +1), 
| (2*-+-1022--5)(а^ 1045) “’ 
ве __ рж“-н1042-+1 — оз ыжьв. 
2°—1043--5% 5а-—-10а*-1 
Складывая и вычитая числитель и знаменатель обфихъ дробей, мы 


получимъ 
2—1 \° и1на\.. 
= )— =.) 
са довательно мы а. а потому в 
_ 2—1 1 @ 
5. (42—13) =278-8. 


Алгебра. | 27 
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Такъ какъ (2—1)-+(25-53)=32-2, то раздзливъ 06% ме : 


3д-—-2, изъ котораго для одного значен!я х получается елыза 3 МЫ 
получимъ | 
(2—1):—(2—1) (22 3)-+(22+3)*=927 —624; 
то-есть 3295-13 =95*—65-—4, 
слфдовательно _ 64“—15л=9; | 
| ‚ 5 25 25 3 49. 
& потому | оо = 


2 16 16 9 16 


5 7 1 
слдовалельно я—„ =, откуда 2—3, или 5 


м &. и 5% 5— ве 0 — -29} И. 
| п 4 д—-З 
4—5 5—6 92 
о ь к Ри в = ака 
1 24 —2 3 
24— 5х 25—62 11—7х _ 8255 } 
| 29 29 3 31 
слфдовательно 31 ть 2 — ыы 29 , НЫ, 
ы ттт. 1. 
ВЕ 2—1 24 2+9 +3’ 
| ма 1 1 1 ВА: 
ИЛИ ИР: ЗЫ 


+1 242 д+3 дь4’ 
слдовательно (#1) (х-2)=(2-3)(2—4); откуда 
_ З-н2=7112; 
поэтому 42—10 и наконецъ х=—=— 21... 
1 (2—1)(2—38) 1(23)(2-5) 2 (2+5) (а—7) 92 
———_ дд 
5 (2—2)(#—4) 9(24)(%—6) 13(2+6)(2—8) 585 
Очевидно, что числитель и знаменатель каждой дроби заключаютъ въ 
себф выражене 22—25; положимъ поэтому (1—1)*=9; тогда уравне- 
н1е будетъ 
1 у—4 19—16 2 У—36 _ 92° 
——{-— 
| 559 9 у—95 _ 18`у—49 — 585 
Н 11 2 92 
0 -— 
59 13. 585' 
_вычитая соотв$тетвующ!е члены, будемъ имфть 
ты 18 


5 9’ у—925 13’ РТ 
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то-есть нваг 95 948 =0; 
селЪдовательно ыы 2 - то-есть 
у—9 чу—49 —у—49 _ — у—25' 
—40_ 24° 
У—9 у—95’ 
слфдовательно 3(/—9)+5(и—25)= 0, или 89=152, 
откуда у=19 и х=1-Н/(19). 
да — а--Зх 
8. АРУ и (а) — Ру 
4 | д | 3 4 3 4 
д? д+За 6 с+Зх 27+ За? с? + Зет 
ЭДФеЬ 1 аз 1 азот 2 а 
а д; а’ Зах х 3? 
Складывая и вычитая числитель и знаменатель каждой дроби, полу- 
Ч 4 4 
5 53 
ЧИМЪ ее ых сл5довательно 


мА быв. откуда Е 
ОЕ Со ВИ. а т 
а— а? 62—17 
слфдовательно ‚„ № =-Н/ (ас). 
1 1 
(анк) аа) = 2. 
2—/ (Фах)-на | 
ве. | Чечни (Заз)-наи-н Е вар. 
1 С. 
слфдовалельно #+и НН ар" =2; откуда 
(НИ (важна) "—2}2-/ (2аг)--а] 51 =0, 
|  слфдовательно а—на-ни (Ва) ==1; 
= ПОТОМУ (ха)*—3(л-на)+1=3ах; 
откуда | д—ол-1=2а—@*, 
и наконецъ х=1-Н/И (2а—а?). 
10. — (л-на)(е-+-24)(#—3За)(#—4а) == 
ЭДЪсь (ха) (2—5а)(х--2а)(#—4а)= с", 
то-есть (2 — дах за) (ах Ва) ==". р 
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„4 
Положимь 42—2ах=уа’; тогда (—3)(и—8)=-г. 


| 121 6’ 25 
елфдовательно о фи ИЗ откуда — 
| 1 
О (4+5)? 
= ед 
са +9604) 
и елфдовательно — Зах == т -- АНН ‚ откуда 


в 
13а? ++ (40+ 2541) 
В ый р 
да и 5 — |. 

] 
: = 822 


11, 6: ино. 1247 и? +6. 


1 1 м 
ЭДЪеЬ (2—1) 82—29) “ва 4а—1) ИЛИ 


1 6—4 РИ аа, 
9—8) ©” 1)(4х—1); 
слфдовательно 2—(24—1)*(4#—1) (42—38) 


—=(22—1)'12(22—1)+112(2—П— Ц. 
Пусть у=2х—1; тогда 

"(4 —1)=2; 
у“ 1 1 2 38 


9 
слБдовательно 4] И р 464? 
откуда | у?=8(1-Н/ 33); 
а слфдовательно ыы “= [1 г МЕ (1-Е 33) Я 


+9 ее «ве вы "+36 
" д- учит ЧИТ дб/ 2—9 36° 


| л-6/х—4 д —6/%— 9 26 __ 4—6. 
ДСЬ )= ) = 


2—6\ д-4/ дб х—9/ 6 ркб’ 
1—6 ( д 9 | 2—-6( _ 2—4 |: 
сл5довательно0 — Е: ( о Ш ( а ‚ ТО 


х—6 265 х6 165 

д+6 (2—9) 2—6 (2+4 
& потому одно изъ значенй будетъ х=0; а для Гари значенйй МЫ 
будемъ имфть уравнене 
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о) = 16/%— = —6 99 
= —86\ д-4/' ии реб Ва 
слфдовательно 3(х” —22—24)=-2(5`—32—54); 


_а эти квадратныя уравнен1я могутъ быть р$шены обыкновенныхъ спо- 
собомъ. 


| и Залфас ах | 
18. Е ых < ее ИА. 
и--2ех-нас (п-на)(я-с) 


Положимъ (х—-а)(х-не)=2у; тогда ава АЙ оф 
| -2ех-нае у у 
2(22нох-нсх-нас) ау (ха)(хс) ау. 
22(а—с) а— 9? (а—св) ат 
4 а-- 
итакъ — ^^ Ав: слздовательно у’ уе=ае— в 
а—с @—у 
слёдовательн%о  у=4е-+ (6+ 496—4а?) = а (положинъ); 
тогда | дано) -надьыеи, 
Откуда на(ане-—о)=— ми: 
в И: 
а слфдовательно = +5и иыне—а)*—4ае}. 
_ (2-е) 
14. 9(х-на)(а-не (ам с = щ—. 
х ре в(2х-на-с) 
| хе)" 
Дб (яна) (2-нс)? == РАНЕ (. >И 
| с}(1-на)+ (1-е)! 
Положимъ х—а=у(7—с). .... о. (9); 
ХС 
тогда | 1 =—— к № в: а | 
| Е ы 
Изъ (х) находимъ х—е-на—с=у(я-н6), 
&—с 
елфдовательно #—с= ит? 
| № : а— 0 1 
поэтому (8) обратится въ “1 "выс 
‚ @— с 0, га\“ 
откуда /“‘“=————+1=--; слдовательно0 У= =.) : 
| С С \ с 
4 пе 0. 
_ уе—а _ с— ас" ОРЗ бавеь 
4 к д; — тен ааа Е п п =(ае) п 1 
| — а“ и— с" 


490 РАЗЛИЧНЫЯ УРАВНЕГЛЯ. 


(дна) (неа) "т 


р (дна) (да) пт“ тт ‘т (1). 
Положинъ ав = -+8 | елдовательно а=з(а-нф-нс-на),. 
с+4=я —В )’° В=8(а-+6—с— 9), 
+= 0-8, | ‚ слфдовалельно о, =5(а-нф-не-на)=а, 
-+4=и— В, | В =(@—6-е—9). 
Слфдовательно, полагая хо = у» мы можемъ привести (1) къ виду. 
(У-НВ )°-=(у—8 т уз—-1038? 58° т 
(+8, (4—В, п и у°—10938,*+-5у8,° п’ 
или у‘(п—т)--10у?(иВ*— тв," )=5(8,“— 8 *). . . . (2), 


которое приводится къ обыкновенному квадратному уравнен!ю. 


7 ие (ан6—в—а)* — ыы 
Вели — С ИБ С чение то уравнене (2) прииеть ВИДЪ 


4 4 
у‘=58В*В,”; слфдовательно у=(5)* (В8В,)*, или 


л 
д=у—а-3[5'/ (а—а)—(6—6)*}-—(а--ф-не-+-9)]. 
16. — дану ха-ну)--БКа—9). 
2 — 7—9 — 2}2(а—у)-н(а-ни)! 

Складывая и вычитая, получимъ 
д-- = (ах)... . . (9) 
у’--а’=И 2(2у—а5); 

перенножинь ихъ между собою: 

8 (2—5?) (у’на^) =3(ах- у) (ху— аб). 

или (аач-ву)! + (ву—а6) —2(аа--ФУ)(лу—08) 
д—б 

слфдовательно ’ алфу=ху —а6б; откуда у= -@—. 

Подетавивъ это въ (х), найдемъ | 

-  рй 2 
Р-Н 9? = 4/2 и ве и | 
сл$довательно, пренебрегая невозможнымъ корнемъ, найдень: —6=а/ 2; 


елёдовательно д — -а/ + и у= =в— ВИ 2-а. 


и 


- 17. (у (руно 2 (429) ых. @) 


О И. о ® % з . бы (2) 
ух с 
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Такъ какь (2—9) = 42-6 Эду 0—9, 
а изъ (2) _ | де—-жу—ус=0. .... . . (09) 
то слфдовательно (я—у-не) =? с?; | 
слфдовательно (1) обратится въ (1—9у+6)’=4лу= 4е(2—9), если 
принять во вниман!е (©); поэтому 
(—у—с)*=0, откуда У=Я— с, 


ее 2__ 12 Г с? 5с^ 
но 9 РР", слвдовательно 2“—6”==61; а потому 2*—сх-+— 


44’ 

сл довательно ‚= 5(1--/ 5) иу =5С-ф1+и 5). 
18. 2(? луну? ал) 3 (9) =0. г + х 9 
9(2*—жа-н 2* — 6 -И 3(2"' —2)=0 . . . (2), 
у/““—с "+3(у2" ее 0. . . (3). 


Умноживъ (1) на (2) найдемъ, _ 
_ Заур заи—у)=аа 

откуда И З(а-ну)-нх—ч=3а. 

Подобнымъ-же образомъ изъ (2) — | | 

И 3(и—а-нл-на=-96. 

Вычитая, ны получииъ въ лфвой части (/ 3 —1)(и—=2), авъ правой 
части --2(а—0) или +2(&-—-0); такимъ образомъ мы получаемъь че- 
тыре значен1я дя у-+2; выберемъ одно изъ нихъ и означимъ его че- _ 

езъ 7, 

р Изъ (3) 24 бу" —85$, то-есть (уг) (у—2)*=8с"; 


_ отсюда _ (У—2)8=86° —тз а у—=(8с° жи 
слфдовательно у= Зее —т и 2=фи— (веет) 
А. потому | д 3—1 24—99} 3—1} 
р 1 
| | аи (виз) 


такимъ образомъ х становитея аб 


19. Зуи... 0). 
ину : (2) 

пауза вает (3). 

Изъ (1) 8(и-ну-не) = еее (@) 


Изъ (2) путай бейте ре Е 5 в. . (В 
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Изъ (3) оит-нузне—Зае) = АТИ и м. (5) 


Затфиъ, умножая (я) на (В) и вычитая отсюда (\), найдемъ 
лбу 2—3 (2 у-ху“-нда-нх*е-ну*е-ну2?)-+-6хуг 
| —=823 —192*4+-62—1: 
ИЛИ (1ну2)8=(22—1)3; 
слъдовательно ду=2—1. 


# 
—=1; слфдовательно 2—1 т откуда 


14—92 5 

| 9 — 9; отсюда 
2(2°—?)— (2+9) =5—4=1; слфдовалельно х—у=-Н1; 

такимъ образоиъ 2==11, или ‘› и у='|, или 11|, 


(ав-- 1) (2-51) (а 1)(2у--1) 


Изъ (1) х+у =. 


2=3; слфдовательно0 х-ну=2, Ну“ =2А-Н 


20. и +1 в м. (1) 
(ас 1) (у 1) _ (© (у) 
Е к-р: № 
+1 | ж—-1 
2 - 2 
Изь (2) д 1 2+1 ан] ‚ (@) 


жу-1 у1 ` анг 
И ут ут ст 
изъ (2) ху-1 2-1 ° ант 
(иен) (акте). 
(ху--1)* — (ет С 
Вычтя знаменателей изъ числителей, получимъ 


И, (8) 


слфловательно 


(в—)3 (ав 5 _ 
(ут (6-08 слЪдовательно а. 
РИ де 
 слБдовательно х—у=(2у-= 0—1 ИЛИ (ву-+-1)-— 


а—с | 
отсюда, пользуясь первымъ значен1емъ и полагая ___—71, мы получим» 


— 77 


|[7х)=х—т, откуда у=———-. 
9( ) А Отта р 
221 291 @+1 
Но изъ (а) ие, 
д] 1 @5—1 
| 2—5 
2 2 Е р. | 2 
| “т а-1 1 -тх а]. “+1 
слвдовательно = = ыы 
а д:1 ас-|1 х—т ас--т 1-тхх—т 


1 тх 
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а потому (ае+П(Т--та--а—т)=(а-1) (1), откуда 
1-нас-нж(а—в-н(1-нае)—(а—в=(а“-1)-н(а-нТ), _ 
_ & потоиу  2(а—с)—ажа—в)=а—в-+(а—с), сл6довательно 


1 а 
(1—а)= 1--а, откуда каг, & потому 


и = 1 - орроиненниниеиу 


д—т _ 1—@ 9+9 1+0 
ета ао “Г 
(1—а) (1+ а) — 
Подобнымъ-же образомъ, если въ (8) мы возьмемъ ‘отрицательный 


| ‚: 1—@а 1—с: 
знакъ, то для соотвЪтетвенныхъ значен1й хи у получим —— и —— 
ие 1+ с 


== 


21. _ бу аа) 2—0" РРР, | 
=(1—9)(х)—9х9—4) . . . . (1) 


/ +1 \ (291 УЕ. 
Ея. 


5] -> 


1 
2 


Изъ (1) (24—1)(%“-4х-—3): Е. | —4у-—3) 
—4— 9—9 л2у+91у'-—-41— 44. 
=1?(242—1)--7(29у—1Г)-2(25—1)—2(у—Т) 

—=(*-+-2)(22—1)—(2-2)(29—1); 
слЗдовательно | | 
(у Туе-а-НИ (айчеае--з)} = а—1у-2--/ (‘-4у-+ 3). 
2 (24х53) у-2-нИ (4493) 


ИЛ — о 

" 2—1 29—1 (е) 
Но ‘4х8 =(2--9х--1)(2"—2х--3)=и5, 
если и=-2-1 ио=1*—27-+3; 


то слфдовательно0 и-+0=2(1°+9) и и—90=9(25—1). 
Поэтому («) принимаетъ видъ о 
Й 254.4) и-н/ о)? __(Ив-И г) 
и—% и — 0, 
ГДЪ и = +2951 и 9, =9*“—2у-3; 
ИиИ о Ищи, 
Ии—И Ищ—И\, 
еды 1 _ У +-2у+1 
—22-3 9 2 Оу 3. 


и (и, 
такимъ образомъ ‚ слфдовалельно Ры 


_ & сл довательно 
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Складывая и вычитая числитель и знаменатель каждой дрон, по- 
Лучимъ 
р Я _ 1] "+2. 


2%—1 2—1’ 
слфдовательно 2414у—5*—2=24/4%—492—9; 
или = 2уж(х—9)— (2—9 )—4(х—9)=0; 
| 4. 
слфдовательн0 х=у, или 27у=х-—у-4, такъ что Е 


Подетавляя значен1е у=х въ (2), получимъ 
И )-2, ИЛИ 1—4, откуда 2=14 и У==14. 
д--4 у+1_3(21 _ 3. 
212—1”  2у—1 (1+1) ж+Гг 
29—1 9 ыы 5 
22—1 — (9—1 ат 21 
Слфдовательно уравнен!е (2) будетъ 
"ЛВ И В В ЕВ ЧО 
1, 9—1 2—1 #1 / 9—т 
т» или 44*—16%=11; 
откуда — 415*—162+16=27, а потому 25—4==-3/ 3; 


] А 1/4-/3 
—=—(4-- = —95\ 1173 /` 
такимъ образонъ Хх 5(4-+3у 3) в да - НЕ 3) 


А если = 


такимъ образомъ 


поэтому 


Разные прим$ры. 


1. Рёшить уравнение |/(1-+2*)—/(1—2^)=И (1—4). | 
2. Рёщить уравн. 2” (Ь Ум —п), у*“(а—л)=6х(х—п). 
_ 3. Вели 2‘ дуу*==с^, 
днде-2 в, 
у -+- у2-+-2? == а7, 
то доказать, что | 
дунугн+гх=иИ оо орла @ — 0 ‘и 
_и показать, какъ р$шить эти уравненя. 
2—4%—8 
И (2*25-—=11) т 
в, Опредфлять с тавимъ образомъ, чтобы уравнен1е бл-4у=6 


_жотло имфть десять цфлыхъ положительныхъ р8шен1й, исключая нуле- 
выя, причемъ с должно быть такъ велико, какъ возможно. 


4. Р&шить уравнене 
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24—92 4—8 
1—2) ал“ 
тогда каждая часть этого уравнен1я деть равняться 


111 
ду И +. | 
ху в 


7. Показать, что если ® и М будуть близки къ равенству, то 


6. Если д, у, 2 не равны между собою, 


_ 2— у. 
2?*(1—2)* 


ы № п № | 
ря ==———-+-———_ 6ъ большимъ приближененъ, и что ошибка 
т) Ил 4 
(М—п)* 


приблизительно будетъ Ви(Мя)* 


$. Доходъ нзкотораго лица состоитъ частью изъ жалованья въ 
2000 рублей въ тодъ и частью изъ процентовъ на капиталъ, считая 3 на 
100, къ которому онъ ежегодно прибавляетъ сдБланныя сбережен1я; его 
издержки въ каждый годъ на 950 рублей меньше пяти четвертей его 
дохода. Показать, что, каковъ-бы ни былъ первоначальный капиталъ, 
постепенно накопляясь, онъ приближается къ 60000 рублей. Если пер- 
воначальный капиталъь быль 10000 р., то показать, что онъ удвоится 
въ промежутокъ времени около тридцати лётъ, если дано 1052 =—0. ыы 
и 1053971 ==2.598790. 


9. Если п будетъ величина цфлая и положительная и с= ть 
то показать, что | | 
—(п—1)е- 2—3), 2 _(и—8)("—4) (5), 
2 Э 
у _ те ген | 1 
—т—1 ‘(т--р" 


10. Если 1 нфкоторое первоначальное число, исключая 2, то цё- 
лая часть (1--и рый уменьшенная 2 единицами, будетъ ВЛИТЬСЯ. 
на 4. 


11. Если взять наудачу иЪСколько- БЫТЬ, чиселъь и перемножить 
ихъ между собою, то показать, что вЗроятноеть того, что поелфдняя 
цифра ихъ произведеня будетъ 5, постоянно уменьшается по иёрз 
возрастан1я числа цфлыхъ чиселъ, перемножающихся между собою. 

12. Два кошелька содержать въ себЪ англ1йск1е гинеи и шиллинги; 
если общее число монетъ въ обоихъ кошелькахъ или одинаково, или 
Число гиней къ числу шиллинговъ въ обоихъ кошелькахъ относится оди- 
наково, то показать, что вфроятность вынуть гинею, беря на удачу 
одну монету изъ одного изъ этихь кошельковъ, такая-же какъ и Въ 
томъ случа$, когда-бы вс эти монеты лежали въ одномъ кошельк$ и 
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вынималась-бы одна изъ нихъ. Если не существуеть ни одного изъ 
этихъ условй, то вЪроятность будетъ въ пользу кошелька, взятаго по 
произволу всяк1й разъ, когда при большем чиелЪ монетъ въ немъ бу- 
детъ относительно меньше гиней. 


ГЛАВА ТУ. 
Разныя задачи. 


760. Въ предыдущихъ главахъ мы уже дали подборъ задачъ, при- 
водящихъ къ простымъ или квадратнымъ уравнен1ямъ; здесь мы при- 
соединимъ къ прежнимъ еще нфеколько примфровъ, рёшен1е которыхъ_ 
представляетъ несколько больше трудностей. 


1. Каждый изъ трехъ кубическихь сосудовь А, В, С, вм%етимо- 
сти которыхъ относятся какъ 1:8:27, содержить въ себ воду, при- 
чемъ количества воды въ сосудахъ относятея соотвтетвенно, какъ 
1:2:8. Изъ сосуда 4 выливается въ сосудъ В и изъ сосуда ВБ въ 
сосудъ С столько воды, что послф этого глубина воды въ каждомъ изъ 
сосудовъ становится одинаковою. Посл того выливается 128“. куби- 
ческихъ футовъ воды пзъ С въ Б, а залфмъ изъ В въ А выливается 
столько, что глубина воды въ А становится вдвое больше, чёмъ глу- 
бина въ Б. Теперь количество воды въ А на 100 кубическихъ футовъ 
меньше, ч$мъ было въ началЪ. Сколько воды содержаль каждый изъ 
сосудовъ въ началв? о 


Пусть х=—=числ. кубическ. футовъ воды въ .А въ начал, 
тогда, 2%==числ. кубичеек. футовъ воды въ В въ начал, 
И 3д==числ. кубическ. футовъ воды въ С въ началф; 
Теперь, когда глубина жидкости одинакова во вефхъ сосудахъ, 10 
очевидно, что количества жидкости будутъ пропорц1ональны площадямъ 


основан1й сосудовъ, то-есть будутъ относитьея, какъ 1:4:9. Сл®до- 
вательно, такъ какъ все количество воды есть 65, то количество ея 


А= ыы а ви ва. воде Ви С 
ВЪ 4 = РЕЗИНЫ 2. оличества, содержапияся въ И , соот 
12% 91х | 
вътетвенно будуть —_ и а 


Далёе, когда тлубина въ А. становится 65 два раза боле, чУЖиЪ 
въ Б, то въ А будетъ содержаться лишь Половина того количества, 
а содержится въ Б. 
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Но 4 содержать х—100, слфдовалельно БВ будеть содержать 


2(2—100), эвь О будетъ - —1 281, Поэтому 


275 | 6х 
3(#—100) +—=-— 128 =62, ИЛИ я =300128*/, 


00 
откуда д—=350-- ХЕ =500. 

Итакъ, количества воды въ А, ВиО будутъ соотв®тственно 500, 
1000, 1500 кубич. футовъ. 

2. Три лошади А, Б, С о$гуть на скачкахъ на азетоян 1 2640 
саженъ. Когда Б пробвгла 880 сажкент, то опередила А на разстоян1е 
ВЪ три раза большее, чфмъ то, на которое она опередила С. Теперь 
лошади бЪгутъ равномфрно и когда Б остается еще 440 саж. до вы- 
игрышнаго столба, то С оказывается настолько позади 4, на сколько 


А позади В, но разстояв!е между А и В составляетъ 11-ю часть то- 
го, которое было въ моментъ, когда В проб$жала первыя 880 саж. 


Теперь С увеличила скорость своего бЪга иа 2з часть начальной ско- 
рости и опережаетъ В въ тоть моментъ, ЕДВ она находится въ раз- 
стоянш 176 саженъ отъ вывгрышнаго столба, причемъ скорость бЪга 
А и В остается неизизнною. Какое было разстоян1е между Аи С при 
конц состязан1я? 

Пусть 115 будетъ разстояне между В и С въ моментъ какъ Б 
кончаетъ первыя 880 саженъ; тотда 335 будеть разстояне въ саженяхъ 
между Би А вь тотъ же моментъ. Когда Б пробфжала 2200 саж., 
она находится впереди 4 на 3х саженъ и впереди С на 6:5 саженъ. 
Слфдовательно, когда ВБ пробфжала 1320 саженъ, въ это время 4 про- 
бфжала 1320-+305 саженъ и С пробзжала 1320-54 сажень.. 

Слфдовательно, посл того какъ С ускорила свой бФгъ, скорости 
А, Б; С Кут соотв тственно пропорщональны числанъ 1320-+305, 


1320 и (1320-52) 


Такъ какъ С опережаетъ ВБ, когда послфдняя находится въ 176 
саженяхъ отъ столба, то Б пробфгла 440—176 или 264 сажени въ 
то время, когда С пробфгла 2646 саженъ; 


р4 | 
слЪдовательно 1320: В 264 + 6:7, 


слфдовательно 1320-3 0—5 — -( 1320-= 58. = 
откуда, ж 1590—270)= 9 
слЪдовательно = &=1: 


такъ-же найдемъ, что увеличенная скорость С равняется скорости ; 
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слфдовательно между ними при конц состязан1я будетъ таков-же раз- 
стоян1е, какое было въ моментъ, когда Б находилась на 440 саженъ 
отъ столба, а именно 35, или 3 сажени. 


3. Одинъ безчестный торговець придумалъ употреблять свои невтр- 
ные вфсы какъ при покупв$, такъ и при продаж извфетнаго товара 
и чрезъ это сталь пр1обр$тать на 11 процентовъ больше того, что онъ 
иифлъ-бы при върныхь вЪсахъ. Но если-бы помфнять мфетами чашки 
вфсовъ, на которыхъ соотвфтетвенно в$шается товаоъ при покупк$ п 
при продажв, то онъ-бы ни пр1обр$лъ, ни потерялъ въ товарф. Опредз- 
лить законную прибыль на товаръ въ процентахъ. 


Пусть № и №, будуть кажупиеся вЗсы одного и того-же товара при 
покупкь и при продает 


Пусть р= первоначальная цзна единицы в$са, 
%—=законная прибыль въ процентахъ; 


и 
тогда товаръ, стоящй рю, продается за №, ( р-н п) 
слфдовательно по р вопроса 


рт № _ (#1) ро 
и, (2-10 ды — 100 ее № 3% (1) 
датфмъ въ предполагаемомъ случаф цфна товара=р,, а продаж- 
и, 
а — ри ( ). 
ная цна=р \ 1100 
слфдовательно ие (1+ ). (2) 
довательно | р, 9 ( 1-тсс да И ве - 
11 
| (1-05) (Но) 
ЗЪ (1) 4, 1-05 = ( 1-- 00 
ЗЪ (2 ( = )= з 
изъ (2) 1 1106 6 
што (лу нае И, 
р Той 700 
слфдовательно 2*—1002=1100, такъ что (2+50)*=3600; 
отеюда — д50=-60, а потому х=109. 


_4. Н$вто покупаетъ извфстное количество зернового хл%б, который 
_ намфревается продать по извфетной цён$. Посл того какъ онъ про- 
далъ половину своего запаса, цфна хлЪба внезапно упала на 20 про- 
центовъ, и продавая остальной хлфбъ по этой уменьшенной цён$, онЪ 
получиль оть всей продажи прибыль на 30 процентовъ меньше той, 
которую ожидалъ. Если-бы до паденя цЪфны онъ продалъ °/, своего 
запаса, а уменьшене въ цфн% .равнялось-бы отношеню 200 рублей къ 
той сумм, за которую онъ самъ покупалъ то количество хлфба, кото- 
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рое  продаваль при прежней цфнЪ за 1000 рублей, то ОНЪ заработалъ-бы 
на всемъ ДЪЛБ столько полтинниковъ, сколько четвериковъ хлёба у. 
него было въ начал. Найти, сколько стоилъ ему самому хлфбъ за чет- 
верикъ и сколько процентовъ онъ надфялся заработать. 


Пусть 2==первоначальная ц%на въ рубляхъ за четверикъ, 
у=прибыль, ожидаемая торговцень въ процентахъ; 


тогда х \ (+) — цфна четверика, по которой онъ продалъ поло- 
вину своего запаса; — Е в ( (1-0 е — цфна четверика, по которой онъ 
продаеть другую половину; сяфдовательно средняя цфна за четверикъ 
будетъ. ыы 1-- ее а слБдовательно его прибыль 
1011 = 100/' ри 
за четверикъ — (1 т )- х. 
ЧетВОР 10” 100 


Еслибы онъ продаль все по той-же изн, по о продавалъ пер- 
_вую половину, то и на четверикъ была-бы —— 


-щ)—= = р, 
100/ “10 100’ 


т В ‚ елёдовательно 


по слов вопроса ‚- = ( 1 


| 
слфдовательно 00-те? а потому у=50. 
Но первоначальная пфна того количества, которое онъ продавалъ по 
1000 200 
прежней цфн$ за 1000 рублей, будетъ —-, т. е т. и если-бы 
1=—— У 
100 
онъ на этомъ потерялъ 200 рублей, то его я въ процентах 
была-бы аи то-есть 30. 
2000 ’' 
Е 


Такимь образомъ въ предполагаемомъ ве средняя продажная 
цфна за четверикъ будетъ 


35; 4 ) 2 (1+ в м ) 1 9 == 
— (1+ )+- —=——( +}; такъ что при- 
в (1 100/*4\ `` 100/^ 16 (920); 1 р 
111 31% 
быль на четверикъ будетъ т 20 —_ 250 › Ч о услов1ю рав- 


няется ПОЛТинНИКУ; ин. 


—— : 3, ПОТОМ вает бл. 
80 2’ 77—51 2 
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5. Два лица А и Б, имфя въ своемъ распоряжени только одну 
лошадь, проззжаютъ оть одното верстоваго столба до другого нЪкоторое 


четное число версть въ 252 часа, верхомь на лошади поперемнно 
верста за верстой, причемъ каждый оставляетъь лошадь привязанной 
къ верстовому столбу, пока не подойдетъь къ столбу другой. Скорость 
лошади вдвое болфе скорости Б; Б Фдетъ первый, и оба они вифет% 
достигаютъ седьмого столба. Находя необходимымъ увеличить ихъ ско- 
рость, 0ба путника, послЪ этого стали проходить полверстою больше 
Чч%мъ прежде; теперь скорость лошади стала вдвое больше скорости 1, 
причемъ первымъ пофхалъ опять Б. Найти скорости передвижен1я п 
разстоян1е между крайними верстовыми столбами. 

Пусть 25==пройденному разстоян1ю въ верстахъ. Теперь во-первыхъ 
замътииъ, что „4 проходить 4 версты и профзжаеть 3, между тфмъ 
какъ Б проходитъ 3 и профзжаетъ 4 версты, или .4 проходить 4 версты, 
котла Б проходить 3 и профзжаетъ 1 версту, иначе, такъ какъ ско- 
рость лошади вдвое больше В-— когда Б проходить 31/2 версты. Такимъ 
образомъ скорости 4 и Б сначала можно представить соотвфтетвенно 
чрезъ 8у и 74. 

Далфе, А проходить 7—3 и профзжаеть 1—4 версты въ то время, 
какъ БВ проходить 2—4 и профзжаеть х—3 версты. Такимъ образомъ 
А проходить х—3 версты, когда Б проходить х—4 и проёзжаетъ 


| 
1 версту, т. е. когда В проходить 1—4, А проходить о Вереты; 


| т 
такииъ образомъ А проходитъ 1—5, когда В проходитъ х—4 версты. 


1 
Но А проходить + когда Б проходить Ту 5; 
— Ву 1 
елЪдовательно ‚ест ЗИ откуда 4 —&—в0` 
5 
Но все время, которое употребляеть А, выраженное въ часахъ, 
3 2—3 2—4 62 
будетъ — 268. 


——— 
ТОНИ ФИА 
85 2 (85 } 


| 3. 3%—10 62. 
поэтому 9-16 +1 —=268; 


слфдовательно в но ИЕ. 
ый т 14а 63 ^^ 49—30’ 


ии ы 412—140_94 1 1 
7 41—14 — 9 ^9%—15 
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слвдовательно0 9(822—895х2100)=316%—1316; 
откуда нива Чи 
_ отсюда | д—8, и елбдовательно 9 = 


Такимъ образомъ разстоян1е—=16 ен. а начальныя скорости 
ходьбы соотвфтетвенно 4 и 3'!/> версты. 


6. 4 и Сб начали одновременно обходъ арены, имфющей одну 
версту въ окружности, по одному направлен1ю, причемъ А идетъ ско- 
р$е Б. Черезъ 12 минутъ послф того. какъ 4 ветрфтиль В въ трей 
разъ; 4 повернулся ий пошелъ въ противоположномъ направлении 
шель такъ втечене 6 минутъ посл того, какъ встрфтилъ ВБ въ трети 
разъ; посл$ этого онъ вернулся къ своему прежнему направлен1ю и 
догналь Б еще 4 раза. Все время, протекшее отъ момента ихъ отправ- 
лен!я, равно 3 часамъ, и А прошель 8 верстами больше В. 0ба, Аи 
Б, уменьшали скорость своей ходьбы на 1 версту въ каждый часъ со- 
отв$тетвенно по истечении одного и двухъ часовъ. Опредфлить скорость, 
съ которой они начали ходьбу сначала. 

Пусть 2= число верстъ, проходимыхъь А сначала, въ часъ. 

у==число веротъ, проходимыхъ Б въ часъ въ началз. 

Въ 3 часа А пройдетъь 2+2(х—1) или 341—2 вереты, 

а В пройдеть 2у+(у—1) или 3у—1 веретъ; 
сл6довательно по условш вопрова 3—2 —(3у—1)=8, а потому 
д—у=3, то-есть отновительная скорость А и Б равна 3 верстамъ 
ВЪ Часъ. ава: А выпгрываетъ въ сравнеши съ Б при каж- 
домъ круг $ версты въ часъ, и потому пройдеть иимо Б въ трет!й 
разъ къ концу перваго часа. 

Точно также, такъ какъ относительная скороеть А и ВБ въ по- 
сЛВДЕЙ засъ та-же самая, какъ въ первый, и такъ какъ А проходить 
мимо Б въ. четвертый разъ въ концф третьяго часа, то слёдовательно 
во5 четыре раза онъ пройдетъ ‘мимо Б втеченте послфдняго часа, при- 
чемъ первый разъ придется въ точности въ начал третьяго часа. 

Но че 12 минутъь ыы перваго часа разстояе между Ди 


В ме — к(—у—1-== версты; слБдовательно время первой встр чи 
| 5 
будетъ - | (су —1), а время ветрёчи вдвое большее=2 : (х-ну—1). 


| : 
Черезъ 6 минутъ разстоян1е между ними будетъ 6 (ху— 1); сл до- 


вательно, если А теперь оборачивается назадъ, то время, когда онъ 

догонить Б, будетъ 
ИИ | 

ы АЕ 
00 | $ ) 


—у—1 
Алгебра. — | _ 98 
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сл5довательно | ШЕИ. ИЕ : ЧА ВЕ (хну—1)=1 
5 НУ—1 У—1 10 20 
то-6сть ея 1 еели и=ху— 1; 
Би 20 10’ 
слфдовательно #“^—14и=—48, откуда и—Т-==-Е1, а потоиу и=8 
или 6; слфдовательно х-=у=9 или 1 и —9=3; 
а потому д—=6 или 5, у=3 или 2. 


161. Уравнен1я, данныя въ предыдущей глав$ съ ихъ рёшеняин, 
а также и р$шен1я, предложенныя въ настоящей главЪ, принадлежать 
патеру Буэру (Вомег), покойному члену коллеми св. [оанна. Если 
кто-либо изъ учащихся пожелаетъ имфть больше упражнев1й въ этомъ 
родф, то мы посовфтуемъ ему обратиться къ собран1ю алгебраическихь 


уравнен1й и задачъ, изданныхъь \У. ВоМеграт’омъ (изъ коллеги св.. 


[оанна). | 
Различные примры. 


. Представить 9 (и-н 62) — а/ (т -ни 22 + 6*т* Въ ВИД 
ПИ. 

2. Извлечь квадратный корень изъ 6|/6-Н/14-нН/ 21. 

3. Найти основан!е системы счислен1я, въ которой число 16640 
обыкновенной системы представляется въ видЪ 40400. 


4. Показать, что а, ‚. 00 безконечн.=9, 


5. При н$5которомъ состязательномъ Избрав1и ЧИСЛО кандидатовъ 
больше чфмъ въ два раза превышало число лицъ, которое нужно было 
избрать, и каждый избиратель, подавая голосъ за одного, двухъ, трехъ,... 
за вобхъ, сколькихъ нужно было выбрать, могъ подать свой голосъ 15-ю 
разными способами. Опредфлить число кандидатовъ. 


6. Сколькими способами можно уплатить сумму въ 24 фунта 15 
шиллинговъ—шиллингами и франками, если 26 франковъ равняются 
` 21 шиллингу, а отношенте фунту къ шиллингу == 20: | 


1. Найти сумму я членовъ ряда 
—- а -- ы 
1+2 (12-2?)  (1—2)(-2(1-2“) 
| е: 
—— ыы —-— 90 
(1-+-2)(1-=2°)(1-н2*)(1-нг2°) 
8. Показать, что 1-+-25* никогда не можетъ быть меньше 12*-+-22”. 


9. Если между какими нибудь двуня величинами будетъ вставлено 
одинаковое число среднихъ ариеметическихь и среднихъ геометриче- 


3 


— 
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скихъ членовъ, то показать, что средй ариометическй членъ всегда, 
_ больше соотв$тетвеннаго средняго геометрическато. 


10. Если х будетъ какое нибудь первоначальное число, исключая 2, 

то цфлая часть выражешя (2-+|/3)?—27+' +1] дфлится на 19%. 
_ 11. Показать, что если л=19, гдф$ ри д цфлыя и положительныя 
числа, то | 


ИЗО будетъ цфлое число. 


111 1 | 
12. Показать, что Кона +... +. -— 1051 будетъ конечною 


величиной при 7 безконечномъ. 


13. Вели р есть вфроятность вЪфрности теори а р!1ог1, а 9—в*- 
роятность того, что опытъ произойдетъ такъ, какъ показываетъ теорля, 
даже если она ложна, то показать, что посл$ опыта, предполагая, что 
онъ подтвердилъь ожидан1я, вфроятность справедливости теор1а будетъ. 

Р | | 
р+9— 24 

14. Извфетно, что въ одномъ изъ кошельковъ (но неизвфетно— въ 
какомъ именно) лежатъ двЪф гинеи и шиллингъ, & въ другомъ-— одна 
гинея и шиллингъ; вынимаютъ одну монету изъ одного котораго нибудь 
кошелька, причемъ монета оказывается гинеей; ее не кладутъ обратно. 
Показать, что вфроятность снова вынуть гинею изъ того-же кошелька 
равняется половин вЪроятности вынуть ее изъ другого кошелька. Пред- 
полагая, что вынимаюний могъ-бы взять монету себ$, найти величину 
его ожидан1я. (Гинея=20 шиллинговъ). 


15. Все, что извЪетно о двухъ кошелькахъ—б$Ъломъ и красномъ, 
это—что одинъ изъ нихъ, но который —неизвЪ$етно, содержитъ одинъ 
соверенъ. (20 шиллинговъ) и 4 шиллинга, другой-же-—-два соверена и 
три шиллинга, когда вынуто было по монет$ изъ каждаго кошелька, то. 
оказалось, что изъ бфлато вынулся соверенъ, а изъ краснаго кошелька— - 
шиллингъ. Эти монеты были снова положены въ кошельки, одна-_въ 
одинъ, другая— въ другой, но неизвестно въ который изъ кошельковъ 
положенъ соверенъ. Показать, что взроятность вновь вынуть соверенъ 
изъ краснаго кошелька относится къ-вфроятности вынуть его изъ б$лаго 
о какъ 13 къ 9. 

16. Если п есть число ‘лётъ, которыхъ данному люцу не достаетъ 
до 86 лЬтъ, то принимая предположене Муавра, что изъ 86 одновре- 
менно родившихся человфкъ ежегодно умираетъ по одному, пока не 
умрутъ всф, найти какая сумма должна быть положена въ банкъ, чтобы 
это лицо могло ежегодно во всю жизнь получать одинъ рубль. 
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ГЛАВА 11. 


Сходимость и расходимость рядовъ. 


162. Въ глав$ ХЁ мы уже разбирали вопросъ о сходимости и раехо- 
димости рядовъ. Главафйпай обпйй выводъ, полученный тогда, 
можеть быть выраженъ такимъ образоиъ: Безконечный рядъ будеть 
сходящимся, если начиная съ какою нибудь опредъленною члена, 
отнсшеняе каждазю члена къ сльъдующему за нимъ будеть больше 
нъкоторой величины, которая сама численно больше единицы: и 
будеть расходящимся, если это отношеще равняется единиць или 
будеть меньше единицы, а между тъмь весь члены будуть имъть 
одинь и тот»ь-же знак. 

Есть одинъ случай, къ которому это правило неприложимо, и ко- 
торый необходимо замфтить, это именно елучай, когда упомянутое отно- 
шене больше единицы, но непрерывно приближается къ единицЪ. (м. 
ст. 559, 560 и 561. Теоремы этихъ статей мы воспроизведемъ здфеь 
вновь, но Въ другомъ видё, такъ какъ для настоящей цфли удобнъе 
будетъ разсматриваль отношене какого нибудь члена къ слфдующему 
за нимъ члену, ч$мъ къ предыдущему. | 


163. Раземотримъ теперь теоремы, доставляющ1я признаки сходи- 
мости или расходимости въ томъ случа, къ которому прежнее признаки 
не прим$нимы. Въ томъ безконечномъ ряду, который мы будемъ раз- 
сматривать, мы будемъ предполатать веф члены положительными, по- 
крайней мфрф, начиная съ какого нибудь опредфленнаго члева, если не 
съ самаго начала. | 


764. Рядь будеть сходящимся, если начиная съ какою нибудь 
опредъленнаю члена отношене каждоло члена къ слъдующему 34 
нимь никогда не меньше соотвьтственнииою отнощенля въ друюм 
ряду, сходимость которою извъетна. 

Очевидно въ такомъ случаЪ, что предложенный ад не больше 
„извфетнаго сходящагося ряда; а слЗдовательно онъ будетъ сходящимея. 


165. Рядь будеть расходящимся, если начиная съ какою ни- 
будь опредъленнаяю члена отношене каждолою члена къ сльдующему 
за нимь никова не больше соотвытственнаяо отношения въ друзом 
ряду, расходимость которою извъетна. 

Очевидно, что при этомъ услов1и предложенный рядъ не можеть 
быть меньше извфетнаго расходящагося ряда, & слфдовательно онъ бу- 
деть расходящимся. 


166. Пусть и, означаеть п-й членъ нкотороно ряда; тозда 
если, начиная съ какою нибудь опредюленнало значеня п, величина 
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Ць м ‹ я 

п (- — будеть постоянно больше нъкоторой положительной 
и-1 

величины, которая сама больше единицы, —70 ряде этоть будеть 

сходяшийся. 


Ноложимъ, что начиная съ  опредёленнаго значен1я 7 величина 


Ч 
у (— их постоянно остается больше '7, гдф 1 есть нфкоторая по- 
п-+1 


/ 


(9 
ложительная величина риких Тогда и будетъ боль- 
т-Е1 | 

у 


большие ре 


_ше УЯ & слфдовательно 
И) И 1 


Но по ст. 686 можно найти положительную величину /? большую 


9—1 
единицы, чтобы при достаточно большомъ я величина (=) была 


и 
меньше, чфиъ +=. Слфдовательно, когда я достаточно велико, то. 
| п—-1 


| и—-1 \Р 
будетъ больше (-——). Но по ст. 562 рядъ, п-ый членъ котораго 


будетъ р будеть сходящиися, если р величина положительная и ббль- 


шая единицы; сл$довательно по ст. 764 рядъ, котораго я-ый членъ 
есть и„, будетъ сходящимся. — 

167. Пусть и, означаеть п-ый члень » ряда: ода, если начи- 
наз съ нъкотораю опредъленнало значенля и, ввличина выраженля 


и.“ , 
п С —1) никозда не будеть положительной и больше единицы, 
п--1 | 
10 рядь будеть растодяииися. 
Д\йствительно, здЪфсь посл н%котораго опредфленнаго значен1я я 


Ч 1 
Зин "< равна 1 > или меньше 1, Но по ст. 562 рядъ, 
о--1 


] } 
въ которомъ и-ый членъ есть >, будетъ расходящимися; слёдовательно 


по ст. 765 рядъ, въ которомъ и-ый членъ есть %„, будетъ расходящимся. 


168. Правила, изложенныя въ статьяхь 766 и 1671, часто дадуть 
намъ возможность рфшить вопросъ о сходимости или расходимости ряда 
въ случа, указанномъ въ ст. 762, къ которому наши прежея пра- 
вила оказываются неприложимыми. №сть одинъ случай, къ которому 
не будуть имфть приложен1я и новыя правила, и его необходимо 
замтить; это случай, въ которомъ, начиная съ извфетнаго значеня п, 


и 
величина и ( 1) постоянно остаетея положительной и больше 
: 1 ’ | 
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единицы, но непрерывно приближается къ единиц®. Мы перейдемъ те- 
перь къ изложен1ю теоремъ, изъ которыхъ можно вывести признаки 
въ этомъ случа». 


169. По свойству логариема очевидно, что если 7 будетъ неопре- 
дЪленно возрастать, то неопред$ленно-же будетъ возрастать и 1009. 
Но важно замфтить, что [057 возраетаетъ менфе быстро, чЪмъ воз- 


105% 
растаетъ я, такъ что а. на самомъ дЪлЪ можетъ быть какъ угодно 
малымъ, если 7 будетъ взято достаточно большимъ. Д%йствительно, по- 
ЛОЖИМЪ 7=е®, такъ что 105°и==5; тогда, по изрЪ безпредзльнаго воз- 


1051 _ 2 
раста ® будетъ безпред® льно - же возрастать и х. Но ре" 


2. р 
Е ы ‚ а это меньше чЪмъ 
Я, 


ука 5 "|5 —-. | +... 


СЕ 


менше ——— о; И ОЧЕВИДНО, что это можеть быть сдЪлано 
1 — РА 8“ 
какъ угодно малымъ, если взять достаточно большое значене для я. 
саифчан1я эти окажутся полезными при изучен1и остальной части 
этой главы. Для краткости мы примемъ слёдующее обозначене: 105% 
будемъ означать чрезъ (и), 105(10ей) чрезъ ^№"(я), 105 1105(1067) | 
чрезъ №(и), и такъ далфе. 


_ 770. Рядь, в которомъ обийй членъ есть 


1 
ОИ ЕЕ <. - (1) 
п^(п)^"(п)...Х (т) Ки) С 
будеть сходящимся, если т больше единицы, и расходящимся, если 
р равно единиць или меньше единицы. ` 
Мы предполагаемъ, что п такъ велико, что ^"+1(я) возможно п 
представляетъ положительную величину. 
Справедливость этой теоремы, когда 7=0, доказана въ ст. 563; 
мы докажемъ ее вообще помощью наведенля. 
По ст. 563 рядъ, въ которомъ выражен!е (1) есть общай членъ, 
будетъ сходащимся или расходящимся одновременно съ рядомъ, въ котб- 
ромъ общий членъ будетъ 


ОИС ООН (2) 
т (т” 2 (т”).. №(т”) ЕК" 
тд 7% нЪкоторая цфлая положительная величина. 


_ Ё Цоложимъ, что р больше единицы. Пусть 7 будетъ которое 
цфлое положительное число, большее чфмиъ основан1е Неперовыхъ ло- 
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гариемовъ: ‚ тогда ^(0”) больше п. Отеюда сл$дуетъ, что общий членъ (2) 
будеть меньше, чфиъ 
1 
__ и^(и)^^(п).. Ки) “(ие | 
_ такимъ образомъ по ст. 764, если рядъ, въ которомъ общимъ членомъ 
служитъ выражен1е (3), деть сходящимея, то сходящимися будутъ 
также и ряды съ общиии членами (2) и (1). Слфдовательно, если рядь 
съ общимъ членомъ (3) будетъ сходящимся, когда 7 имфетъ какое ни- 
будь частное значен1е, то онъ будетъ сходящимся и тогда, когда” изи$- 
Нится въ 7—1. Но такъ какъ р больше единицы, то по ст. 563 радъ 
съ общииъ членомъ (3) будеть сходящимся, когда “=1, а слфдова- 
тельно и когда 7’=2, а значить и когда “=3, и такъ дале. Такимъ 
образомъ рядъ съ общииъ члевомъ (1) есть сходящйся. — 


П. Положимъ, что р равно единиц%. Пусть =2, что  предетав- | 
ляетъ цёлое положительное число, которое меньше основантя Неперо-. 
выхъ логариемовъ; тогда ^(т”) меньше п. Отеюда сл$дуетъ, что обний 
членъ (2) будетъ больше, чЁмъ 


(3) 


] 

п^(п)^* (п)... и) хХ()` | 
Отсюда, поступая какъ въ [ случаЪ, мы можемъ показать, что рядъ съ 
общимъ членомъ (1) будетъ расходящимся. 


Ш. Положимъ, что р меньше единицы. Тогда общ й членъ (1) 
больше того, ч$мъ-бы онъ быль, если-бы р было равно единицз, по- 
крайней мфрз при достаточно большомъ п, а сл довательно и подавно 
рядъ будеть расходящимся. 

Простое доказательство этой теоремы съ помощью интегральнаго 
_вычислен1я дано нами въ курсф Интеральноию Виычисленая, гл. ПУ. 


171. Означимъ чрезъ обтий членъ даннаго ряда. Нели, начиная 

съ нфкотораго значен1я я, величина выражен!я 
и„яж(п)^*(и)...№ (пут) 

постоянно будетъ конечною, когда р остается опредзленною величиною 
большею чфиъ единица, то данный рядъ будетъ сходящимся. 

ДЪйствительно, въ этомъ случаЪ члены даннаго ряда имзють ко- 
нечное отношен1е къ членамъ ряда, сходимость котораго доказана. 

Если, начиная съ нЪкотораго значен1я %, величина выражен1я 

шт\(т)»?(п)....№ (п) (п) 

`будетъь постоявно конечною или безконечно большою, то предложенный 
рядъ будетъ расходящимся. 

Дйствительно, въ этомъ случаЪ члены даннаго ряда имфють по- 
крайней ифрЪ конечное отношене къ членамъ такого ряда, расходи- 
мость которато доказана. 
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172. Теорема, изложенная въ ст. 771, можетъ употребляться въ 
случаяхъ, въ которыхъ данные раньше признаки сходимости или расхо- 
димости не могутъ имзть приложен1я; но вообще будетъ болбе удобно 
пользоваться правилами, ее мы докажемъ въ слЗдующей статьз. 


Чл 
773. Означимь в (- ы 
И 

нъкоторало опредъленнало значення п,величина выраженя (п)(Р —1) 
постоянно будеть больше нюкоторой положительной величины, 
которая сама больше единицы, то рядъ, въ которомь п-й члень есть 
и, будеть сходящимся; @ если, начиная съ нокоторалю опредълен- 
назо значенля п, величина ^(п)( Ро —1) никогда не будеть положи- 
тельною величиною большею единицы, то рядь будеть расходящимся. 
Г. Положимъ, что начиная съ нзкоторато опредзленнаго значен1я 7, 
величина выражен1я ^(я)(Р,— 1) остается всегда больше ‘у, гд® у по- 
ложительная величина ии единицы. Тогда Р.—1 будетъ больше 


1) чрезь Ро, тоюа если, начиная сз 


Та 1 
ЧМЪ хо: Н потому —" "и - будетъ больше ]-- Ро 6 
1 „ _ И-1(ЖМи-НТ) 
Нусть ==; Тода —— = —— , |. 
у ^@) | Опа Й, ^(п)_ 


Но ^(и-+1)=^(@и)-н) (1+); сльдовательно ^(п-+ 1) меньше, 


1 
чФиъ ^(и)-+— (ст. 687); а елФдовательно м меньше, ч$мъ ( (1=>) 
| 7 СР и 


] р 4, 
и ; & потому, когда * будетъ достаточно велико, то ——— бу- 
и»(п) би 


1 
деть меньше (1++=)) 1+ и 69!" если только 9 будетъ больше р. 


0 1 
(ст. 686). Такимъ образомь —^_ меньше 1-5—-н _4 де 
би и В т) п*»(п)` 
и когда и взято достаточно большимъ, то послёдей изъ написанныхь 
четырехъь членовъ будетъ и меньше третьяго, и сл5дова- 


0», | 
тельно ——— меньше, чёмъ 1-+— бе 0 если только 7 больше 4. 
би--1 
Выводъ этотъ остается бы. какъ-бы ни былъ малъ избы- 
токъ 0 надъ р и какъ-бы ни былъ маль избытокъ 7 надъ 0; слёдова- 
тельно, такъ какъ ‘у больше единицы то мы можемъ предположить, что 
^/ больше х и что р положительное и больше единицы. 


Такъ какъ ‘/ больше х, то мы будемъ имфть больше ——. Но 


Чи бин 
по ст. 770 рядъ, въ которомъ общй членъ есть ©, будетъ сходящимся, 


когда 2 величина положительная и больше единицы; сл$довательно по 
ст, 164 рядъ, въ которомъ л-ый членъ есть и„, будетъ сходящимся. 
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П, Положимъ, что начиная съ нфкотораго опред левнаго значен!я 2; ве- 
‚ личина выражения ^(и)(Р.— 1) никогда небываетъ положительною п боль- 
О единицы. Тогда Р „—Т есть положительная ОИ непревышающая 


| | | 
5 — \.ИЛИ реаия Въ обоихъ случаяхь — ` меньше тж 
С ) т их)’ 
в, и-НТ А(И-- 
_ Ноложимъ 9, = МЕ тогда ——^— = и т) . № 
пл(п) о бы п Мл) 


л(п — 1) = (и) ^ (+=) ‚ поэтому №и-—1) больше, чфмъ 


11. | 
Аи 5 по ст. 688; а значитъ больше, нежели 


И) 9 1-+ | ве. «И ДОВОЛЬНО когда я постаточно. 
Е ака | гда И Т 
й/ | ми) и бы 
] | 
велико, то больше, чмъ 1-—-— Е 
| би ИХ (7%) 
Такимъ образомъ, а: в достаточно велико, —-— + будеть меньше 


Пл 


$ 
а Но по ст. 770 рядъ съ общимъ членомъ о, есть рядъ расходя- 
ПЕ 1 

Ийся; слфдовательно по ст. 765 и рядъ СЪ ОбЩИМЪ членомъ #„ бу- 


детъ расходящимея. 


7174. Теорема ст. 773 не приложима къ случаю, когда ^(и)(Р.—1) 
постоянно остается положительной и большей, чЪмъ единица, но при 
этомъ непрерывно приближается къ единице; тогда.нужно пользоваться 
другою теоремой, которая оказывается также неприложиной въ извЪст- 
номъ случа. Такинъ образомъ можно получить рядъ теоремъ, каждая 
изъ которыхъ можеть быть испытана, если вс$ предыдущля не будутъ 
имфть приложен!я. Теоремы эти можно найти въ Иняеральномь Бы- 
числении (Тодгентера) гл. Г\; он могли-бы быть доказаны по спо- 
собу ст. 773, но такъ какъ для элементарныхъ цфлей он не нужны, 
то мы и не сочли нужнымъ разсматривать пхъ здфсь. Бъ вид$ упраж- 
нен1я для учащатося, теорема слфдующая за тою, что дана въ ст. 773, 
предложена нами какъ м прим$ровъ, заканчивающихь эту 
главу. 

Пояснимъ доказанныя правила примфнен1емъ ихь въ сл5дующихъ 
‘трехъ статьяхъ. 


175. Ол5дующ рядъ называется зипедзеометрическимь: 
о.В  а(я- ПВ(В-1) ‚(о + 1) (а-- ВВ 1-2) 3, 
РАВ. Е ии оииоечани” 3. Гот СНЕ 

1. 1.2.у(у-1) _ 1.2.3. (= 1)(у-=2) 
Опред®лимъ, когда рядъ этотъ будетъ сходящимся и когда — расхо- 
ДЯЩимся. | г. ‚\% 


1-- 
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Означимъ его чрезъ иони,ни,-ни,+...; тогда 


/ | у 
_ №. _ (ин П(я-ну) \ ыы . 
аа (п-на’(и- т 9 м’ 
— | (+„Хеня)= 


такимъ образомъ по ст. 762, если х меньше единицы, то рядъ будетъ 
сходящимся, а если х о единицы -—-рядъ будетъ расходящимся, 
Положимъ х=1:; тогда 


нат 


Пой) 


1. 


такниъ образомъ, если /——-В будетъ положительною величиною, то 
рядъ будетъ сходящимся, а если у—— В будеть величиною отри- 
цательною, то рядъ будеть расходящимися. См. ст. 766 и 767 Если 
—®«— В будетъь нулемъ, то мы должны пользоваться ст. 173; тогда 


будемъ инфтЬ 
© В | | 
г) №») 


(--а-В)’ 

ВАР" 
эта дробь, если возьмемъ я достаточно большимъ, можетъ быть сдфлана 
какъ угодно малою, а слЗдовательно рядъ будетъ расходящиуся. 


и: Наби З-+.. 


176. Положнмъ, что иже” Чиа Вий Сий-8 + в ГД 
| ив ло6 положительное число, и ни одинъ изъ показателей не дълается 
отрицательнымъ; величины-же @, 9, с... А, В, С,... н®которыя постоян- 
ныя количества. Мы покажемъ, что рядъ, въ которомъ 7-ый членъ 
есть %„, будетъ сходящимея, если а— 1—1 будетъ величиною поло-_ 
жительною, и расходящимся, если а— А—1 будетъ величиною отрица- 
тельною или нулемъ. 


(а— Ади ($ — В+ (Фи 
ОДеЬ РГР. == иА--. АА Вик. а 


Жи)(Р,—=— 


такимъ образомъ, если — 4—1 будеть положительной величиной, то 
рядъ—сходящийся, а если а—А —1 величина отрицательная, то рядъ— 
расходящийся. См. ст. 766би16т7. Если-же а—АЙ— 1 равняется нулю, 
то иы ниБемъ | 
и“ (6— Ви"... | 

пи Ат Вин... 


Р,= 
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_въ нфкоторыхъ случаяхъ мы можемъ еще опред$лить, будетъ-ли рядъ. 
сходящиися или расходящимся, не прибфгая ни къ какому новому‘пра - 
вилу; наприм®ръ, если — Б—А велитина отрицательная, то рядъ по 
ст. 767 будетъ расходящимся. Но будетъ удобнЪе пользоваться ст. 773; 
тогда мы будемъ имЪть 
(ИР. —1. _ в @—В— А+ (е—0— Ви +... 


и^-+- Ая Ви... ) 


при достаточно большомъ 7 это выражене можетъ быть сдфлано какъ 
угодно малымъ, а сл$довательно рядъ— сходяцийея. 


ТТТ. Изелфдуемъ теперь разложене (1-2)” по теоремз Ньютена 
и опред$лимъ, будетъ-ли этотъ рядъ сходящимся или расходэщимся при 
и—=1 или —1[. | ” 

Означимъ чрезъ #;, 7-ный членъ разложен1я двучлена (1--2)"; 


тогда, ИИ Низ... 
о (ИЕ (т (и ) 
у. м | "(г—+1) ео 


Намъ нужно будетъ раземотр$ть рядъ, заключенный въ скобки. 

[. Положимъ х=1. Пусть 7 будетъ по численной величин® не 
`меньше 7; тогда члены въ скобкахъ будуть попереифнно положитель- 
ными и отрицательными. 

Если 73 положительное или отрицательное и меньше единицы, то 
каждый членъ будетъ по численной величин меньше предыдущаго 
члена, и рядъ будетъ, по ст. 558, сходящимея. 

Если = —1, то рядъ внутри скобокъ принимаетъ видъ 

а 
который по опредфленю ст. 554 будетъ сходящимся. | 

Если т величина отрицательная и больше единицы, то каждый 
членъ ряда внутри скобокъ будетъ численно больше предыдущаго, и 
рядъ будетъ расходящимся. 


г 


П. Положимъь х=—1. Тогда рядъ внутри скобокъ будетъ 
и—т—1 (7 т—1)(7—т) (@—т—1(—те-т-+П 
о "(т--1) ’(”-+1)(“—2) ви 


Пусть 7х будетъ по численной величинЪ не меньше 7; тогда члены 
этого ряда всф будутъ имфть одинаковый знакъ. Въ ст. 775 ПОлОЖииЪ 
==], В=у—т-—1 и’ =7; тогда найдемъ, что радъ будеть сходя- 
щимся, если 7% положительная, и расходящимся, если 72 отрицательная 
величина. 


Прим$ры сходимости и расходимости рядовъ. 


1. Показать, какъ можно опредфлить, будеть-ли произведен1е 
безконечнаго числа множителей и,, и,, И., и. ... конечнымъ ИЛИ. НЪТЪ. 
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2. Показать, что при 7 безконечно -большомъ, величина 
|7 и? 
(х1)(х-+2)...(и-нп) 
будетъ конечною, исключая случай, когда х цфлое и отрицательное. 
3. Показать, что при х=1, значене члена и„ въ ст. 715, 0е3- 


предфльно возрастаетъ съ возрастанлемъ 7, если хВ—\— 1 вели- 
чина положительная. 

4. Показать, что когда х==1, значен1е и„ въ ст. 175 будетъ ко- 
нечныхъь при безпредфльномъ возрастании и, если о +В—\—1 рав- 
няется нулю. 

5. Показать, что когда х==1, то значен1е и„ въ ст. 775 бу- 
деть бэзконечно малымъ при безпредъльномъ возрастаи я, если 
©-+-В —"/ —1 будетъ отрицательною величиной. 

6. Опредфлить, будетъ-ли слБдующтй рядъ сходящимся или рас- 
Ходящися, при положительномъ 5: | 

а(а-н-1) „2; (а-- (+2) , о 
Е е 


1 | нь 
Т. Если и = т, То показать, что рядъ расходящийся. 
и. 


$. Опредфлить, будетъ-ли при д похожительномъ, слбдующи рядъ 

сходящимся или расходящимся 
113 тя 
1023 04 ББ 9'4А'6’Т7Т “ 

9. Опредзлить, будетъ-ли слБдующ рядъ сходящимся или рас- 

ходящимся, если В будетъ положительная правильная дробь. 
-89—В), -+ВВИ-8)2—В, @-+-9и-+8Ва-—98-® Св, 
1^ 12 . 92 | 122252 све 


09Р | 
10. Вели и, = (№ д р и 94 положительныя величины, то 


опредзлить будетъ-ли этотъ рядъ сходящиися или расходящимся. 
_11. Ноказать, что если, начиная съ какого нибудь опредфленнаго 


значен1я я, величина выраженя 7105 —— постоянно будетъ больше н$- 
п! 
которой положительной величины, которая сама больше единицы, то 


- рядъ будетъ сходящийся. 
12. Показать, что если, начиная съ какого нибудь опредфленнаго 


| | | 4 | 
значен1я 7, величина выражен1я 7108-——- никогда не будетъ положи- 
ян 1 
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тельною величиною, большею ИИ, то этоть рядъ будеть расходя- 
щимся. 
13. Опредфлить, будетъ-ли слфдующ рядъ сходящимся или расхо- 
дящимся при положительнонь 2: | 
анл (а-+95)° (а-3ж) 
———— —_Н, 
1 2 |3 
14. Изелфдовать выводы ст. 775, не пользуясь ст. 773. 
15. ИзелБдовать выводы ст. 776, не ие ст. 7 73. 


и, И“ -- аив- биу-.. 
_ 16. Если = 
Ир р НИЙ 


постоянныя величины, расположенныя въ нисходящемь порядк%, при- 
чемъ а, 6... А, Б,... какля угодно постоянныя, ‘то опредфлить, бу- 
детъ-ли рядъ, м И-ый членъ есть №, сходящиися . или расходя- 
ЩИмСЯ. | 
17. Показать, что два ряда 
ии -Ниь-ни..... 
Й, и и и 
и. ой бо И, 
| Ио 4-5 и ИНН 
ТВ №, и, и,, ... ВБ количества положительныя, будуть оба сходя- 
щимися или оба расходящимися. 


18. Означимъ ^(п)(Р.—1) чрезъ Р,; тогда, если начиная съ н%- 
котораго опредфленнаго значеня я, величина ^“(и)(Р,—1) постоянно 
остается больше н%которой положительной величины, которая сама 
больше единицы, то рядъ, Въ которомъ 7-ый членъ есть И», будетъ ехо- 
дящимся: а если начиная съ н®котораго опредленнаго значевля я, ве- 
личина ^`(п)(Р,—1) никогда не будетъ положительною и большею еди- 
ницы, то рядъ— расходяциайся. 


гд$ ©, В, у положительныя 


ГЛАВА ГУИН. 
Непрерывныя дроби. 


178. Болфе общй видъ непрерывныхъ дробей —слёдующий: 
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оДЪеь @:, @,, @..... И б,,6., 6., ... могутъ означать кавля утодно 
ке или дробныя, положительныя или отрицательныя. 
фр. 6 
Простыя дроби —  —, >... можно называть составляющими непре- 
а’ 2 М3 г‘! 


рывной дроби. Если встрфчается знакъ --, то можно брать тотъ или 
другой изъ нихъ; но мы разсмотримъ только два случая, именно 
случай когда ве$ знаки будуть —-, и случай, когда во знаки будуть 
—. Такимъ образомъ мы буденъ имЪть два рода непрерывныхъ дробей, 
которыя будемъ называть соотв тственно дробями перваго п второго рода. 

Въ главахъ ХЫ\ и ХЁ\ мы ограничивались непрерывными дробями 
перваго рода, въ которыхъ числитель каждой составляющей есть еди- 
чица, а знаменатель положительное цзлое число; теперь-же мы дадимъ 


нфкоторыя предложен1я, ииЪя въ виду дроби болёе общаго вида. 


ТТ9. _ Дроби, полученныя при остановкё на первой, второй, 
третьей, ... составляющей дроби, называются первою, второю, третьею, 
... подтодящими дробями. 


| 

Такимъ образомъ первая подходящая дробь будетъ ее вторая 
| 1 

4,0: . 


наб,’ 


п Такъ далъе. 


2 
180. Въ статьяхъ 781....185 мы раземотримъ непрерывныя дроби 
первало рода, а въ статьяхъ 786...193 — непрерывныя дроби второго 
рода. Во вофхъ этихъ статьяхъ мы будемъ допускать, что числители и 
знаменатели вофхъ составляющихъ дробей будуть положительными. 


р, Р› 
Означимъ послфдовательныя составляющ1я чрезъ -—, -—“ 


(1 (»’ 


р | | 
.. Тогда мы можемъ по ст. 604 доказать, что послфдовательныя 


= 


3 
подходящ1я дроби могутъ быть получены по слдующииъ правиламъ: 


71 ини о, „= д, —и-Нб9и— о. 
 ДЖбь Ди РЯ | __ би ЧИ Ви— =); 


ь Чиа ы Чт 1 Чи Ч—1 ь 
Пе бо ‚что представляет правильную дробь. 
Чина . и Чи НО 19 и 1 
Ри Р»ь— 
Такамъ образомъ а. будетъ численно меньше —^—-—^ = и бу- 


Чт +. 4 17, п. Чп—1 
деть имъть обратный съ нею знакъ. 
Но #2 6, 56: Ь.6. 


И и. И это есть величина положитель- 
Ч: 42 @, аа, 4:9» 
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ная. Отсюда мы видимъ, что слфдующий рядъ состоитъ изъ положитель- 
ныхь членовъ,  ининааыы въ нисходящемъ порядк$ ихъ величины: 
РР: р: 9% В №: № 
4 92 9; 9 9 4 % 94% 4 
Этотъ выводъ заключаетъ въ себ$ слздующя свойства непрерыв- 
ныхъ дробей перваго рода: 
Подходяиия дроби нечетноло порядка непрерывно уменьшаются, 
а подходяиля четназю порядка непрерывно возрастают. 
Всякая подходящая дробь нечетнаю порядка будеть больше, а 
всякая подходящая четнозо порядка—меньше, чъмь слъдуюиия. 
подходящля. 


782. Предположимъ теперь, что число составляющихь дробей без- 
конечно. Можетъ случиться, что беря я достаточно большимъ, мы въ со- 
стояни будемъ сд$лать разность между 7-й подходящей п слБдующей 
за нею меньше всякой величины; или можетъ случиться, что какъ-бы 
ни было велико и, разность между 7 й подходящей дробью и сл$дую- 
щей за нею будетъ всегда больше н$которой данной величины. 

Въ первомъ случа величина, къ которой приближаются нечетныя 
подходяпия, непрерывно уменьшаясь, & четныя — непрерывно возрастая. 
можетъ быть названа величиною или значенемь безконечной непре- 
рывной дроби; мы будемъ говорить, что въ этомъ случа значен1е 6ез- 
конечной непрерывной дроби опредълено. Здфсь нельзя будетъ гов - 
рить, что безконечная непрерывная дробь пифетъ только одно значенте, 
но ее должно разсматривать какъ представляющую двЪ величины, изъ 
которыхъ одна будетъ та, къ которой приближаются подходящИЯ дроби 
нечетнаго порядка, а другая та, къ которой стренятся подходящтя чет- 
наго порядка. 


183. Если, начиная съ какою нибудь опредъленнао значеная г, 
ага: 1 


1 
тельной величины, то безконечная непрерывная дробь опредълена. 
Пусть ‘у означаетъ опредфленную положительную величину. 
Послдовательно прилагая правило ст. 781, мы получимъ 


Ри __ РВ (— и ‘ГР. _ _Р? ры 544: | би 9—1 
Чи: ЧФ \ а, 3 (4 т 
Но 6, +4 9—1 0, 9—4 . ка +4 —4 
Ча (1, +. 9:- Н6,,0,— т 


‚ры 


величина будеть больше нькоторой опредъленной положи- 


И. @. Обь 

1 т Е „Чт—2 
СО 4 4 (:—1 

С, 


больше у. 
6, 


| | 
а эт0 меньше -———, такъ какъ 
НУ : 
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Ри» будеть по численной величин меньше 
п--1 Ч”, 


_ ОлЗдовательно 


ЕЕ. гд$ с ифкоторая постоянная величина, и если взять я 


достаточно большимъ, то величина эта можеть быть. сдёлана меньше 


всякой данной величины. Слздовательно безконечная непрерывная дробь 
теперь оиредтълена. 


Мы видимъ теперь, что поставленное условие являелея достаточ- 
нымь для того, чтобы какая нибудь безконечная непрерывная дробь была 
опредъленной; но мы не утверждаемъ, что это услов1е необходимо. 


784. Безконечная непрерывная д006ъ перволо рода, въ которой 
каждая ссставляющая есть правильная дробь, причемь числитель 
и знаменатель ея иълыя числа, должна быть несоизмюримымь ко- 
личеством». 


_ ДЪйствительно, предположимъ, если это возможно, что непрерыв- 


ная дробь будеть соизм®римой; означимъ ее чрезъ т’ дв Ан В цф- 


Б 6, 
лыя положительныя числа. Такимъ образомъ - -=———_, гд$ о озна- 
А ао, 


Чаеть безконечную непрерыввую дробь, начинающуюся съ составляющей 


д 04, 
р :. Олбдовательно ==; ЧИСЛИТФЛЬ этой дроби есть нЪкото- 
7. 


рое цЁлое число, которое мы означимъ буквой С, и С должно быть по- 
ложительнымъ при ©, положительномъ. Подобнымъ-же образомъ, если 
©, означаетъ безконечную непрерывную дробь, начинающуюся съ со- 


ставляющей о то мы найдень, что р,—т7, тв Ш также положи- 
3 
тельное цзлое чиело; и такъ далъе. 


Б С ПР 


(Сверхь того, о ВВ воз должны быть правильными дро- 


бями. ДЪйствительно, г будегъ меньше _› а 910 есть правильная 
1 


$, 


дробь; -5 меньше —_, а это есть правильная дробь; и такъ’далъе.. 


Слфдовательно 4, Б, С, 0, .... составляють рядъ илыхь поло- 
жеительныхь чиселъ расположенныхь въ нисходящемь порядкВ ихъ 
величины, Но при этомъ число ихъ безконечно; а это— нел$пость. 
Слфдовательно безконечная непрерывная дробь ие можетъ быть соизм*- 
римою величиною. 


185. Если нюкоторыя изъ составляющихь безконечной непре- 
рывной дроби не будутз правильными дробями, но начиная съ из- 
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въетной составляющей, вст сльдуюиця будуть уже правильными 
дробями, то безконечная непрерывная дробъ будеть несоизмьримою 
величиною. 


П-Е1 


ДЪйствительно, положииъ, что -и вс слёдующия за ней со- 


по 
‘ставляющя будутъ правильныя дроби; тогда по ст. 784 безконечная 


| о 
непрерывная. дробь, начинающаяся съ и будеть `несоизм$римою; 


п--{ 
 означимъ ее чрезъ #5. Какъ и въ ст. 781, мы буденъ инЪть 


Ро ри—Ь-Н о, 
0» 9—0, 9» 
и значенте безконечной непрерывной дроби получится, если мы изм;- 
НИМЪ (и На „+5; такъ что оно бдеть 
(ан) рН 6 НЮ, 
АР ое, 
_(а,--2) 9—6, 9—» и 24, 


Эта величина не можетъ быть соизмримой иначе, какъ при услов1и 


р; 7 

РТ Ь в это воддетве значения А, приводить къ услов1ю 

Ч». Я п—1 | | _ | Е. 
Ра р! 


——=-—_°; И ТАакимъ образомъ иЫ должны прай ти в къ -^ —%. о что 


Чи Чи 
невозножно, такъ какъ мы но допускаент, чтобы 9, =0 у ъ, =. 


186. Бь непрерывной дроби второго рода, въ которой знаменатель 
каждой изъ составляющихь превышаеть числитель покрайней мъртъ 
на единицу, всъ подходяиия дрсби. будуть положительными пра- 
вильными дробями, расположенными въ восходящемь порядкь иль 
величины. 


| | | 
По предположен!ю первая подходящая х есть положительная пра- 


вильная дробь. Вторая подходящая будетъ : —; И такъ кавъ — 
| «— 92 | 2 
а, 


есть правильная дробь, и а, превышаетъ 6, покрайней рф на еди- 
б 

ницу, то а,——^ будеть положительная величина, превышающая Ь; 
а, 


Таким Ъ образомъ и вторая подходящая есть положительная а 
1 
дробь. Третью подходящую можно означить чрезъ —% ‚ Г = 
| 1 1 


Алгебра. 29 
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—_ ‚ такъ что В есть положительная правлль- 
бе м 

а, . 
ная дробь по той-же причин%, какъ и вторая подходящая; слёдовательно 
по той-же самой причинф третья подходящая будетъ положительною 


правильною- дробью. Четвертую подходящую можно обозначить чрезъ 


поставлено ви\жето’ 


————, гдф —“ означаеть дробь такого-же вида, какъ и третья под- 


Ва м 


ходящая, а потому она будеть положительною правильною пробью слф- 
довательно четвертая подходящая будеть положительною правильною 
дробью. И такъ далЪе. 


И здфсь, кавъ въ ст. 781, мы найдемъ, что посл довательныя под- 
ходяш1я дроби могутъ быть получены по сл5дующимъ правиламъ: 
Ди — Чи Ри— "бита о Ри— 2) | т их И, и— 1 — 6.4» 2% 
Рин __ в ба Чп— 1 ФР __ Ри— 1 } ь 


Отсюда =—— | 
Чи о Ч» Чт 1 Чи Ч—1 


такиъ образомъ р. будеть имфть такой - же знакъ, какъ 
п! Чт, 


| . 6.6. 
ия ет ‚и это величина положительная. 
4» 9: @:@-— 02 И, 414? 


Отсюда слфдуетъ, _ что Е! Р —*, Р —3,... составляютъь рядь положитель- 


4:’ 95° 4 
ныхъ правильныхъ дробей, расположенныхъ въ восходящем порадий 


НхЪ величины. 


187. Если число составляющихъ безконечно, то подходящия дроби. 
составятъ безконечный рядъ правильныхь дробей, расположенныхь въ 
восходящемъ порядк$з величинъ, причемъ каждый членъ никогда не 
нревзойдетъ н%которой опредфленной величины, наибольшее значене 
которой есть единица. Мы иожемъ сказать въ такомъ случаф, что ка- 
кая нибудь безконечная непрерывная дробь второю рода, въ кото- 
рой знаменатель каждой составляющей превышаеть числитель 
покрайней мпръ на единицу, будеть опредтъленной. 


788. Мы покажемъ теперь, что „и 49» въ ст. 786 возрастають 
виБетв съ и. = | 
_ Дйствительно, у„— и =(а,— 1)»; но а„—1 будеть 
имфть покрайней иЪрф такую-же величину, какъ 6,; поэтому 2, бу- 
детъ больше р„_., если 7,„_, будетъ больше 2„_,, и такъ далфе, а 7, 
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очевидно больше 12,. Такимъ и Рь больше ф,„—. Подобнымъ-же 
образомъ 9„ больше 4„_.. 
789. Если въ безконечной непрерывной дроби, второзо Ре чис- 
литель каждой составляющей будеть. не меньше единицы, @ ‘зна- 
менатель больше своею числителя на единицу, то значензе такой 
безконечной непрерывной дроби есть единица. 
‘Здфсь мы всегда будемъ имфть а, =6,-+-1; сл довательно по ст. 1 86 


| Р=( 6, г" Пр б.р; 
такъ что Роба ( 1—2). | | 
_ Но р.=61, р.=а>6 =(6,-+1)6,; такииъ образонь р: мет °.- 
Отсюда мы получаемъ посл®довалельно 
`В: —1р.=6, б ›0з; Р. —р.=6, 6, б 0 4)***9 Р» р —6, Ь, В, 
Сльдовательно, складывая получимь | 
ри=Ь НВ ВН ББ +...--В.6.Ъ....бн. 
_ Подобным ры мы инфенъ. 9,—9» =6,(9,—— Е 
Но 9.=6,1, а,=(%,-+1)6,-+1)— 6; такъ что 4,— .=Ы6.. 
Итакъ мы посл®довательно получаемъ в“ 
4:—9›==6,6>63, 44—4з=6,6.6 зб аз+ «+5 Ч.—Чи— =6:6»6....би. 
ни складывая получимъ. г. ^ 
и==1-н 6, ‚5, .-+- й ,6.-...-Н 5, Б.б... „би. 


аки образомъ 9.21 и. г. РЕ РеЕВЫ Но. рн По. `на- 
шему предположеню не меньше я и такимъ образомъ можетъ быть сдф- 


лана какъ угодно большою, если ® будетъ взято достаточно большим; 


РВ» 
стБдовательно мы можемъ достигнуть того, что разность между = и 


т 
единицей бдеть меньше всякой данной величины, а потому мы можемъ 
сказать, что величина такой безконечной непрерывной дроби есть единица. 


_ 190. Легко видфть, что доказательство предыдущей статьи. завклю- 
чаетъ въ себф нЪфеколько больше того, что ради простоты вошло въ. 
выражен1е теоремы. Существенныя услов!я состоять ВЪ ТОМЬ, ЧТО 
@„—0,--1 для вебхъ значенй п, и что р, должно безпредфльно в0з- 
растать вмфст$ съ и. Для  ПослВДНЯТО условя достаточно, чтобы 6, 
никогда не было меньше единицы, но это не необходимо. Необходимое 
и достаточное услов1е состоить въ томъ, что безконечный рядъ, въ ко- 
торомъ 7-ый членъ есть $5,5... би» долженъ быть расходящимся; это 


| 7 
услов1е могло-бы быть удовлетворено, если-бы _напримвръ очи 16а 
(См. ст. 562). 
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_ 191. Еслу знаменатель какой нибудь изъ составляющихь дро- 
бей превышаеть ея числитель больше чъмь на ебинииу, между 
ттьмь какъ знаменатель каждой составляющей превышаеть числи- 
тель ея покрайней мир на единицу, то’ ‘значенле безконечной: не- 
прерывной дроби меныше единицы. 


Положинъ наприн®ръ, что а,=0,-нр, гд$ р положительная вели- 
Чина, большая единицы, Безконечная непрерывная дробь равновелика 


1 
6, | 
— Ь,-+0— 6 
Чина, представляющая безконечную непрерывную дробь, начинающуюся 


СЪ рее у тд з есть нфкоторая положительная вели- 


6. 
съ составляющей ка Но с не можетъ превышать единицу (ст. 787); 
3 


6, 
© | | 
дробью; а сл5довательно, какъ и въ ст. 186, МЫ ВИДИМЪ, что 


1 


_ отеюда едет, что будетъ . правильной положительною 


— есть правильная положительная дробь. 
7. 


Ь -+7— 

792. Безконечная непрерывная дробь второго рода, въ которой 
каждая составляющая есть правильная дробь съ цълымь числите- 
лемъ и знаменателемь, и въ которой значенае безконечной непре- 
_ фывной дроби, начинающейся съ нькоторой составляющей, — меньше 
единицы, не можеть быть соизмюримою величиною. 


Дъйствительно, предноложимъ, если это возможно, что ненрерыв- 


ная дробь будетъ соизм$римой и означимъ ее чрезъ 1? $ АиБ 


а" Е Б (7 
цёлыя положительныя числа. Такимъ образомъ Е с) ДВ 0, 
означаетъ безконечнтю непрерывную дробь, начинающуюся съ состав- 
2-0, 
В ’ 
_ цлое число, и ны обозначинь его буквою С, причемь С должно быть 
положительнымъ для р, ноложительнаго. Подобнымт. образомъ, если ©, 
означаетъ безконечную непрерывную дробь, начинающуюся съ состав- 


, 
ляющей т. СлФдовательно о, = числитель этой дроби есть 


ляющей гу. то мы найдень, что р,—-, 

тельное число. И такъ далфе. | 
Вс Ве 

_ Сверхъ тото-у, -5» С». Доджны быть по предположению вс 


гдв [) также цёлое положи- 


нравильными дробями. 
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Слёдовательно 4, В, С, 0... составляють рядъ цтьльзть положи- 
тельныхь величинъ, расположенныхь 65 нисходящемь порядкВ ихъ 
величины, причемъ число ихъ безконечно; но это невозможно, а по- 
тому. эта безконечная непрерывная дробь не можеть быть сони зрикою 
величиною. 

эдёсь примфняется также статья 785 съ условенъ, выраженнымъ 
ВЪ ст. 192. 


193. Бъ предыдущей стать мы предполагали, что безконечная не- 
прерывная дробь, начинающаяся съ нфкоторой составляющей, будетъ 
меньше единицы. По ст. 789 и 7191, это всегда можно предполагать, 
исключая случай, въ которомъ назиная съ н%Фкоторой опредёленной 
составляющей, знаменатель каждой изъ составляющихь будеть превы- 
шать свой числитель на единицу. 


194. Чтобы дать прим ръ ирвдбщекной безконечной непрерывной дроби 
перваго рода, положииЪ, что каждая составляющая будетъ - од? г а 


и 6 положительныя величины. Означимъ ый Не. дробь 
чо и, тогда 


п—=—————. Такъ что у=— 
9 а-=- 


2 


ах 


а-—-... 


поэтому кое 0, откуда д=-а-Н/ (а 5), причемъь нужно 
взять верхн!й знакъ, такъ какъ безконечная непрерывная дробь поло- 
жительная. Такимъ образомъ, порта члены, мы аж 


КА +В) =а-н 


За—н 


5. 
За—=... 


Эта формула даеть разные способы для выражен1я. квадратнаго 
корня въ видф непрерывной дроби. Напримвръ, возьмемъ |/17. Мы 
можемъь положить 17=16-+1, или 9+8; и тавъ далфе. Тавимъ 
образомъ. 


195. Чтобы дать прим$ръ опредфленной еавонечной непрерывной дроби 
второго. рода, положимъ, что каждая составляющая будеть. 5? дв аиь 


положительныя величины, причемъ Эа превышаетъ 6 покрайней м р 
на единицу. Обозначимъ непрерывную дробь чрезъ 2; тогда 
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6 а 6 
ме в" такъ что на”, 

о амымм——_—_—— 
а—... 
откуда находимъ 2? —2ах--=0; поэтому х==а-Н/ (а? —5).. Зе 
нужно взять нижй знакъ, потому что при верхнемь знак® мы полу - 
чили-бы результать больше а-на—®, то-есть больше 2а—%6, т.-е. 
больше единицы; но безконечная непрерывная дробь не можетъ бЫТЬ 
больше единицы (ст. 787). Такимъ образомъ, переставивъ члены, 
получимъ 


И(@—5= а + 


796. Въ. сет. 781 мы имфли 


еб бь-, 0—1 6,4; 

а въ ст. 786 ны имфли подобныя-же соотношен1я, причемь знакъ + 
былъ изифненъ на —. Теперь предположимъ, что значен!я а и 6, 
даны для всфхъ значешй я и что р, ир,, 9, и 9, получены; тогда 
на основан1и предыдущихь общихъ соотношевй мы получимъ возмож- 
ность опредфлить посл5довательно р., 2.) 2..... И 9.) 9 95›... ВЪ 
нъкоторыхъ случаяхъ мы ноженъ посредствомъ особыхъ искусственныхъ 
пр1емовъ открыть такой законъ составлен1я послфдовательныхь чле- 
новъ, который приведетъ насъ къ возможности дать общля выраженя 
для р» и 4,; примфръ этого уже вотрёчался въ ст. 789. Или справед- 
ливость закона можетъ быть обнаружена посредетвомъ испытан1я И 38- 
т$мъ доказана индукщей. Впрочемъ изслфдован!е общихъ выражен1й 
ДЛЯ 7, И 9% принадлежитъ высшимъ областямъ Математики, именно 
Вычислен1ю Конечныхъ Разностей. 

Замфтинъ одинъ частный случай. Положимъ, что а, и 6, остаются 
постоянными для вобхъ значенй я; означимъ первое чрезъ & и второе— 
чрезъ. р. Тогда мы будемъ ИМВТЬ нар 1-02; и мы видимъ при 
помощи ст. 656, что р» равняется коэффищенту при 2” въ разло- 
Жени по восходящимъ степенямъ 2 выражен!я 


р.-+(р.— ар). 


1—ах— бл" 
такъ какъ 1, =6 ир,=а6, то выражен!е это обратится въ 


1—ах— 6х” 
Подобнымъ-же образомъ а, равняется коэффищенту при от ВЪ 
разложении выражены 
4,+(9,—94,)х. 
1—пх— 6%? ?. 
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и Такъ какъ 9, =@а и 9, =9--0, то это выражен1е обратится въ 
ах ТТ | 1 
—_щу то-есть в — 
1—а— 6х" ° 2(1—а2—05*) х | 
197. Теперь мы покажемъ, какъ обратить рядъ, иибющий конечное 
число членовъ, въ непрерывную дробь. 
2 п 


1 х д 4 | 
Рядъ ини +... тожественно равенъ, непрерывной 


И 
0 4 #. м 
дроби второго рода съ и--1 составляющими, въ которыхъ первая со- 
| ох 
ставляющая ‘есть — ‚ вторая ——^— и вообще у-ная будетъ 


1—2 
о Ж-НИ, 1 | 
Это можетъ быть доказано при помощи наведен1я. 


1 ] 

Очевидно, что — —=—_, 

| и № 
1 % | | 
и что = — 

д 1 и.“ 

им 
и, 


допустимъ, что эта теорема справедлива, когда. рядъ содержить п. 
членовъ; мы докажемъ, что она будетъ справедлива и тогда, когда, 
`рядъ будетъ состоять изъ и-2 членовъ. 


0,2 -, 
Дфйствительно, замфнимь и„ чрезъ и„———"——; тогда — 
| 77 их.) — 
ИЗМЪНИТеяЯ ВЪ : ‚ Т.-0. ВЪ лы т.-е. ВЪ 
| 1, М В 
обра Я В 
„хи 
Сл ип-Е1 п п—-1 
и +о › Такь что въ ряду дЪИствительно прибавится е еще о ДИНЪ 
п п-Е 


й 


членъ. Такъ-же. если замфна их на и—— . будеть сдфлана 


въ непрерывной дроби съ я-+1 составляющими, то мы получимь не- 
прерывную дробь съ и-+2 составляющими, образованными по тому-же. 
самому закону. 

СлЪдовательно, если теорема справедлива, когда рядъ содержитъ 
п—-1 членовъ, то она будетъ справедлива, когда рядъ заключаетъ 
и-2 членовъ; но было доказано, что она справедлива, когда рядъ 0о- 
держитъ два члена; слЪдовательно она справедлива вообще. 


798. Слёдующ выводъ ны моженъ получить изъ ст. 797, упро- 
щая встр5чающ!яся тамъ дроби, или можемъ _прйти къ нему прямо 
по ©1060бу ст. 797; рядъ 
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1 до 22 д® 
У ИИ 
® 0%, 00%, 0.0105. т 


тожественно равенъ ` непрерывной дроби второго рода въ и-н1 состав- 


4 1 9, 
ляющими, въ которыхъ первая составляющая есть —, вторая —— 
о ини 
9.2% 
и вообще 7-ная составляющая ———. 
| 2-0, 


199. Въ тожествахъ, приведенныхъ въ ст. 797 и 798, мы можемъ, 
если угодно, измфнить знакъ у 2; возьмемъ напр. тожество ст. 198; 
изъ него мы получимъ сл5дующий результатъ: рядъ 

1х 272 ПИК 
9, 1%, 901%, | и, од 
деть тожественно равенъ непрерывной дроби перваго рода съ И 


1 
составляющими, изъ которыхъ первая составляющая есть А, вторая 
| 0 


9-5 
и вообще 7-ная составляющая ———. 
—% 0,——% 


быть также получень прямо, подобно тому какъ въ ст. 197, 


Этотъь выводъ можеть 


800. Въ статьяхъ 797, 798 и 799 мы можемъ предположить я 
столь большимъ, какъ угодно, лишь-бы рядъ оставалея сходящимся; и 
тогда мы можемъ преобразовать безконечный сходящийся ряд. ВЪ безко-_ 
нечную непрерывную дробь. 


801. Очень вазвная формула по этому. предиету была дана Гаус- 
сомъ. Означимъ безконечный зиперлеометрический рядъ ст. 115 чрезъ 
Е(о, В-+1, у+1) 
_ Ебь В, 1) 
конечную непрерывную дробь; преобразован1е это возможно, если только 
Е (о, В, у) и Е(&, 8-1, у+1) 00% будутъ сходащимиея. — 


Существенная часть доказательства состоитъ въ слёдующемъ соот- 
Ех, В-Т, УН-Т 


Ро в 


тогда, а =: 
| | ыы 1—#,2» 
в _@(\—В)% т т 

в чт): > @--ОЦ-Е2) 
‚обратится 2, когда ны измёнимъ %, В, ' соотвзтетвенно ВЪ а+1, 
ВТ, +2. Докажемъ теперь это. 


Е(о, В, у); тогда Гауссъ преобразовалъ без-. 


ношен1и: Поставимъ 2 вифсто 


‚и 2, будетъ то, во что. 
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Въ ряду ` для Е, В, \) изиЖнимъ 8 на +1 И гу на “+1 и 
вычтемъ прежн!я значен1я; тогда мы получимъ 


др &(у— В); 
Г (а, ВН1, у 1)- Г (о, 3, у)= 1) и 
Глоба -жв образомъ мы будемъ имфть 


| Ра, В, +1) —Е(а, В. О вы и Ка-- В-+-1, 2) © 


&--1, 8+1, 1+2) из 


(1) 
_ Изъ (1), им получимъ 
—- ое в+1, +2) _ (3) 


С 8-1, +1) ° 
_ Изъ (9), разд$ливъ и перемножявъ В на В+1 и т на т--1, найдемъ 
Е, ВТ уе В УИ —=й 1 о в (4). 
Ео--1, В-1, у+2)} | 
Изъ (8) и (4) мы получаенъ искомый выводъ. 
Тогда непрерывная дробь для 2 можеть быть продолжена при по- 
мощи соотношен1я 3 
1 
ое 
1—2 
и это можно продолжить какъ угодно далеко, причемъ общИй членъ бу- 
детъ 


в. == 


(и++т—1)(у+7—1-— В) 


би на)" 
(В+ ях | 
и _ Ебои-нх, В--у-Н1, у 27-1) 
2’ 


_Рбанх, Вых, у). 


Мы ед принимаенъ, что безконечный рядъ будеть сходящИйся, 
такъ какъ мы не можемъ пользоваться (1) и (2) безъ этого условя. 
Изъ ст. 775 легко видфть, что если чиелитель и знаменатель 2 будуть 
сходящимися, тогда вс безконечныя строки, кав1я мы вывели, будутъ_ 
сходящинися. 

Когда 7” будетъ безпредльно велико, то 2», не бдеть чувствительно 
отличаться отъ единицы. 


о. | 1+ Ал-- А... 
дЪйствительно "| Ваь В+...’ 

| И: 1 

5 в_@4-06-) р ео Оь 


1.(у2”) 1 * о  9(-жт-и 
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и 4., 4,, ... могутъ быть получены соотв$тетвенно изъ В., В,, ... 
посредетвомъ измнентя . На нй и */ на 1. 


Такимъ образомъ В —В, ‚ ... Могутъ считаться равными единиц», 


когда 7 будетъ безпред® льно велико; точно также по ст. 679 мы мо- 
жемъ разсматривать 2,, какъ единицу. 
_  Тавь какъ 2,. можно разоматривать какъ единицу, то К,,2»„ обра- 
тится просто въ К... 
Тавимъ образомъ 2 преобразовал въ безконечную непрерывную 
дробь. 
| 772 
802. Въ частномъ случаз поставимъ ад вмфсто 2; тогда предио- 
ожииь, что В = и что & безиредльно возрастаетъ; тогда знамена- 
тель 2 обратится въ. | 
2. 72“ 776 
А 
_ Ш Еле) 12.3ло-ноб-2) 
которое мы обозначинъ чрезъ /(у); числитель можеть. быть полученъ 
изъ знаменателя чрезъ изм нене ‘/ на ‘/-+1. 


1-= 


722 


Точ 0. ОИ иНННИтТИЧ УИНИ 
но также /»„_, обратится и (у-=27—2)(у+27—1) 
122 


№. ЗИ ИИА 
и А,, обратится въ. нба) 


Такимъ образомъ окончательно / те И преобразуется въ безконечную 
| % о 
непреры —— тие Ч ИИ 
рерывную дробь р. ‚ ВЪ НИ Фт= ии унии 
има 
1-- 


Этотъ выводъ можетъ быть полученъ независимо тфмъ-же путемъ, 
_какъ въ ст. 801; чи мы имъемъ 


_ К -_@  Цу+2) 
Кур _ в 5 Ку-+-1) 


803. Въ вывод предыдущей статьи поставимь а вифото | и 59 


п-т) тавимъ образомъ. 


‚ И такъ далЪе. 


еу—е 7 


иене") "" 


Гу) 


г. Умноживъ на У и упростивъ дроби, мы по- 


_ВМФето 2; тогда найдемъ, что Кун обратится въ 


будетъ равняться. у 
Уд равняться и — 
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лучинь окончательно для бизвоночиую непреры а дробь 
перваго рода, въ которой первая составляющая есть т? вторая р 


9—1" 


| | 77 ее | | 
‚ ВмЪето у подставимъ А тд т и п цблыя положительныя числа; 


вообще 7-ная 


т 2 6 97 е о 
тогда по мы дробей мы получимъ для безконечную. 
е" А 
топрерывкую об перваго рода, ВЪ Которой пере составляющая: есть 


7% 


вторая ыы бщ чан 
И вВоооЩе 7-я составляющ 
п’ р 7’ (2 ми 


Когда 7 достаточно велико, то (27—1)и превзойдетъ 7%°; сл5дова- 
тельно по ст. 785 безконечная непрерывная дробь, начиная со слёдую- 
Щей составляющей, будетъ несоизи$римою, а потому и вся непрерывная 
2 т 


дробь будетъ несоизифримою. Слфдовательно е” будетъ несоизи$ римымъ 
числомъ для всякихъ цфлыхь значенй. 7 и 7. 


Примфры непрерывныхъ дробей. 


1. Найти значен1е 5— 


1 
Пе 
о. По "ЗЕ В ох ЗЕ ИЕ к. 5” 
. оказать, ЧТо "т и "а | боны, 5 


3. Въ непрерывной дроби первато рода всякая составляющая равна 


—$; доказать, что 21 =0дл. 


_4. Въ непрерывной дроби первато рода каждая составляющая равна 


5 


| < 


‚ найти значене 72» и 0». 


5. Въ непрерывной дроби перваго рода, если а„=б» —п, то пока- 
зать, Что Рин 9®== и 1. 


6. Въ непрерывной. у перваго рода, если 6„-11=1 + а», то = 
вазаль, что р—би1р-1=4(—1)", 9— ба" ВСЫ—1)", т 
А и ВБ постоянныя величины, при всякомъ и. 
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г Въ безконечной ре дроби перваго рода 7-ая состав- 
—1 == | 

яющая веть — бе дым. т ". показать, что р— (ира =(—ШуН.. 
8. Показать, что 7 можеть быть преобразовано въ безконечную 
непрерывную дробь перваго рода, въ которой первая составляющая ебть 


х "—2)х 
а а составляющая „и вообще ”-аз составляющая а 


—]-—х 


1 Ч) 
9. Показать, что 1052 равняется безконечной непрерывной дроби 
перваго рода, въ к первая составляющая есть 


("—1) 
3 
10. Подучить иЗЪ СТ. 801 безконечную непрерывную дробь порвато 


] 
вторая — и во- 


1’ г 


обще 7-ВЯ составляющая © 


рода для 208 2) 


° ГЛАВА БУШ. 
Разныя теоремы. 


804. Настоящая глава состоитъ изъ нФеколькихъ разнаго рода тео- 
режъ, касающихся сл5дующихъ вопросовъ: сокращеннаго алгебраическаго 
унножен!я и дфленя, уничтожен!я дробей, перестановокъ и сочетанй, 
и вычислен!я вЪроятностей. 


805. При перемножен1и д ВухЪ алгебраическихь выраженй въ н}- 
которыхъ случаяхь бываеть удобно сократить писан1е, употребляя 
ОДНИ ТОЛЬКО коэффищенты. Наприм$ръ положимъ, что требуется ие- 
ремножить 272“1”—81-+1 на 2*+84—2; мы моженъ поступать 
такъ | 

2+0—1—3-+1 
18—2_ 
201—8- 1 
6—0—3— 9-3 
_—4—0— 2+6—2 
2-6 —80+10+9—9 

акниъ ‘образомъ, искомое произведене будетъ 

22°-+648—34—1052+9%—9. 
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Подобный- же сокращенный способъ писан1я можетъ быть употреб- 
ленъ и при дфлении. 


Такой способъ производить дЪйствя называется иногда ‘способомь 
отдтъленныль коэффицщентовъ. _ 


806. Синтетическое дълене. ДЪйстве дфлен1я можеть быть 
впрочемъ еще боле сокращено посредствомъ способа, даннаго Горне- 
ромъ и названнаго имъ синтетическимь дъленлемь. 

Положимъ, что требуется разд®лить 

_ АВ --От- Пат 3 ЕТ... 
на на ната За” +... 
Означинъ частное чрезъ 44” Ад” Ад" 


4:2”... и намъ нужно будетъ показать, какъ можно ый 
лить 4,, 4,, Д.. 


Если мы помножимъ частное на дфлитель, то получимъ в лимое: 
это дЪйств!е, если будемъ писать только 9: коэффищенты, изобра- 
_ЗИТСЯ слвдующимъ образомъ 


АА А, А, А;-... 
1-на- а- а; а, -... 
А—А-н А+ А; Л... 
а А-на, А.-на, Ана, Аз... 
а, А ум 
| а. А -на.А,-.. 
| а, А -. 
А В 0 =) Е 
Мы предполагаень, Что ЗДЖеь послдняя строка получается обык- 
новенныиь путемъ посредствомъ. сложения вертикальныхъ. столбцовъ | 
между горизонтальными чертами. Но 4, Б, С... известны, и намъ 


нужно найти А, 4., А., ...; Для этой И обратимь предыдущее 
ДЪйств1е, т.-е. произведемъ сл5дующее обратное съ нимъ дЪйстве 


А В+ С++ П-- Е... 


—@, —а, 4 —@,.А—@А,—@А,—... 
—а, | —в,А —а.А,—а,А,—... 
—@- —а.4А —@:А.—... 
—а | ВЬ _ а А ы: 


А- А, Ан А+ А... 


Здфсь каждый вертикальный столбецъ ие, тоже самое, 
что и соотвфтетвующ!й вертикальный  столбецъ первато дфйствя, но 
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ВЪ ЭТОМЪ вид они будутъ удобнфе для вашей цфли. НапримЪръ, чет-. 
вертый вертикальный столбецъ прежняго дЪйств1я даетъ 


Аа А-а, А, -на,А=р; 
а ЗвАрИЯ столбецъ новаго дзйств1я даетъ 
| О—@. А, —а.А, —а..А = Д.. 


Такинъ. ев: способъ этоть можно описать ВхуЮщиИт обра- 
ЗомЪ: 


1) Если первый членъ  ДВлителя инфетъ численный коэффицщтентъ, 
то нужно раздфлить каждый коэффищентъь дфлимаго и дфлителя на 
этотъ. коэффишенть и къ полученнымъь коэффищентамь примфнить 
слфдующ!я правила. 


_ 2) Нацивать коэффищенты д лимаго въ горизонтальной строк съ 
соотвтетвующими имъ знаками, ставя О на м%ст% недостающихь чле- 
новъ. Это дастъ горизонтальный рядъ А+ В--С(С--О-- Е... 


3). Провести вертикальную черту съ лвой стороны отъ этого ряда 
коэффицщентовъ и написать въ вертикальномъ столбиф коэффищенты 
дЪлителя, измфнивъ ихъ знаки и ставя 0, когда недостаетъ нЪкото- 
рыхъ членовъ. Это дастъ вертикальный рядъ —@,—@,—а...., Не 
принимая во вниман1е единицу, представляющую коэффищентъ пе] - 
ваго члена дфлителя. 


4) Поиножить каждый членъ этого вертикальнаго столбца, на пер- 
вый коэффищентъ частнаго и расположить произведен1е въ первомъ 
косвенномь ряду —мА—а,А—а, А—... первый членъ которато нужно 
написать подъ Б. 

5) Сложить члены второго вертикальнаго ряда справа отъ верти- 
кальной черты; это дастъ Зри ыы члена частнаго, то-есть 
Б—вА=А. 

6) Съ помощью подученнаго такимъ образомъ коэффицента соста- 
вить слБдуюний косой рядъ; это дастъ рядъ —@,.4,—4, А, —а@: А! —, 
первый членъ котораго подписывается подъ С. ре 

1) Сложить члены третьяго вертикальнато ряда съ рой стороны 
отъ вертикальной черты; это дастъ а Ри члена част- 
наго, то-есть С—а,.4,—а.А=А.. р 


8) Продолжать это дЪйстве пока оно не БОНЧИтСЯ или пока не _6у- 
дуть получены искомые члены. . 
807. Наприизръ, мВ даа — 2-1 На дор; 
О 5 > 1 
2| 8+16-+14—26—92 
—8|  — 12 24—21+39-+138 
4-8 1 —13—46—53 
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Такимъ образомъ частное будеть 41’-8х7—185 *—465_* 
—53%—^... ‚ Или если пожелаемъ остановиться на член® —46% ", 
то ПОЛУЧИМЪ _ 


а. нее ИВА ‚-— 2 
с век. Бе ый +817 —13х ‘—46_* о еекьжа я 
21—93 —95--3 


Бели мы пожелаенъ остановиться на дей —135_*, то косой рядъ 
—92-1 38 долженъ быть отброшенъ, и результатъ будетъ. | | 


‚ 46—39“ 

22° — -22 3. | 
Если пожелаемъ остановиться на членф 7, то нужно также отброить 
косой рядъ —26--359 и тогда результатъ будетъ 


13х20. 
12—93” 


808. Не лишне будетъ замфтить, что премъ, показанный на ‘при- 
ифр% въ ст. 332, чаето употребляется для выполнен!я алгебраическихь 
приведенй. Положи напримЪръ, что трея доказать слБдующее 
тожество 
(а -+с)*“—(6-не)*— (сна)— ИИ с “—12а6(а-+5-6). 

Мы видимъ, что если а=0, то выражен1е, составляющее лЪ5вую часть 
предложеннаго тожества, ‘уничтожается; изъ этого мы заключаемъ, что 
данное выражене ВИТЯ На 4. Подобнымъ-же образомъ завлючаемъ, 
что оно длится на Би с. Такимъ образоиъ абс есть множитель этого 
выражен1я. А такъ какъ выражен1е это четвертой степени, то въ немъ 
долженъ быть другой множитель, который долженъ быть первой стё- 
пени, и такъ какъ выражеше это симметрично въ отношеви а, б И 
с, то множитель этоть долженъ быть @-+-0-н-с. 

СлФдовательно выражен1е должно быть равно рабе(а+6+-6), гд% 
К означаетъь нфкоторый численный коэффищенть; удерживающий одно 
и то-же значен1е при всякихъ значеняхъ а, 6, с, Чтобы опредфлить 
6, мы можемъ приписать а,.0, с тащя значешя, как1я для насъ будуть 
удобны; напримръ, мы можежь положить 6$=а`и с=а, и ‚ найден, 
что =19. 

Такимъ образомъ предыдущее тожество доказано. 


Подобно этому можеть быть доказано слф$дующее тожество: 


42^—8х—1—13257 


472 8х 7 — 


аьо-но--а (аква) (а--е—в —а)*-+(а-н9—6—5с)* — 
—(а-нб+е—а)*-— (ифсч-я) — (а бче-+а)‘—(-—ач че +0)“ 
—=192абса. 


809. Уничтожающтяся дроб п. Уничтожающейся дробъю 
мы будемъ называть такую, въ которой числитель и знаменатель оба обра- 
щаются въ нуль при извЪетномъ предположени относительно значен1я той 
или другой заключающейся въ нихъ величины. Напримфръ, числитель. 
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4 41 
р в. 

и знаменатель дроби ———— ‚ уничтожаются при =, и дробь тогда при- 
ой 


нимаетъ неопредёленный видъ <; такъ что мы не можемъ въ строгомъ 


снысл® сказать, что она пмфетъ какое нибудь опредфленное значене. Но 
мы можемъ найти величину дроби, когда х инфеть н%которое значение, 
Отличное отЪ @&, и можемъ показать, что чФиъ бол$е будеть х прибли- 
жаться къ @, тъиъ ближе будеть значен1е дроби приближаться къ из- 
_ ВЪОТНОЙ пред ленной величин. Джйетвительно, положниъь х==а-нй; 
тогда по теорем о биномВ дробь эта можетъ быть разложена такъ 


А о __5 ‚ОВ _9 5 
ыы Е > | = 

р т ЗИ 312+ ..— 98 | 1 а ЗА... 
_—* : то есть э | 

4 23. Ч 4’ 3 

р ке ЕВА 3 И. Е. 

4 4 4 4. 4 4. 
ц’на ‘й——<Фа "А+... —а ыы. -——-@ "ИЕ 

Ё4 — 32 4 89 


Но если й будетъ уменьшаться, то числитель и знаменатель по- 
слЗдней дроби будутъ соотв$тственно приближаться къ значен1ямъ 
1 -2 —3 | 


52 Зи да из и беря № достаточно малымъ, мы можем достигнуть 
_ того, что чиелитель и знаменатель будутъ отличаться отъ этихъ значе- 
Н1й. на количество по нашему желан1ю малое. Такимъ образомъ дробь 
1—2! 
0 
иожетъ какъ угодно ‘близко ПОДХОДИТЬ ЕЪ значен1ю т, то-есть ЕЪ 
у, 
4 та | | 41 55 
5 . Это выражать, товоря, что 54 ^ есть предтьль, КЪ вотороиу ри 
ближается эта дробь по м$рф приближен!я х къ а. 


Мы можемъ также прИйти къ этому результату, не пользуясь тео- 


ремой о бином$. ДВйствительно, положимъ 1=9*“ и а=0"*; тогда 
.—$“ 


предложенная дробь обратится вр — 8; Пока У но ДВлалось еще 


абсолютно равнымъ 6, мы можемъ раздфлить чиелителя и зна- 
менателя на У—6б и ТакимЪ. бы привести дробь въ ВИДУ 
9 Бы А Вл 


46 
эта приближается къ ЗИ беря у—б достаточно малымъ, мы можемъ 


достигнуть того, что дробь эта будеть отличаться отъ ея какъ угодно 
мало. Такииъ образомь иредьль этой дроби по мфрф приближен1я У 
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| 46 . | 
къ об есть 5? то-есть Иредьль этой дроби по ифрф тото какъ х прибли- 


= 


41 

жается къ а, будетъ 58“ 

_ Вопросы относительно робей, принимающихъ неопредъленный видъ, 

_ и иредъловь принадлежать Дифференшальному Вычисленю, въ кото- 

рому мы и отсылаемъ читателя для получен1я болфе обширныхь свф- 
ДВнИЙ. 


810. Теперь мы дадимъ еще двЪ статьи, ‘которыя составятъ допол- 
нен1е къ главЪ о перестановкахъ и сочетан1яхъ; предложен1я, содер- 
жапияся въ нихъ, даны г. Джеффери. 


811. Найти число сочетаний изъ п предметовь, взятыль по 
1, 2, 3, „. по п, если между ними р предметовь будеть одною 
рода, Ч—друзюю рода, г—третьяю рода, и тажъ далтье. 


Пусть мы имфенъ 7 буквъ, и предположимъ, что р изъ нихъ 
равны @, 49 равны 6, у равны с, и такъь далфе. Произведение 
(1-нах--а’?-н.. нае) (1-х Ан... +69 ай) (1 -нет-нс""...-н7’)... 
содержитъ сочетан1е изъ я буквъ, взятыхъ по 1, по 2, по, 3... ПО Я, 
именно это будуть соотвфтетвенно коэффищенты при 2, 2”, 2°, ... &”. 
Число сочетан]й въ каждомъ случаф найдется, если уравнять а, ГВ, Е, 
... @динИЦЪ. Такимъ образомъ чиело сочетан1й изъ и буквъ, взятыхъ 
по, будетъ коэффищентомъ при 2“ въ разложен!и 


(1-х... ни-ни... н)(-на-н...-5)... 


Число сочетав1й, когда буквы взяты по К—то-же самое, какъ и 


число ихъ, когда буквы взяты по #— А; это ножеть быть ны По. 
ст. 495. ва 


_ Полное число сочетан!й найдется, если уравнять х въ предыдущемъ 
выражен1и единиц и вычесть единицу изъ результата, такъ какъ пер- 
вый членъ разложеня этого выражентя не содержитъ 2, а потому и не 
_означаеть числа какихъ нибудь сочетаний. ны образомъ полное 
число будетъ (р 1)(9а-=1)(и-—1)... 

_Разлатаемое выражене можеть быть написано такъ: 

1-—27+1 |1 1-2 
| 1-ж ‘° 1-9 бб т” 
то-всть (12211) (1—1) (1—9 19...(1—#2)^, 
гл |. есть число различнаго вида буквъ. 

Наприм$ръ, возьмемъ буквы слова поаНоп; мы найдемъ, Что чи- 
сло сочетан1й, когда буквы будутъ браться по 1, по 2, ... по 8, бу- 
детъ соотвзтетвенно 5, 13, 22, 26, 22, 15, 5, 1 


Алгебра. | 30 
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812. Найти число перестановок изъ п предметовь, берущихся 
по 1, 70 9, по 3 .... по п; кода между ними находится р пред- 
метовъь одною рода, 4—друюю рода, г третьязо рода, и т. д. 

Пусть мы имфемъ и буквъ, и предположимъ, что р изъ нихъ равны 
а, 9 изъ нихъ равны 6,7 изъ нихъ равны с, и такъ далфе. 


Составимъ произведене сл5дующахъ рядовъ: 


Р?а?х? Р3зазЗлз Ре? 
1 Рах-н-—— И И 
|3 р 
ру др ИХ 3713..3 179779 
РЕ 2 т Е р к а и. 
_1.2 9 
Ре, Пе Ре’ 
1-5 Ред То в, 


‚м [= ® ® ^ ® ® @ 


Посль тозо какъ произведен1е составлено п расположено по сте- 
пенямъ Ру, перемфнимъ Р на 1, Р* на |2, Р?3 ва |3 и такъ далфе; 


тогда коэффищентъ 2” въ результатв будетъ состоять изъ перестано- 
вокъ 7 буквъ, взатыхъ по Ё. Справедливость этого можетъ быть обна- 
ружена изсл$довашемъ способа составлен1я каждато коэффищента въ 
частныхъ случаяхъ; наприм$ръ, положимъь и=1 и р, 9, ... каждое 
=1; или положимъ и=4, р=2, 04=1, гт=1. Число перестановокъ 
найдется, полатая а, 0, с ... каждое равнымъ единицф; это можеть 
быть сдфлано прежде составлентя произведеня предыдущахго ряда. 


_Наприм%ръ, возьмемъ буквы слова поюйопт; мы найдемъ, что чиело 
перестановокъ, когда буквы будутъ браться по 1, шо 2, ... по 8, с00т- 
вътетвенно будеть 5, 23, 96, 354, 1110, 2790, 5040, 5040. 


813. Дадимъ теперь нфсколько дальнфйшихь замфчанй по Теори 
Вфроятностей. 


_ Въ своей Алгебрь д-ръ Вудъ зам тилъ, что нфть предмета, въ ко- 
торомъ учащийся такъ легко впадалъь бы въ ошибки, какъ въ Вычис- 
лени вЪроятностей. Онъ говорить: „Достаточно одного примфра, чтобъ 
показать опасность составленя поси$шныхъ суждевй даже въ самомъ 
простомъ елуча$. ВФроятность выпаден1я одного очка на одной кости 


равна —, и такъ какъ будетъ такая-же вфроятность выпаден1я одного. 


6 
очка при вторичномъ бросанти, то можно было-бы предположить, что 
2 
с. 
Но такое заключене было-бы не взрнымъ, потому что изъ этого способа 
разсужденя слфдовало-бы, что при шести бросан1яхъ несомнфнно вы- 
надеть одно очко. Ошибка, которую легко замфтить, происходить оть 


вфроятность выпаден!я одного очка при двухъ бросавяхь будетъ 
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подразунваемато предположен1я, что необходимо должно быть произ- 
_ ведено второе бросав1е, между тфмЪъ какъ въ немъ не было-бы надобно- 
сти, если-бы одно очко выпало съ перваго разу“. 


Это извлечен1е мы сдЪлали но причин$ важныхъ ибн кото- 
рыя оно содержитъ, а также и съ цфлью обратить вниман!е на  ПослёдН1Я 
слова, которыя для начинающих» часто кажутся затруднительными. (лф - 
дуетъ замЗтить, для изофжан1я двусмысленности, что разбираемая за- 
дача должна быть выражена слБдующимъ образоиъ: Найти вЪроятноеть 
выпаден!1я одного очка по крайней ифр$ при двухъ бросамяхъ. Посл$д- 
ня слова д-ра Вуда указываютъь на слёдующий способъ ея ршеня. 


| . 1 
ВЪфроятность выпаден1я одного очка въ первый разъ равна с} оли ВЫ- 


падетъ одно очко при этомъ бросанш, то нЪть надобности во второмъ 
бросани. Но положимъ, что выпаден1я одного очка въ первый разъ не 


к 
случится; вЪроятность этого равна 6? И Тотда вфроятность успфха въ. 


сл5дующемъ случа равна с. Такимъ образомъ И ИМЪТЬ ОДНО 


: Е = 
очко по крайней м$р$ въ два бросантя будетъ — СЕ х- в" 86. И. 


ошибка того, кто принимаетъь вЪроятность этого въ -— 6 с’ - ПРоиохо- 


ПЕ у 
ДИТЬ ОТТОГО, ЧТО ВЪ произведении т: х с °НЪ принимаеть .. за 1. По- 


пуская такимъ образомь, что всегда должно быть производимо второе 
бросанйе, хотя-бы это послфднее и не было необходимо, велБдетве 
уст шности перваго бросанля. 

Это рёшен!е совершенно правильно, но вфроятно тотъ, кто прини- 


И. 
с 6’ Не Удовлетворится пиъ: для него оно бу- 


деть не указаненьъ его ошибки, но совсфмъ другииъ рёшенемъ вопроса; 
И ОНЪ можеть сказать, что 306% не можеть быть никакой неувтрен- 
ности относительно второю бросащя, потому что два бросая 
предоставляются намъ задачей, или по крайней мьръ намь позво- 
ляется ижь сдълать, если мы тою желаемь. 

Въ В ствительноети ошибка состоить въ пренебрежен!и слфдую- 
щииъ разсужденемъ: когда событ1я взаимно исключають другъ друга, . 
такъ что предположение, что произойдетъ одно событе несовистимо съ 
предположенемъ, что произойдеть какое нибудь другое событ1е, 00а, 
но не иначе, вфроятность того или другого изъ событй есть и 
вфроятностей отдфльныхь событий. 


Въ настоящей задач усцзхъ при первомъ бросанш носовифотии 


маеть въроятность за 
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съ успфхомъ при второмъ бросанш, а потому мы не можемъ брать 


суины въБроятностей за вфроятность усифха въ томъ или друтомъ 
бросанли. 


Легко дать правильное рф шее задачи другими способами. Такъ, 
кром$ р5шеня Вуда было дано другое въ ст. 735. Мы ножемъ посту- 
пать также слЪдующимъ образомъ. „Келаемое событ!е можетъ быть раз- 
сматриваемо какъ одно изъ сл5дующихъ трехъ: усифхъ въ первомъ слу- 
ча$ и неусп$хъ во второмъ, неуспфхъ въ первомъ случа и усифхъ во 
второмъ, усифхъ въ первомъ случа$ и зна во второмъ. Вроят- 
ности этихъ событ1й соотвфтетвенно будуть 1.5, 5.4, &.2, причемъ 
эти событя взапмно исключаютъ другъ друга, такъ что а а 


Ех 
_ Имфть то или другое изъ нихъ будеть инае-+зь, то-есть 1 а. 


814. Этотъ разборъ естественно приводить насъ къ изелфдованю. 
взроятности того, что случится одно или болфе изъ событ, исклю- 
чающихъ или не исключающихъ другъ друга. Дадимъ теперь нфеколько 
теоремъ по этому вопросу. 

1. Пусть будетъ извфетное число независимыхъ событй, соотвзт- 
ственныя вЗроятности которыхъ равняются с, В, ,...; требуется найти 
вфроятность того, что случится покрайней м$рЪ одно изъ нихъ. 

Вфроятность того, что ни одно изъ нихь не случится, будетъ 
(1—и)(1—8В)(1—9)...; елФдовательно вроятность того, что произой- 
детъ покрайней мЪрЪф одно изъ нихъ, будетъ 1— (1—0)(1—В)(1—1)... 
Это можно написать такъ: Хо— Зав Хо у—... или Р.—Р. 
Р.—Р.+..., тд Р, сумма вфроятностей одиночныхъ событй, Р, 
сунма вфроятностей паръ событй, Р, вумна вФроятноетей троекъ со- 
бытй, и такъ далфе. 

П. Сейчаеъ доказанная теорема справедлива даже и тогда, когда со- 
быт1я не будуть независимыми; т. е. вЪроятность того, что случится 
покрайней м%р% одно изъ вобымй, будеть Р,—Р.+Р,_Р,-+... 
4$ Р, Р,, Р., Р.... имФють то-же значен1е, какъ и раньше. 

ЦЪйствительно, раземотримъ только два событя А и Б; пусть я 
означаетъ все число равно- вфроятныхъ случаевъ, Их число, въ кото- 
рыхь встр$чается 4, в число, въ которыхъ встр чается Б, пав чиело, 
вЪ которыхъ встрчаются А и В. Чтобы найти число случаевъ, въ ко- 
торыхъ не ветрфчаются ни 4 ни Б, мы поступаемъ такъ: отъ я отни- 
маемъ Их и 73; такимъ образомъ мы отнимаемъ слишкомъ много слу- 
чаевъ, потому что эти случаи въ Ччисл$ ИЗ, въ которыхъ ветр$фчаются 
А и В одновременно, отнимаются дважды, такъ что вужно прибавить 
обратно 78. Поэтому все число случаевъ, въ которыхъ не ветр$чается 
ни А, ни ВБ, будетъь я— (их + ив )-Н Поз. 

Отеюда лв дуеть, что число случаевъ, въ которыхъ ветр$чается 
покрайней м$р$ одно изъ событй, будетъ я, + 7В — паз. СлФдовательно 
въроятность, что случится хотя’ одно изъ событ, будетъ 
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По = 78 — 15В Ма "в "ов 
о РР Р.. 
7 7 7 
Подобнымъ-же образомъ можно разсуждать и во: всякомъ другомъ 


случаз. 

Ш. Предполагая, что имфется въ виду й событ, требуется найти 
вфроятность, что случатся извзстные 7% изъ нихъ, и не больше. 

Положимъ, что имфютъ случиться событя, в Вроятности которыхъ 
©, В, "|..., И ве селучатся событ1я, вфроятности которыхъ ^, (4, у. Тогда, 
если событ1я эти независимы, то искомая вЪроятность будетъ 

©"... (1—^)(1—в.)(1—)...; 
то-есть 3... до т множителей АНА. 

Это мы можемъ означить чрезь Ои-— От -НОть Юта. 
дв @» есть вфроятность того, что случатся 7 извфстныхь событйй, 
и. есть сумма вфроятностей того, что случится всякая совокупность 
_т-—Н1 событЙ, заключающихъ 72 извзетныхъь событий, (ту › есть сумма 
вфроятностей того, что случится всякая совокупность 72--2 событй, 
заключающихъ 7% извзетныхъ событй, и такъ далфе, 

ГУ. Какъ и раньше, мы можемъ показать, что теорема гл. Ш спра- 
зедлива даже и тогда, когда события не будутъ независимы между с0б0ю. 

У. Требуется найти вфроятность того, что случатея какая нибудь. 
7% изъ ожидаемыхъ собымй, и не бол$е. 

По предыдущему обозначен1ю это будетъ 

ить ть — ХФтз-... 

_ Можетьъ случиться, что въ нфкоторыхъ случаяхъ 


и | | 
29®= Гия Чт» Эта = ВЫ 


это будетъ случай, когда событйя всё будуть сходны. 


УГ. Въ П мы нашли взроятность того, что должно случиться 70- 
крайней мъртъ одно событе, а въ У—в$роятноеть того, что должно 
случиться только одно событ!е; вычитая второй результатъ изъ пер- 
ваго, мы найдемъ вЪроятность того, что должны случиться яокрайней 
мърь два события. Тотда опять изъ У мы узнаемъ вфроятность того, 
что случатся только два событя; вычитая это изъ вфроятности того, 
Что случатся покрийней мюръ два события, мы получимъ вЪроятность 
того, что случатся покрайней мъуъ три события; и такъ далфе. 


Разные прим ры. 


1. Если дано _ 
д=Ффузжсе-н4и, у=ажнсе-н4и, 2== з--Фу-+- ди, и=ах-н бус, 
0 б С 
то доказать, что =. Причемъ п едио- 
ыы, Ра 1+6 1+ Та пене АЕ 


лагается, что д, 9, 2, и ве$ не равны между собою. 
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И 9 2 . а 
ОИ ыы ны 6, —= с, то найти соотношене 
у---2 2-5 дну 
д? — ду? | 22 


между С, , СИ показать, что а(1—$6) 5а—с®) (1—аь) 


3. Найти соотношен1е между а, 6, с, если дано 
х @&@ их | 


Бе 9 дуг=абс, 


а афусе 
дну? 2-2 (аб-нас--0с)=0. 


И 
4. Найти соотношеше между а, 6, с, если дано 
у ет ы ее ыР® У — С. 
РАК, д 2 у 22 
5. Исключить 2, у, 2 изъ уравненй_ 
х?(у--2)= аз, у’(х+2) =, 2°(х-ну)= 68; хуе= — абс. 
6. Исключить аи б изъ мине 
ыы | 83 3 
рр -иче-уь 4нй-А 
1. Исключить хиу изъ ан 
о ЖУ=а, 28-93 =063, ае-у= С°. 
8. Исключить х изъ уравнен1й | 
32 “=(=)- 10-8 (=), 32 ВИ Ю--5 (5): 
4% \а 0 \% С \2/. ( 
9. Исключить 2, 9, 2 ИЗ уравнен1й 
а, в (в, 2), 
10. Исключить 5 и у изъ уравненй | 
_ахбу=0, хнуху=0, 2 у*—1=0. 
11. Исключить 5 и у изъ уравненй — 
у*—л =оу— Вх, Алу=одх-нвВу, х*+9*=1. 
12. Если (х+у)*=46?жу, (у 2)*=4а?уе, (г+2)?=40*2х, то 
ож, что а? 0*- с Зафе=1. 
‚ Исключить а изъ ий ВЕ. Ч а 
“1? 9’ а 


14. Исключить 2 и 9 изъ уравнен1й 


4(2°— 92) =ах-н Фу, 2(5—9")=ах— у, бирыкй 


15. Показать, что лишь при услов1и абе--2а/’с' = аа-н56’?-нсв”, 


стбдующя уравнен1я могуть быть совместными: 
а=’, 6= у’, с==2г’, Эа —2’-н гу’, 25' =гд'- 2’, де’ =ду-нух. 
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16. Найти число перестановокъ, которыя можно составить изъ 
буквъ англйскаго слова едхиитайот, беря ихъ по три. 


17. Найти в?Ъроятность того, что одна, двЪф, три карты одной и 
той-же масти лежатъ вмЪетЪ въ колод$ карть, состоящей изъ т мастей, 
по й карть въ какдой масти, означенныхъ нумерами 1, 2, 3... И. 


18. Прямоугольный садъ окруженъ аллеей и раздфленъ на 7” пря- 
ноугольныхъ куртинъ 7—1 аллеями, параллельными двумъ сторонамъ и 
и—1 аллеями, параллельными двумъ другимъ сторонамъ. Найти число 
способовъ, чтобы никакле два изъ нихъ не были во всемъ сходны, 
которыми можно пройти изъ одного угла сада въ другой, такъ чтобы 
пройденное разстоян1е равнялось половин$ периметра прямоугольника. 

19. Если х будетъ правильная дробь, то показать, что 

2 и 2. > — 
15—28 1—5 1—2 “Сы р 1 > 
20. Если х есть правильная дробь, то показать, что 

| 

(1---#)(1—2°)(1 - =). 

21. Исключить 2, 9, 2 изъ уравнен1й 
(#я—9)(у—2)(е—я)=з, (2 у)(у-е)е-а)=9, 

(22?) (уз-н 2?) (ана?) ==, (2-2) =". 

29. Показать, что если аХ-НЬУ-ней=0 и а, Х-- 6, Ук й=0; 

тд$ Х=ах-нал-на, У=фех-х,-0,, Иен -нс,; то 

2 
(6е.— 6, с)?-+ (са — с а)*-н (а. —а 55. 
_ 23. Если а, а,,...щиб,6,,... „будуть два ряда положительныхъ 
чиселъ, расположенные каждый въ НЫ порядк$ ихъ величины, 


—=(1-+2)(1-нх *}(1-=2°)(1-н2°)... 


Х-н У 7*= 


а @. О, И а, 
| 6 6. р, р, к + 


больше, и въ томъ случаф, когда знаменатели б., 6,, ам были- 
бы расположены въ другомъ порядкф подъ числителями а, а,, @з... @». 


24. Если @ меньше 6, то показать, что рядъ, въ которомъ общий 


членъ есть (- вы оны у авенъ логарпиему отъ с у" 
и и 1/ 1 РЁ б 
25. Если 4 меньше 6, то показать, что (=) увеличится отъ 


прибавлен!я одной и той-же величины къ @ и 6. 
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РАЗНЫЯ ЗАЛАЧИ. 


1. Упростить д— [2у-+32—34— (2-9) ]-+24—(уч-З2). 
2. Раздёлить ан (2ас-— 5”) ‘нс’ на ах“ — Фу. 

г. 523-94“ —155—6 
3. Привести ВЪ проетфйний ВИДЪ 78—41 


в бы 3—4 ри 7 За 
ОЖить ——-— —— 

р 5% За тх—-9а’ 

вычесть БОН ИЗЪ = ЛыЕо 
| Меты а— 

А 7—1 
5. Рёшить у ————=1—2. 
- | о 


6. Решить 10%—4у=11, Р 


7. А, проходящий по 8'/, вереты въ часъ, выходить 2'|, часами 
раньше Б, который идетъ по той-же дорог® со скоростью 4*, веретъ 
ВЪ часъ: найти, когда В ветр$тить 4. 


8. Размфнять билетъ во 100 фунтовъ стерлинтовъ на гинеи и по- 
лукроны, чтобы полукронъ было 48 больше чфиъ гиней. Сколько нужно 
взять тёхъ и другихъ? (Фунтъ=20 шиллингамъ, гиея-=21 ШИЛЛИНГЪ, | 
подукрока— —21], ШиЛлИНГа). 


9. Найти квадратный корень изъ а“--2а а. 
„10. шить уравнене ( 1) (32—1)=5- 


11. Еели а=1, 6=&, с=3, =, то найти значене выраженя 
а—[2а—35—1 44—56 —6—(1а—85—96—109} . 
12. Умножить 22-+- (24 + 36)х = 646 на 2 — (Зач 36) 2-69, 


И раздЪлить 1425° — 115 ‘у— 662% — — 72° 495“ - 15у° на 
214—354 — Бу". | 


13. Найти наименьшее кратное для 2^-+556 их ‘6-8. 


14. Вычесть 32252 пзь 282 +18а2- 17а 
| ы 2х-+-4а 12%2--31ах-н90а” 
2 3 


15. Рёшить уравнен!е не: ен ео 
16. Рёшить уравнемя 72—9у=.23, 9%—Ту=51. 


17. Найти, въ какое время между 9 и 10 часами часовая и минут- 
ная стр$лки совпадаютъ? 
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18. А, исполнивши три пятыхъ нфкоторой работы въ 30 дней, при- 
глашаеть къ себ$ на помощь В и выфет% съ нимъ оканчиваетъ работу 
въ 10 дней; найти, во сколько дней каждый изъ нихъ могъ-бы окон- 
чить работу одинъ. | 
19. Найти квадратный корень изъ 422 —1245/-+-92+452—буе--г?. 
3 24 | 
_ 20. Рёшить уравнене — ==]. 
| УР д—1 д—3 


21. Если а=1, 6=29, с, {, — этим найти значен1е выражен1я 
о 
а— [3а—56—7а—9%—116—(13а—156—17е—199)]. — 
22. Унножить х-(3а—25)5—606 на 2+ (36---2а)х—6а6 и. 
раздфлить 2“—567-+15 на 1—4л-н2?. 
_ 238. Найти общ наибольший дфлитель для 2—4, 2+10%7+16 
и 12—Чх—18. 
2—9 427 —1 
4123-31--2“` 9—1’. 
4—1 112—3 32—9 


24. Упростить выражен!е 


о: 2—1 — 32—91 
25. Рёшить уравнен!е 3 а то =28 

| | че у 

26. Рёшить уравнен1я и, 52—3у=6. 


21. НЪФкто идетъ изъ м\фета А въ ифето ВБ, отетоящее отъ пер- 
ваго на 16 верстъ, проходя по 4“/, версты въ часъ; въ то-же время 
_ другой ифшеходъ пдетъ изъ Б въ А, нроходя версту въ 18 минутъ. 
Найти мфето ихъ вотр*чи. 

28. Въ концертной залф взвфстное число посфтителей сидятъ на 
скамьяхъ равной длины; если-бы скамеекъ было десятью больше, то на 
каждой скамейк® могло-бы сидфть однимъ челов$комъ меньше; а если-бы 
скамеекъ было пятью меньше, то на каждой скамейк$ тогда сидфло-бы 
двумя человфками больше. Найти число скамеекъ п число людей, сид$в- 
ШихъЪ на каждой скамейк$. 

29. Найти квадратный корень изъ 25— 42° 62‘ —82“94—42-+4. 


30. Рёшить уравнен!е 112°—114=95. | | 
31. Если «=1, 6=9, с=3, 4=4, то найти значен!е выражен 
Е 
ей 0—4, И (42-35). 
_  бе-аа | 
39. Понножить 0.3-=22 на 0.2—х и найти значене этого произ- 
_ веден1я, когда х=0.1. ”. 
| ‚‘% “— 1151-24 
33. Привести къ простёйшему виду дробь БТ" 
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34. Сложить между собою БО ны И ии. 
|—#’Тнх 1—7 | 
35. Рёшить уравневе (х—3)—3(1—2)3-+8(#—1)*—18 =9—х. 
36. Р$шить уравнене 5у—34==9, 8и—5%=1. — 
_ ЗТ. Сельеый хозяинъ купилъ одинаковое число овецъ двухъ сор- 
товъ: однихъ по 3 рубля за каждую и другихъ по 4 рубля за каждую. 
Если-бы онъ издержалъ свои деньги поровну на овецъ обоего сорта, то. 
онъ имЪлъ-бы двумя овцами больше, ч$иъ теперь. Найти, сколько 
овецъ онъ купилъ? 


38. Сумма въ 1770 рублей ‘равпредёлена между 15 мужчинами, 
_20 женщинами и 30 дЪтьми такиуъ образомъ, что мужчина и ребе- 
нокъ вифстф получили столько, сколько двЪф женщины, а вс$ женщины 
визетЪ получили 600 рублей. Найти, сколько они соотвзтетвенно по- 
тучили! 


2 41 д у 3 


39. Найти квадратный рии ИЗЪ а не Е 
Ра» 2 47—38 
40. РЕшить уравненте о 


_ 41. Если а=1, 6=3, ве=5, 4=7, то найти значен1е выраженй 
мя: рес Уча 
6—4?’ пех 
42, Показать, что 
а(а—х)(а—2х)= 5-49) 
—6(6—4)(3а—26— 2%). 
_ 453. Найти обиий наибольший дфлитель и наименьшее кратное вы- 
ражешй 12°—2“2— А и 2—1]. 
516 16а -+5 
д-бх ^^ деьЗх 
1 4 9 36 
45 Рьлть +1 2—1 32—11 ба. 
46. Рёшить уравнен1я 
2%Зу—8285=0, 1х—4у9+2—8=0, 122—5у—32—10=0. 
47. Найти, сколько ведеръ должно прим шать къ 80 ведрамъ спирта, 


стоющаго 7 р. 50 к. за ведро, чтобы, продавая см$еь по 6 рублей за 
ведро, получить 10 процентовъ прибыли. 


_ 48. Аи В вифст% могутъ исполнить извёстную работу въ 12 дней. 
А и С—въ 15 дней, Ви С—въ 20 дней. Найти, во сколько дней | 
исполнять они ее, работая вс$ вифетф. 


49. Найти квадратный корень изъ а—с-—-8/ (афчны-—ва-—®) 


44. Упроетить выражение — 
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50. РЕшить уравнен1е = а 
| ИЕ: 


5 
4—х | 


51. Упростить выражение 
(а-6--с)(л-нуг)-н (а —в)(ху—г) 
= (6-не—а(уне—ж-н(с-на—6)(2—%). 
анф-н 


@- С 
52. Если $ = — 5 › То Шоказать, что 


($— вн ($—5)3= =(5— а) (з—6)°-+3($—4а)($—6)с. 
53. Найти оби1й наибольшй дфлитель выражен! 
2—9 2у-5х“у Е и 2—3 2х°у--6бх“у ›Зруз+ 5у^. 

2—5 (а—5)? — 

о д—а (1—а)(&—5) 
55. Рашить ани (32—1)+(42—2)*—(52—38)°. 
= уз 923 2у+3 “ 

57. Для извфетной работы нанято трое А, В, С. Черезъ 3 дня 
когда, сдфлана была треть работы, А быль разечитанъ; еще черезъ 4 дня 
разсчитанъ быль В, причемъ въ это время была сдфлана еще дру- 
Гая треть работы; посл этого С оканчиваетъ работу черезъ 5 дней. 
Найти, во сколько дней каждый изъ нихъ могъ бы ИСПОЛНИТЬ Ав 
занимаясь ею одинъ. 

58. Пшеходъ идетъ изъ 4 въ В на разстоян1и а, верстъ впро- 
должети 2 ч. 17'/, минуть и возвращается назадъ, употребивъ 2 ч. 
20 и. Скорость его ходьбы при поднятш на гору, при спуск подъЪ 
гору и по ровной дорот$ воотв$тственно выражается числами | ь, 5 
и 47], версты въ часъ. Найти длину ровной дороги между 

59. Найти кубическй корень изъ 

829—125°+64"—3148364`—9х + 5448—2714 _—21. 
ж+а)(х--тб) (тх-на)(х-5) 

60. РЪШИТЬ уравнен1е (та) —5) —@—адие—®) 

61. Упростить выраженте 

а (ет ие Е 3), 
и вычесть результальъ изъ (х--2)(2—3)(2—-4). | 


22 @’ да 
62. Раздёлить (уг? ) ва авы 
х Я | 


54. Упростить — ыы 


56. Решить — 
#— 
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63. Найти общий наибольш1й дЪлитель выражений 
543—182*у-+114°— 64° и 12—23 ху 692. 
‚ ф-т 2—1) 2(22°— 
64. Упростить выражен1е — а С дне} 
нд д-р АТ" 


д—-2 _ 2-4 0—1 


65. Рфшить о 
66. Ршить ра, 46 ка _у+5 
В ИУ ха УЗ 


67. НЪкто купилъь домъ, причемъ употребилъь на его поправку 4 
процента той суммы, которую за него заплатилъ; затфиъ домъ стоялъ 
безъ употребленля втечен1е года, давъ 5 процентовъ убытка на всю 
свою стоимость. ПослБ этого владфлець дома продалъ ето вновь за 
11920 рублей, получивъ 10 процентовъ на сумиу, заплаченную раньше 
за домъ. Найти, сколько заплатилъ онъ за домъ. 


68. Извфетное р5шенте было принято въ ра большинствомъ 
голосовъ, которое равнялось одной трети числа голосовъ, поданныхъ про- 
тивною стороной; но если-бы изъ того-же числа толосовъ 10 были по- 
ланы противъ, то р5шен!е принято было бы большинствомъ одного голова. 
Найти число голосовъ, поданныхъ за и противъ предложентя. 

69. Рёшить уравнене их—Иа-нН/И (хна—6) =. 

155Х 18 
тт 
71. Если а=2, 6=3, с=6, а=5, то найти значене выражен!я 


Иа розн 6--аДбар46) /«—9а—5). 
12. Показать, что 
2(у—-г2)-ну(2--х)*-нг(х-—у)“—4хуа=(у-нг)(2--х)(1-у). 
73. Найти общ1й наибольший дфлитель выражений | 

548 —194°-552—425 и 41'—152*—385-65. 
_6<(х—а)* са(х— 56)” а6(х— с)” 
те Уиетить Бао)" @-о-—в) с—00—) 
75. Решить уравнеше //}(х— а)? 26-5 =2—а-5. 
76. РЕшить ыы бунаг=бх-нау-нса 
—=0-+ 03-3 —Забс. 


17. ЛиБ ВЫхОДЯТЪ одновременно изъ одного и того-же мфота и 
идутъ въ перегонку по круговому пути. Черезъ полчаса „А прошелъ 
цфлыхь три круга, а Б— четыре съ половиной. Принимая, что каждый 
идетъ равномфрно, найти время ближайшей встрфчи Б съ А. 


70. Р8шить уравнене (2 —2)(% — 3) = 
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78. Въ извЪетный день накрели продавались по извЪстной ПЪН$ за, 
дюжину, а на слёдующиЙ день на полтинникъ можно было купить вдвое 
больше рыбъ, чБиъ сколько дюжинъ ихъ можно было купить раньше 
на 10 рублей; стоимость 20 макрелей, изъ которыхъ десять куплено въ 
_одинъ день, а Десять—въ другой равняется 1 р. 81 к. Найти пЪну 
- одной макрели въ р и другой иг 


79. Если Ру, (аи аз-- ава) (4—/а?-+5°), то показать, что 
2 36л—3а=0. 


(АЗ 


80. Рёшить уравнене (2-82? +162—1) —%=83. 
81. Показать, что (2-+4-+7”)*= 
4( р-на 3ра’)(р-=а-нг)-+ 6927-67: ‘+бр’ Ч 
8" —30°— 3". 
82. Еели Х=ах-нсу- 2, У=осх-нфу-наг, И=бх-нау а, то 
показать, что ХУ’ 7^— У7— ИХ ХУ 
—(а-+б”н с" —бе—са—аб)(-у? +2”—9у2—25—5 у). 
_83. Найти общёй наибольшй дфлитель выражен1й 
712—104 34724’ —4ах-+4ай и 82—13 -н5а’?— Заза“. 


Эр. 3 и 
84. Упростить Е И со 


85. Решить уравнен1е ыы РР яснее 
_ 2-28 д 
86. Рёшить уравненя | 
дуже=а-нб-с, 
ал-нбуннса=бе-нса-наб, 
(6—с)х-н(е—а)у-(а—6)2= 


_87. Настоящее состояще одного желЪфзнодорожнаго общества дало-бы 
дивиденду по 6 процентовъ на пай, если-бы не было никакого преиму- 
щества однимъ паямъ предъ другими. Но такъ какъ 4000000 ‘рублей 
складочнаго капитала, состоятъ изъ паевъ, по которымъ гарантировано 
было 7, годовыхъ процентовъ, то обыкновенные пайщики получаютъ 
только 5 процентовъ. Найти размфръ веего капитала, вложеннаго обык- 
новенными пайшиками. 


88. Дорога между м$стами Аи РБ сперва идетъ въ гору на про- 
тяжени 7’, верстъ, потомъ— по ровному м%сту на протяжен1и 6 верстъ, 
а затфиъ—подъ гору на разстояюи остальныхъ 9 верстъ. П5шеходъ 
ВЪ одинъ день идетъ по направлен1ю изъ 4 въ В впродолжени 3 ч. 
52 мин.; на слфдуюцИй день онъ идетъ назадъ къ А впродолжене 
4 часовъ и проходить тогда половину нути отъ Б, и возвратившись 
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назадъ въ Б ‚ употребляеть еще 3 ч. 55 мин. Найти скорость его ходьбы 
на гору, по ровному м$ету и подъ гору. 


89. Найти значен1е съ 5 десятичными цифрами выражен1я 


_4 
1161-+/ 19360! *. 
а б 
90. РЪшить уравнен!е ——_ о. 
нае дос 
91. Найти при х==5 значене 
ва—[Бу—122—(32—8у)-+22—(1—94—2)]. 
92. Показать, что (у—2)*-+(2—2)*-+(х—9)* 
уве) ау уу) 
> —2 27 #2 *—уг—2х— ду. 
93. Найти обийй наибольший дфлитель выражений 
23+ (5т— 3)? (6%—157т)5—18т? и 
2 (т—3)2“—(2т?-3т)х-н бт. 
94. Показать что 


“у: += 


С 


1 ь с 1 26 5) 
——— +6 Гат мб 
: С с да, а 6 

2 —112+19\ 3(&#—2) 

нь —_—_ 
+х—11 / да 

96. Рфшить уравнен1е 21° -+-2’=3 22, х—а=у—ф==#—6. 

97. Въ кошелькБ заключаются пятачки, гривенники и четвертаки; 
число четвертаковъ. равно числу гривенниковъ, и каждое равно шести- 
кратному числу пятачковъ. Еели всфхъ монетъ 102, то найти, сколько 
въ кошельк$ пятачковъ, гривенниковъ и четвертаковъ. 

98. Н®кто идеть изъ А въ В’ со скоростью 3'|, веретъ въ часъ, и 
изъ Б въ (С—со скоростью 4 верстъ въ часъ; возвращаясь онъ вычи- 
слилъ, что могь-бы пройти это разетоян1е въ то-же время, идя рав- 
номфрно по 3*|, версты въ часъ; но замедливши на 14 минуть въ Б, 
онъ долженъ быль идти ЕъЪ А, дБлая по 4 версты въ Часъ, чтобы 
употребить то-же время. Найти разстоян1е отъ „4 до В и отъ В до 0. 
_ 99. Если Х==ах-неу- фе, У=ех--Фу-наг, й= бх—-ау-н-са, то 
показать, что 

_ № Уз 7—ЗХуй- (2° 53-+с3—3 ас) (2-3 2*— 322). 

100. Р5шить уравнене 2“—2235-+12432=0. 

‚101. Рёшить уравнен1е еее ид 


—а-+ бк С. 


| 95. Р%шить уравнен!е ( — —=0. 
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102. Найти три послёдовательныя числа, произведене которыхъ 
равно пятикратному среднему числу. 


| 
103. Р5шить уравнешя х-у=9, = 
ху 2 
_104. Если х измЪняется пропорц1онально у и 2, и у изифняется 
пропорцлонально 2-+-2; причелъ х=2, когда 2=2, то найти значе- 
Ше 2, когда х=9. 


105. Найти сумиу 18 членовъ ряда на +. 


106. Найти сумму безконечнаго числа членовъ 14—7-+3',—... 


107. Если число сочетанй изъ 2% элементовъ, взятыхъ по я— 1, 
относится къ числу сочетавй изъ 2(и—1) элементовь, взятыхъ по 9%, 
какъ 132 кь 35, то опредлить и. 


108. Показать, что 

т(т— 1 
109. Въ разложенш выраженя (&-+а.-+....-на»)”, еели я будетъ 

число цфлое и положительное, а т больше я, то показать, что коэф- 


фищенть какого нибудь члена, въ котороиъ не вотрфчается величинъ 
(1, @›,... @т больше чфмъ два раза, будетъ |7. 


110. Даны 1052=0.3010300 и 1053=0.4771213; найти цфлыя 
Значен1я, между которыми должно заключаться г, чтобы цфлая часть 
(1.08)? мотла содержать ми цифры. 


= +1)" = 1. 


от 7 2 1—1} 


5 Г 
111. РЕшить на в ане-Б)В — (аж). 
112. Если а и В будуть корни уравнейя а22--5х-+-с—0, то ©0- 


х В 
ставить уравневе, корни котораго были-бы 8 и. 
1 5 
118. Р5шить уравнен1я на 5 ху= 5. 


114. Если х—4: х—-2=х—1: ХЗ, то найти 9. | 

115. Найти сумму девяти членовъ и прогрессии, сред- 
НШ членъ которой есть 18. 

1 | а, 

16. Найти сумму я членовъ ряда ее Ур ту ИЕ 

117. Показать, что число способовъ, которыми можно разифетить 2 
положительныхь и я отрицательныхь знаковъ въ рядъ, такъ чтобы 
никак1е два отрицательные знака не стояли рядомъ, равно числу соче- 
Тан1й изъ я элемента, взятыхъ по п. 
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118. Опредзлить коэффищентъь при 2” въ разложени по восходя- 
(п т 1 2(1— 2)? ь 
А | 

(1—2)? У! 
т и п положительныя пфлыя числа, изъ которыхъ 7% меньшее. 


щимъ стененямъ х выраженя 


119. Опредфлить, будетъ-ли рядъ, въ которомъ 7-ый членъ равенъ 
И (и^—1)—я, сходящимся или расходящимся. 
| 1 1 
0.05 { (1.05) (0.05) \’ 
если дано: [05105 =9.0211893, а 
‚1 1053168894— 6.576214. 


120. Найти значен1е 


1 3 р 
121. Р6шить уравнене ева — 22: = (2 -+32—4). 


122. Найти евоотношене между коэффищентами уравнен1я 
их”-бх--с=0, чтобы одинъ изъ корней былъ вдвсе больше другого. 


= 


. Бы 


ЗИ: 4 { 
123. Решить уравнение И . 
4] 12 Ж-уБ 
124. Разложить 111 на три части, такъ чтобы произведеня каждой 
пары были-бы пропорщональны числамъ 4, Би б6. 


125. Найти число членовъ ариеметической протресел, которой пер- 
вый членъ, суима и разность даны; найти, как1я услов1я должны су- 
ществовать, чтобы было два такихъ числа. 


126. Найти сумму величинъ обратныхъ % членовъ геометрической 
прогрессли, которой первый членъ есть а, а разность т. 


127. Показать, что число способовъ, которыми можно раздЪлить 
ти предиетовъ между % лицами, такъ чтобы каждое лицо марин 


тт 
й ИЗЪ НИХЪ, ровно Е 


ит’ 
1 
128. Показать, что коэффиценть при 4” ° въ разложени 


(1-2) 


(1—2) ыы 2”-8 1 (и-н2и) (ино -2)--п}, гдф х или 0, или ка- 
кое нибудь ц%лое положительное число. 


129. Найти коэффищенть при 2“ въ разложенш выражения 
(1-52 2—8 2+3). 
Е: 33 43 
130. Показать, что 1 — 1" р 4“ .. —0е. 
181.Рёшить /(4*—82+15)-1/(2222—15)=И (4х "187 18). 
132. Численно больш!й корень рАнавиы ал?—фл-с=0 имфеть 
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ТОТЪ-Же знакъ, какъ 5 а численно меньш1й корень-—тотъ-же знакъ, 
р. 
какЪъ —. 

| С. 


183. шить уравнен1я: д Е ЗЬНЕ пе 3, | 


ИАН?” а? с". 
134. Два лица Аи В раздфлили поровну нфкоторую унму денегъ, 
состоявшую изъ четвертаковъ, гривенниковъ и пятачковъ, причемъ 
цфнности сумиъ, составленныхъ изъ одинаковыхъ монетъ, находились 
ВЪ отношени чиселъ 15, 4 и 1. Оказалось, что каждый получилъ по 


60 монетъ, но у 4 было двумя четвертаками больше, чнЪ. у Б. 
(предёлить сумму денегъ и число монетъь у каждаго. 


135. Въ арпеметической прогресс р-ый членъ есть я а Ч-ый 


2 а. | 29-1. 
членъ есть р’ показать, что сумма ру членовъ есть о . 


136. Если а, 6, с составляютъ ариеметическую прогресс!ю, & а, 
ту са 
В, /—гармоническую прогресс1ю и если та ве то показать, что 


а, ОВ, су составятъ геометрическую прогресею. 


137. Найти число словъ, начинающихся и кончающихея согласной 


буквой, как1я можно составить изъ буквъ слова едианоп. 
138. Если @, будетъ хоэффищенть при 2’ въ разложении выраже- 
- 27 2 (—1)" |2” | 
ня (1-н%)“”, то показать, что а — в а, — а.’ К 


189. Опредлить, сходящёйся или расходящуйся будетъ ионов 


рядъ: ем ВИЧ: 9: 9 
И ИЗ И4. 
2 у 
‘140. Если у= аи .› То показать, что Е ны 


141. Рёшить уравнене (х—3)*+32—22=/ (2°—82-+1). 


142. Н%которое число солдатъ, явившихся на смотръ, было таково, 
что всф они могли составить изъ себя плотный квадратъ (карэ), & также 
могли бы составить четыре пустыхъ внутри квадрата, вставъ въ рядъ, 
причемъ во фронт каждаго квадрата будеть 24 челов$ками больше, . 
_Ч$иъ при плотномъ квадрат$. Найти все число солдатъ. 

143. Рёшить уравнен1я 62“—у—129*==0, ит 


Алтебра, | 31 
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144. Если скорость пофздовъ желфзной дороги равна 30 верстамъ 
ВЪ Часъ, то оказывается, что при этомъ только покрываются расходы. 
Если скорость больше 30 веретъ въ часъ, то возрастане прихода ока- 
зывается пропорщональнымь возрастаню скорости движен1я, между 
т$мъ какъ возрастане цфнности затратъ по движен1ю пропорцтонально 
квадрату возрастантя скорости, и при скорости въ 60 верстъ въ часъ 
опять какъ-разъ только покрываются расходы. Найти скорость, при ко- 
торой выгоды дороги наибольния. 


145. Показать, что число ро-+10р,-+102р,-+....-+10%р, длится 
на 13, если длится на него сл$дующее выражене— 


Ро РР; Рь —.. (Ра —...)—4(ф, — р. —.....). 
146. Вели 3 есть сумма нечетнаго числа членовъ геометрической 
прогресс1и и $ сумма ряда, который получится, когда знаки четныхъ 


членовъ будутъ перемзнены на ‚обратные, то показать, что сумма квад- 
ратовъ этихъ членовъ равна 55. 


147. ели я прямыхъ лин!й, находящихся на плоскости, лежатъ 
такъ, что никав!я три изъ нихъ не пересфкаются въ одной точк%, то 
число многоугольниковъ съ и сторонами, которые можно составить, беря 
по одному отрёзку отъ каждой прямой, равно 411. 

| 1 1 д1 Е 
148. Показать, что 2“, 48, 816, 1632...=9. 


149. Найти коэффищентъ при 2“ въ разложен1и выраженя 
(152—232 —)°. 


150. Показать, что если логариемы ® величинъ, взятыхъ при й. 
основан1яхъ, составляющихь между собою геометрическую прогресою, _ 
вс$ будутъ равны между собою, то они будуть также равны логариему 
отношен1я какой-либо одной изъ этихъ величинъ къ величин$, ей пред- 
шествующей, взятому при основан1и, равномъ знаменателю прогресеи. 


2(34—4) 9(#—1) 2(32—2)__ 3(#—2) 
оо бо УРА, об ил а 
22-1 эд—н1 2+8 2—1. 
152. Показать, что если квадратное уравнен1е удовлетворяется 60- 
лье чЪмъ двумя значенями неизвфстной величины, то это уравнене 


весть тожество. Приложить это свойство къ доказательству тожества ЛЗ - 
дующаго выраженя: 


ое ео) Моде) с (#—а) (1—0) 
(@—)(а—9 060—909 69 | 


_ 153. Рёшить уравненя +), 6 (у) 1 


151. Рёшить уравнен1е 


154. Бронза содержитъ 91 о мЪди, 6- цинка и 3 — олова. 
Ч которое количество ея было сплавлено съ колокольнымъ металломЪ 
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(содержащимъ только ифдь и олово), причемъ оказалось, что сплавъ со- 
держитъ въ 100 частяхъ 88 частей м5ди, 4.875 цинка и.7.125 олова. 
Найти пропорцю м$ди и олова въ колокольномъ металлф. 


155. Показать, что сумма произведен!й первыхъ и натуральныхъ 
(и—1)"(и-+1)(3я—2) 
24 


156. Взято четыре числа, изъ которыхъ первыя три составляютъ 
теометрическую прогрессю, а три посл$дн1я —гармоническую прогрес- 
сю; зат$иъ взято еще четыре числа, изъ которыхъ три первыя. со- 
ставляютъ гармоническую прогресс1ю, а послёдн1я три— геометрическую; 
показать, что если первыя два числа будуть одни и т$-же вь обоихъ 
случаяхъ, то послёднее изъ чиселъ перваго ряда будетъ меньше, чёмъ 
послфднее изъ чиселъ второго ряда. хм 


чиселъ, взятыхъ по два, равна 


157. Найти число различныхъ размфщевн!й, которыя можно сдлать 
изЗЪ семи брусковъ, окрашенныхъ въ каждый изъ 7Т призматическихъ 
цвфтовъ, такъ чтобы голубой и зеленый никогда не приходились ря- 
ДОМЪ. > 


158. Если (5/2 7)т=и-на, г т и и цфлыя положительныя 
числа и меньше единицы, то показать, что «(и-на)=1, при т— 
нечетномъ. г. 


159. Найти коэффищентъь при 2‘ въ разложени выражентя 
3 


[| 1-—2--За—4-...) ы 


160. Если все число родившихся въ извфетный м$сяць составляетъ 
185 Часть всего населен!я при начал иЪфсяца, а число умершихъ равно 
606 части того-же числа, то найти, во сколько мфсяцевъ населен1е 
удвоится. | 

Дано: 10952—0.3010300, 1058=0.4771213, 10571=0.8450980. 

161. Рёшить уравнене 2“-+1=2(1-5)". о 

162. Аи В 65гутъ въ перегонку по кругу въ три версты длиною. 
Зь первый разъ В достигаеть выигрышнаго столба 2 минутами раньше 
А. При второмъ круг А увеличиваеть быстроту своего бЪга на 3 вер- 
сты въ часъ, & Б настолько-же уменьшаетъ, и тогда А достигаетъ 
столба 2 минутами раньше В. Найти, съ какою скоростью оз жалъ каж- 
дый изъ нихъ, дфлая первый кругъ. 
д—3у—5 У, 
д 91 Уф 
(х--2)*-+ (у-+2л)*=5(2-у)-—4ч9. 


9 


163. Р»шить уравнен1я 


—.. 


2-1 ов ду 


164. Р$шить уравнен1е 
г. а * 
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_ 165. Показать, что число ро--10р,+10°р,-+...+10"р, дВлится 
на 101, если длится на 101 слБдующее выражен1е 


‘$ Рон 0р,— (р,-+1 Ор.)-+(р.-+10р,)—... 


166. Если а, 6, с будуть три величины такого рода, что © есть 
среднее ариометическое между бис, ас среднее тармоническое между 
аи 6, то показать, что 6 есть среднее геометрическое между исп 
сравнить между собою. и, 6, с. 


167. На плоскости расположено т прямыхъ лв, которыя вс* 
проходатъ чрезъ данную точку, » другихъ прямыхъ, тоже проходящихъ 
вс чрезъ другую данную точку и наконецъ еще р прямыхъ, проходя- 
_щихъ чрезъ третью данную точку; предполагая, что никакя другя 

три лини не пересфкаются въ одной точкф, найти число треугольни- 
КОВЪ, образованныхъ перес$чен1емъ.этихъ прямыхъ лин]й. 


168. Если @ и=и—(и—1)и+ (2) ыы — ("— 3) ре ее 
до” членовъ, то показать, что @, 1 а,—,, вели 7 меньше п—1, 
а,=0, если 7 больше я—1, и Байны } 


169. Найти кооффиенть при 22° въ разложении выражен1я 
(1-+-22— 322— а 
170. Данъ 105 ,2=0.30103, найти 10°,.50. 


-4 А 
171. вы уравнение д ны) 


172. оли о ив суть корни квадратнаго уравнен!я ал; ине, 
то составить уравнен!е, корни котораго были-бы («+ В)? п (а— В)”. 


173. Рёшить уравнен1я  8/(2?—9*)=х-н9у, 
9’ уу д==22°2хуну--506. 


174. Аи В. нанались сжать поле въ 12 дней. Промежутки вре- 
мени, въ которые каждый изъ нихъ отдЪльно могъ-бы сжать десятину, 
относятся другъ къ другу какъ 2 къ 3. Черезъ 6 дней они нашли, 
что не могутъ окончить работы въ услорленное время и пригласили въ 
себф С, съ помощью котораго и кончили работу во-время. Время, въ 
которое Ли С вмфств могутъь сжать поле, относится къ времени, въ 
которое могутъ сдзлать то-же Би С, казъ 7 къ 8. Найти, во сколько 
дней было-бы сжато поле, если-бы С работалъ съ самаго начала. 


175. У торговца имфется восемь гирь: двф фунтовыхъ, дв пяти- 
фунтовыть, ДВ по 25 фунт, каждая и двф по 125 фунтовъ каждая. 
Показать, что пользуясь обЪими чашками вЪсовъ, онъ можеть отвъсить 
всякое цАлое число фунтовъ отъ 1 до 312. 
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176. Найти четыре числа, составляющ!я теометрическую прогрес- 
©ю, чтобы ихъ суина равнялась 15, а сумиа ихъ. мау была- 
бы 85. 


177. Изъь 2п челов$къ, которымъ нредстоитъ ть о-ровну По 
00% стороны стола по его длинф, р человфкъ стоворилось сидфть на 
одной сторонз, а 4—на другой. Найти, сколькиии способаии это можно 
сдзлать. 


178. Показать, что коэффищенть при 2°” въ разложенл выражен1я 
(9а*—бах-4”)-1 есть 23”(3а)—*”—*". 


1719. оказать, что рядъ ини... +. . будетъ ‘сходя- 
1 


щимся, если, начиная съ изв етнаго члена, значене (м„)” постоянно 
остается меньше вЪФкоторой опредзленной величины, которая сама 
меньше единицы, и будетъ расходящимся, если это значенте бдеть. ве 
пли больше единицы. | ИХ 
] ] 1 у 
2(и+1) 2.31) 3. 4(и--1} ода 


1\” | 1 \7 
= 105(1-= =) ‚ Слфдовательно показать, что (1+) возрастаеть 


180. Показать, что 1— 


виЪетВ съ п. О 

181. Рёшить уравнен1е 9%`-+42^ =1-122". 
_ 189. Три лица А, Ви С, л$та которыхъ оть рожден1я — состав- 
ляють геометрическую прогрессю, дБлятъ. между собою н$которую сумму 
денегь пропорц1онально лфтамъ каждаго. Черезь 5 лфть посл того, 
когда лёта С сдфлались вдвое больше чёиъ лёта А, они вновь разд$- 
лили ту-же сумму; теперь 4 получилъ на 115 рублей больше, `чЪмЪ. 
прежде, а Б—на 25 рублей больше прежняго. Найти сумму денег, 
которая дфлилась между ними въ оба раза. 

2 \4 61 т 

183. шить (= ид т —4 18 
| ИС ВВ 


184. Если х=6су-нбг, у=аг-сх, рнох-Нау, то показать, что 
х у) р. 


етиикаь Чит кхпииииретьнимышшьнь ^^" т”. БыЕЕниныЯ редирект 


И(—а) г иа—) Га—®_ 


найти соотношен1е между а, би с. 


185. Показать, что въ девятиричной системв счисления . каждое ЧИ- 
сло, представляющее точный кубъ, должно оканчиваться 0, 1 или 8. 

186. Найти сумму произведен1й, как1я можно составить, перемножая 
между собою каюе нибудь три члена безконечной геометрической про- 
тресс1и; и показать, что если эта сумма будетъь одна треть суммы ку- 
бовъ этихъ членовъ, то знаменатель прогресйи равенъ 2 


486. _  ‚ РАЗНЫЯ ЗАДАЧИ, 


187. Одинъ сосудъ содержитъ 4 ведеръь вина, а другой—б ведеръ 
воды, изъ каждато изъ нихъ отлито по с ведеръ, и отлитое изъ перваго 
влито во второй, а отлитое изъ второго вылито въ первый; такое пере- 
ливан!е повторено было 7 разъ; показать, что количество вина во вто- 


аб 
ромъ. Ая будетъ 25а —1"), гдЪ р=1—— 
188. ыы два разложеня выражения и показать, что 
о вые -Зи-—- (3и—1)(8и—2) (3и—2)(3и—3)(3и—4) 
[2 
(вии, _ 
|4 я ее 


гв 7 н% которое цфлое положительное число, и что рядъ прерывается на 
_ первомъ исчезающемъ член$. 


189. ОпредЪлить, ен слфдующй рядъ сходящимея или рас- 
_ ходящимся 


1 +-и- А т 3-4+-- ет 


2 5% 5* 


190. Если 105- и разложенъ въ рядъ по степе- 


тр + 

: р 3 1 
нямЪ 4, то показать, что коэффищенть при 4” есть > ИЛИ 
смотря по тому, будетъ-ли 7 четное или нечетное. 


191. Рёшить уравнене (1-н2”)*=2ах( 1—4). 


192. Показать, что если х, 9, 2 дфйствительныя: количества, то 
2 (2—9) (1—2) +" (у—2 Ой И у) не можеть быть 
отрицательнымъ. 

193. РЬшить уравнешя 2°-+у+1=и’ху—а7у, 2у(и2—У) 
—=2%—п\У. 


194. Показать, что уравнен1я ал-+Фу--се=0 и ад? Ву? сг?=0 
удовлетворяются, если принять, что таит ь 


ао ба. аш ее ое -ь. ДВ 
— фо ]1-+а% 1-н- аб?’ : 


а-ф-ненафе'=0. 
195. ВЬ ст. 458 выведена ариеметическая прогресс1я, которой пер- 
| у, 


| [, | 
вый членъ равенъ а ба та и разность показать, что если 


24 29 
она будетъ расположена по группаиъ, содержащикь 4 членовъ каждая, 
то т-я группа будетъ равна 7-ому члену ариометической прогресс, 
первый членъ у которой а и разность 6. 


—5° 
Ч 
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196. Первый членъ извстнаго ряда есть второй членъ 0, а каж- 
_дый слёдующ1й членъ есть средн!й ариеметическ!й между двумя пред- 
шествующими членами; показать, что 7-ый членъ будетъ 


=Ф—а) (1) | а. 


197. Если будутъ составлены вв перестановки изъ и буквъ а, 

6, с, ...(, въ каждую изъ которыхъ входатъ всф буквы, и изъ ка- 

кой " НбУДЬ одной перестановки @а0с....( будетъ составлена дробь 
1. 


бы ОТ, 90 ба 


_ 1 
кихъ дробей будетъ равна у 
198. Показать, что | 


ах: ео й д2-—- Ч равняется 
ака И ., Бе е®. 7” : ..1 


199. `Опредёлить, бдеть еходящинся или расходящимся: слёдую- 


шй урядъ: (=.-—) ИЕ, ра 
мл. К 8/4 4 
_ 200. Если я есть нЪкоторое А положительное число, то найти 
значене выражен!я 1) ь 
п, И— п-+з__ 

Па и. 

201. Перемножить (1—2)(1—а: (1—3) (1 2) —2°); и найти 
видъ ряда до х’”, при безконечномъ числ$ множителей. 


п З—и(и— 


202. Показать, что 
(2—2) 9-4 (67-62) (6—7 } 
(а—6)3-+(6— с) (в— а)? 
203. Показать, что капиталъ, при сложныхь процентахъ по 4 въ 
‚ годъ, увеличится въ 5 разъ втечен!е столёт1я. Дано 1052 ==0. 301030 И 
10513 =1.113948. | 
2. Е 1 ] 


204. Показать, что ИР р*-+-4р— Ре р+ в у- И 


205. Найти, СКОЛЬкИМи способами можно Вавопть 2240 фунтовъ 
гирями въ 9 фунтовъ и 14 фунтовъ. 


2 
06. Если (1 о —22+ 
НЯМЪ 2, ТО найти И членъ. 


—<@-+ 6-е) (са). 


2 | 


2) разложено по восходящимъ степе- 
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207. исли п цфлое положительное число и х положительная пра- 
—а"т 1—2” 
ВилЬНая дробь, то показать, что -——^ меньше 
9—1 | 
208. Показать, что 2“—473-5%° —9п дфлится на 12 при всякихъ 
значен1яхъ 7 ОЛЬШИХЪ 2 \“ 


209. Изъ кошелька содержащаго 10 жетоновъ, изъ которыхъ три от- 
у чены, нужно вынуть 5; вынимающ!й получить 60 копфекъ, если 
при выниман1и вс% три ам ченные жетоны выйдутъ виЪетЪ. Найти 
величину его ожиданя. 
210. Опредфлить, будетъ-ли одующий: рядъ Я сходящимся или рас- 
2.8 
ходящимся: |. 
| 2233 44 


211. Если квадратъ суммы 7 дфйствительныхь величинъ равенъ 


2 г. | | 
„1 кратной суми$ ихъ произведен1й, взятыхъ по два, то воф эти. 


величины равны каждая каждой. 


_ 91 _. Показать, что | а, 
- ===] | .( не а а и 5:1 


| 213. Если челов къ, имфющИй 48 т ОТЪ роду, можеть пр1обр$сти 
за 18128 рублей право на ежегодный пожизненный доходъ въ 1500 р.,. 
причемъ величина процента равна 5, то опредфлить за какую величину 
принимается ожидан1е продолжительности его жизни въ возраст$ 48 лЪть. 
Даны: 1052 = 0.3010300, 1058 =0 4711213, 1057 = 0.8450980, 
|051. 1872 — 0. 0745239. 


р, (ИБ 
14. сли а означаеть 7- ную подходящую дробь КЪ о 10 
показать, что 
РВ; +В. +... "Ри Ри Р., Ч ЕР... 92,— = 4— Ч. 
215. Найти правильныя дроби, удовлетворяющ1я услов!ю, чтобы 
сумма пятикратнаго числителя и одиннадцатикратнаго знаменателя 
равнялась 1031. 


216. Показать, что если я , будет ивлое положительное число, а 
таково, что ни одинъ знаменатель не обращается въ нуль, то 
1 ю 1 1(и—1) 1 (—1)" 
—— = ди — — 


+1 15-2 1.2 1—3 7 27-1 


| (2—-1)(#--2)....(ени-н?) 
217. Если р будетъ положительная правильная дробь, аи 6 
положительныя величины, то показать, что («-- В)Рой-? меньше а-н+.р6. 
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218. Если 3, или 5, или 7, или 9 будутъ возвышены въ н%кото- 
рую степень, то показать, что цифра десятковъ. всегда, будетъ четною; 
равнымъ образомъ показать, что когда 6 будеть возвышено въ н$ко- 
торую степень, то цифра десатковъ всегда будетъ нечетною. 


219. Въ кошл$ имфетея три шара, причемъ неизвфетно, сколько 
изъ нихъ черныхъ. Н®кто вынимаетъ изъ кошля одияъ шаръ и кладетъ 
_ его обратно, дзлая это три раза; если каждый разъ вынимался черный 
шаръ, то найти вфроятность того, что вс$ шары въ мфшк$ черные. 


| ]. | — 

220. Если 2% = У- ут бу+..? То показать, что = *а— В 
са? ба’? а — с? 

221. Если И РР — 1, то показать, 


_ что дв изъ трехъ дробей въ лЪвой части рии должны быть р 
ны |, а остальная равна — 1. 


222. Р®шить у2—н-27-н41 аа аи 


223. Если срочными уплатами втечене р лЪтъ можно пр1обр$сть 
право на ежегодный доходъ за извфстное число лфтъ, а уплатами впро- 
должене о лЪтъ— право на доходъ за вдвое большее число лётъ, то 
_ Найти величину процента. | 


224. Обратить И) въ непрерывную дробь. 


225. Разложить 22°—2117 у—119 “—7-+-34у—3 на ращуональные 
иножители первой степени. 


226. Показать. что возвратный рядъ, законъ составлен1я котораго 
1—71—05", будетъ еходящимея пли расходящимся, смотря по тому, 
будетъ-ли 1х численно меньше или больше, чфмъ численно меньпий ко- 
рень уравнен1я 1—17%—405°=0, приченъ предполагается, что корни 
дфйствительные. 


227. `Показать, что если вс% буквы означаютъ положительныя ве- 
личины Ир, 0, Р:..: И @,, @., а; ... ТЗ и друйя расположены въ 
восходащемъ порядк$ ихъ величинъ, или въ нисходящемъ, то. 

ра”... Ра а-на,-+...на \* 

р. +Рр,-+=-.- ЕР, И) 

228. Если а*+0*=с1, иа, 6, с цфлыя числа, то показать, что 
одно изъ нихъ дБлится на 6. | 

229. Написано наудату число изъ и „ цафрь; показать, что каково 


бы ни было значен!е я, лишь бы только оно было дано, в$роятность 


того, что число это будетъ кратнымь 9, равняется & 


230. Если п н$которое положительное число, то показать, Что ‚би 
жайшее ц%лое, превышающее (3-н|/ 5)”, дЪлитСя на 2%. 


больше, чёиъ ( 


490 РАЗНЫЯ ЗАДАЧИ. 


231. Еели два выражен1я 23 рать, и 2-х ‘но - = 


имфютъ одинаковый множитель второй степени, то 
и у а 
о ИИ ИН 


р-р 4—4 рее | 
232. Въ предыдущемъ пранзрё показать, что третьи множители 
Фр а 


будутъ соотв ттВенно Ши и т ый и что квадратный 
| | ! 
== Л 
множитель будетъ РТ на ан 
рр Р-Р 


233. По таблицамъ смертности Карлиля стоимость пожизненной 
ренты въ 1000 рублей ежегодно для лица, которому теперь 21 годъ, 
равняется 21500 рублей, считая по 3 процента. Если изъ 10 родив- 
шихся 6 достигаютъ возраста въ 21 годъ, то найти, какую сумму нужно 
заплатить тотчасъ при рожденш ребенка, чтобы обезпечить ему доходъ 
вЪ 1000 рублей ежегодно по достижен1и имъ 21 года, причемъ вкладъ не 
возвращается обратно въ р смерги дитяти. Даны: 10543 ==1.63847, 
_1052=0.30103, 105103=2.01284, 1051155=3.0628. — 


Й) В 
294. Обратить И(«—“) въ непрерывную дробь, если 2 больше 
единицы. | 


235. Число состоитъ изъ двухъ цифръ; если перемфнить ихъ по- 
рядокъ, то число сдфлается на единицу меньше его половины. Найти 
это число. 


236. Показать, что если 2 положительное цфлое число и х таково, 
что ни одинъ знаменатель не уничтожается, то 


1 в. и(и—1)_ 
11 (2—1) (&- 2) (ть 1)(х—-2)(х--3) 
_ (09 ___1 
_ (а 1)(х—2)... (яп 1. дп—1 


я+1 и—1 
237. Показать, что х”—1 больше и\х * —х * ) если ® нзко- 


торое ц%лое положительное число и д —положительная величина боль- 
шая единицы. 


238. Показать, что въ послёдовательныхъ степеняхъ 4 цифра де- 
сятковъ будетъ поперем$нно четная и нечетная; показать также, что ВЪ 
послвдовательныхъ степеняхъ 2 и 8 будуть встрёчаться поперемённо | 
двз четныхъь и дв$ нечетныхь цифры. — 


239. Берется какое попало число между 2и9 включительно и в0з- 
водится въ какую нибудь высокую степень; показать, что оба 
того, что цифра на мфот% ХоСятковъ будетъ нечетная, равняется... 
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240. Опредлить, будетъ-ли сходящиися или расходащимея рядъ, 

Нин 
(п--1)(п-+2)(и--з)` 

241. Рядъ 9, 6,, а, 6, ... составленъ слфдующимъ образомъ: 
а, есть среднее ариеметическое между а, и 6,1, &а 6, есть среднее 
гармоническое между 6, иа,_,. Показать, что аб, =а16.. 

242. Показать, что сл$дующ1я уравнен1я будутъ или несови$етвы, 
или недостаточны для опред$лен1я значен1й х, 9, 2 | 
’—а? = Жу— уг, 4—6 =ду-уг—ех, 2—6 =уенах—9у. 

243. НЪкто начинаетъ проживать капиталь, приносящ1й ему 4% 
тодовыхъ при сложныхъ процентахъ. Ежегодно онъ издерживаетъ сумму, 
равную удвоенной прибыли съ первоначальнаго капитала. Найти, 
во сколько лЪть онъ проживеть все. Дано 1002 =0. 3010300, 
10613=1.1139481. 


244. Обратить И(«-—- в 


котораго я-ый членъ есть 


я 
въ непрерывную кровь. , 


245. Хозяинъ издержалъ ты рублей на покупку овецъ, платя за, 
каждую по 15 рублей, и телять, платя за каждаго по 50 рублей. 
Найти, сколько овецъ ‘и телятъ онъ купилъ. 


246. Сравнивая коэффищенты при разныхь степеняхь 5, пока- 
зать, что 


1 в 

Ок | —/ й ее В ес 1 ПС И РИН Е 1—2. Ем 
= "_ р дне = если д цлое о 
_ тп 1т—_п+1 19  т—п-9 ^^ цв 


ложительное число, & 7 таково, что ни одинъ знаменатель. не уничто- 
жается. 

247. Если всф п _буквъ а, 6, с, ... Е означаютъ положительныя 
величины, то показать, что пара фе еР- +. .- РТТ) больше, 
ч$мъ (аб ЕР--...-Н АР) (а 99+ 1+... 1). | 

248. Если п будетъ первоначальное число и М№— число, не дфля- 
щееся на 7, то показаль, что \№"— 1 дфлитея на я’, причемъ буквой 
т означено м— я’ м 

249..Въ ящик$ лежатъ три банковыхъ билета, и извфетно, что 
билеты эти могутъ быть въ 50, въ 100 и въ 200 рублей, а другихъ 
тамъ нзтъ.Былъ вынутъ одинъ билетъ и оказался 50-рублевымъ; онъ 
положенъ обратно. Опредфлить величину ожидан1я при слёдующемъ 
выНИмании. 

250. Приложить способъ синтетическато дфленя къ раздЪленю 
2+32’—125-—4 на 2*—41-+12 до члена, содержащаго х_*, и дать 
остатокъ. 
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251. Р#шить 2ух=ху- у” —4у-+4, лу 1=35—52 43. 


252. Даны два числа а п 6; требуется найти  промежуточныхъ 
чиселъ: @/, @,, ... @, такихъ, чтобы а —а, а.— а, а.—а, ... 6-—а. 
могли составить  приеметическую прогресс1ю съ разностью 4. "Найти 
также предфлы, между которыми должно заключаться (4. 


253. Когда сторублевые 3% билеты стоили 88 р., внесена была 
суима въ 100 рублей для вЗчной выдачи ежегоднаго дохода въ 3 рубля 
п еще другого ежегоднаго дохода, продолжающагося 30 лётъ. Предпо- 
лагая, что цЪнность денегь устанавливается ц$нностью 3-хъ процент- 
ныхь 100-рублевыхъ билетовъ, найти величину этого 30-лЪтняго 
ежегоднаго дохода. Дано: 1091. 1 = 0.04139, 1051.3 = 0,11394, 
1082 = 0.30103, 10871=0.84510, 1053.658=0.56320. 


Эт № 
954. Веди 27, Ра Рин будуть три послёдовательныя подхо- 
ЕЕ. Ч», Чиа 


дяш!я дроби, приближающ1яся къ | (4*-+1), то показать, что 
2(9?-1) =: 2Рь= Чи—1-НЧди-у- 1. 

255. Мальчикъ истратилъ 48 копфекъ на покупку яблоковъ, грушъ 
и персиковъ; яблоки пподавались за пятокъ по 4 коп., груши—по 4 коп.. 
каждая, а персики— по 8 коп. за штуку; всего онъ купилъ 12 штукъ 
плодовъ. Сколько было яблоковъ, грушъ и перзиковъ? 


анбх 
@- (1) 


нямъ 7х, то показать; что коэффищенть при 2” будеть 
а-- фе— (ав 6)с*" т" 
с"(1—с*) “ 


| в | й п 
251. Ноказать, что 12 меньше чё мъ ВОИНЫ 


256. Если дробь будетъ разложена по степе- 


И ЧТО 


| &, 1 
3 меньше ч%мъ И | 


258. Если п будетъь первоначальное число, а М№— число, не д%ля- 
щееся на 7, то показать, что №т--] Или №М"—1 будетъ ДЯиТЬСя 


1—1] 
‘на 72; здфеь буквой 7 означено для краткости ——— д ню ) 


259. Взятое на удачу число возвышено въ квадратъ. Показать, 
что одинаково вЗроятно, что цифра единицъ будетъ четной или нечет- 
ной, что можно ставить 4 противъ 1, что цифра десятковъ будеть 
‘четнымъ числомъ и что можно ставить 59 противъ 41, что слздую- 
щая высшая: цифра будетъ четная. 
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и —сл я в 4)... 
число множителей будетъ безконечно, & с от меньше единицы, то пока- 
(1-+1)(1-=6) (1-0). (1-+2—1) 
ИХ —6) (1—6) (1—6°)...(1— в”): 
061. Если © и 8 означаютъ кории уравнен1я 92° 0х--с=0, то 
найти значене ©“-н- 28+ В“. 


260. Когда въ разложени выраженя 


зать, что кооффищенть при д’ будетъ с” 


262. Если. т-ый тленъ ряда, представляющаго гармоническую про- 


тя 
гресстю, будетъ #, а 7-ый: членъ будеть 1, то 7-ый членъ ое ных 
7 


263. Первый членъ извЪстнато. ряда есть а, вгорой членъ ето , 
а каждый сл5дующ1й членъ есть средйй геометрический между двумя 
предшествующими; поазать, что по м5ръ возрастания п, Я- ый членъ 


стремится къ величин® й (а6°). 
; а. * ! . ; > # % . 
264. Если р будетъ правильная дробь, то показать, что она мс- 


жетъ быть выражена такимъ образомъ: 
@ 1 1 
—=—-н 


—=— Е ин 
6 1, 9,49. 4,1920 _ 9:9... Ч» 
цфлыя положительныя числа. Взять наприиЪръ дробь т. 


265. Д1аметры двухъ монетъ равняются соотвётственно 0.81 п 
0.666 дюйма; найти наименьшее число монетъ, которыя можно помз- 
стить въ рядъ длиною въ 9 футовъ. Найти также наименьшую сумму, 

_ которую можетъ представлять такой рядъ, предполагая, что больш я- 
монеты вдвое цфннфе меньшихе. 


266. Показать, что разность между какими нибудь двумя послЪ- 
довательными нечетными подходящими  дробями, приближающимися къ 
И (а*--Т), веть дробь, числитель которой длится на 2а. 


267. Въ геометрической прогресс, въ которой всЪ члены положи-. 
тельные, среднее ариехетическое крайнихъ членовъ больше средняго 
&ринометическаго везхъ членовъ. | 


268. Исли а’ 6*=с?, причемъ а, 6, с `двлыя числа, то показать, 
что афс дфлится на 60 п что если а первоначальное число большее 5; 
то 6 дБлитея на 12. 


269. Въ м5шк$ заключается я билетовъ съ нумерами 1,2, 3... 
НФкто вынимаетъ на удачу два билета съ условемъ получить ны 
рублей, сколько еДдиницЪ ВЪ произведени вывувшихся нумеровъ; найти 
величину его ожидан1я. 


‚ ГДЗ 01, 42,... Чл 
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270. Если А предетавляетъ первоначальный капиталъ, вносимый 
для того, чтобъ обезпечить извфетному лицу пожизненный ежегодный 
доходъ въ 1 рубль, то показать, что для получен1я этимъ лицомъ Р 
рублей ежегоднаго дохода до его смерти, нужно внести тотчасъ и дфлать 


ежегодно впроодолжен1е его жизни : Е 6 $ Впоедстав 
это Год род ни — 1 дРУбя. 14 предст 


ляеть то, во что обратится 1 р. по пстечени года. 
21, Валя 2-22) Иечни-у) вену) 
1055 _ 1054 1052 
что. о фа = у. 
212. Ршить |/ (2-42) (у? 52)-Н/ (22-5) (-на ")=(а-=5 


ду==а-+ д. 


‚ То показать, 


273. Найти рядъ квадратныхъ чиселъ, которыя по раздёлени ихъ 
на 7 давали-бы остатокъ 4. 


214. Еели г. будетъ и-ая подходящая дрэбь, приближающаяся къ 


у(а’-1), то показать, что 

вт --Иуч-а--у ет 

Чл (а-/ а 1)"—(а—И (а@-н1) 
17—27 


215. Разложить (832—102) въ рядь по восходящимъ сте- 


пенямъ ©. | 
276. Найти законъ составленля каждаго изъ сл5дующихь рядовъ 
1-+42-+1852-+802'+3562“-+... 
1492322482481 31-4305 5556-+... 


27171. Если © сии сумиу 11-ыхъ степеней 7% положитель- 
ныхЪъ величинъ 4, 6, с,...№ и Р будетъ вумма произведей этихъ 
ВеЛичинЪ, ВЗЯТЫХЪ по т, то и, что |\—1 > будеть больше 

Ш т ви т. 


278. Если и будеть первоначальное число больше 2, то показать, 
что всякое число въ систем счислен1я, которой основан1е 2”, оканчи- 
вается тою-же цифрою, какою оканчивается я-ая степень. 


219. Въ кошлф находится 5 монетъ, причемъ извЪетно, что это 
шиллинги или суверены (29 шиллинговъ); было вынуто одновременно 
2 шиллинга, которые не были положены обратно; опредфлить ценность 
_ другого вынутя двухъ монетъ (въ шиллингахъ). 


280. Если п будетъ нфлое положительное число, а 2 таково, что 
ни одинъ знаменатель не уничтожается, то доказать, что 
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1 р й и 1(п— 1) и 
И ЕТ С С 


п(п—1) 


=-а—2 НВ р Атбикибика и, 


_ п ии 2). } 
т-и—1  (т+и—3) |3 9 

_ 281. Опредзлить, между какими предзлами заключается ева —8 
‚ Пред 9 ду р Ри Ч 


для везхъ дЪйествительныхъ значений =. 
нь 1 1 { 
282. Рёшить уравненя дану а?, (2-9 2) + (2ху)* = 


‚0 
288. Если ся представляеть -ую подходящую къ непрерывной 


дроби "__ = — =. ... То показать, что р» и Ч будуть соот- 

вЪтетвенно коэффищентани при 4” _' въ разложешяхъ выраженй 
1-=6х—2" а--(а6-+1)х—27° 

1—(а6-—-2)5-н“ РЕ (а6-н2) 5-х“ 


284. Показать, что ВЪ предыдущемъ прим$рф, если А ив будуть 
значеня 2?, найденныя изъ уравненя 1—(а6-+-2)7“2=0, то 


1 
о 


а" — р”) ит ОНТ, 
= 04 и — = нь * — в ) а о 


285. Найти два числа такихъ, что первое было-бы равно про- 
изведен1ю цифръ второго и было-бы меньше удвоеннаго второго на 100. 


286. Если А представляетъь величину годового дохода, получае- 
уаго впродолжен1е жизни 2% лицами вифст$, ии$ющими одинаковый воз- 
раетъ, то показать, что величина такого-же ежегоднаго дохода, про- 
должающагося до тфхъ поръ пока остается въ живыхъь одинъ изъ И 
лицъ одного возраста, можеть быть найдена изъ таблицъ, дающихъ 
значення А по формул 

| п(и— 1 "(п—1)(и—2) , 
Е С А, мА, "о. НА... 
287. Если т, У, 2 дфйетвительныя величины, то показать, что 
_ @*(а—у) (в (узду (е—1)(2— 9) 
не можеть быть отрицательнымъ, если только кавюя нибудь двф изъ 
трехъ величинъ @, 6, с въ сумм$ будуть больше третьей. . 


288.:Показать, что всякое квадратное число бываетъ одного изъ 
видовъ 5т или 51-1. Показать, что и°—п всегда дфлится на 30, а 
если я нечетное, то на 240. 
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289. Въ м$шкЪ содержится я шаровъ, причемъ совершенно не 

_ извфетно, какого они цвфта. Вынутый шаръ оказался чернымъ; онъ 

_ положенъ обратно; второе вынимане дало такой-же результатъ. Пред- 

полагая, что вынутый во второй разъ шаръ положенъ опять, показать, 

что можно ставить эи--3 противь ®—1 въ пользу того, что при 
третьемъ вывиман1и получится тоже черный шаръ. 


290. Если х есть правильная дробь, а 7 положительная величина, 
то показать, что 75” будеть безконечно малой величиною при я 
безконечно большомъ. 


291. Ели 1х иТ, м", у каждые сОСТАВЛЯЮТЪ гармоническую 
прогрессшю, то показать, что— 4, м, 2 будуть составлять ариеме- 
тическую прогресс1ю и что ихъ сунма будеть, 2°-—--°, если предполо- 


Жить, что дну не будетъ равняться нулю и что ни 27, ни 9 не равно 
единиц. | 


292. Показать, что 12^-+ 32/259 +...-+(2и— 1377 
— 7(1-+-6у +- ”)— }( 2и—1)(1—)-=2 оу — 42 
| и 
| 293. Показать, что если 7 меньше единицы, и рядъ предыдущаго 


прим$ра будеть продолженъ до безконечности, то онъ. будетъ сходя- 
щимся. Найти сумму его при безконечномъ числ членовъ. 


294. Пайти. два рЪшен1я пе 2—7 у "=1 въ цфлыхь поло- 
жительныхъ чиелахт. 


295. Если при обращени |// № въ непрерывную дробь первыя два 
‘частныя будуть каждое равняться 5, то найти М. 


296. Показать, что если х положительная ча, то наименьшее 
| 3+ 9 аз 
значен1е дроби ай будетъ при д=а. 


297. Количество топлива, истребляемаго пароходомъ, пропорц!о- 

_ нально кубу скорости. Онъ потребляетъь 1.5 тонны камевнаго угля въ 

часъ, стоящаго по 9 р. за тонну, при скорости 15 англ. миль въ часъ; 

рут расходы составляютъ 8 р. въ часъ. Найти ваименьший расходъ, 
какой можно едЪлать при переход$ въ 2000 англ. миль. 


298. Показать, что если какое нибудь нечетное число на ифст$ де- 
сятковъ будетъ имфть четную цифру, то вс ифлыя степени его будутЪ 
имЗть то-же четную дифру на м%ст» десятковъ. 


299. Въ кошельк® находится три билета, означенныхъ нумерами Г, 
2, 3; вынимается одинъ билетъ и кладется опять назадъ, что дБлается 
четыре раза; показать, что можно ставить 41 противъ 40 за то, что 
сумма вынутыхъ нумеровъ будеть четное число. 
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300. Доказать, что непрерывная дробь — == В Ь 5, 
в“ и 2 
ы 112.8 м 
1 | и 
ГД © = — А ыы р 
12 2.3 3.4_ п(п- 1) 


Найти значен1е этой рен дроби, когда я будеть безконечно 
большою величиной. 


ОТВЪТЫ. Г И, Ш. 
‚ 15. 


[. 1. 23. 9.35. 3. 63. 4. 88. 6. 99. 6.96. 1 
8.6. 9.5. 10.9. 11.9. 19. 10. 13.0. 14. 96. 15. 48. 
16. 38 17. 16.536. 15.9. | 

Ц. 1. 9а—76-—4с. 
3. 122?-+ в 2у—у?-за-н4у. ‚ 47-На?т. | 
5. 2аб-+ 942 +Зах-н9дх. ‚ За б+6— 64. 
1. Эль 3. ба“—ах. | 9. афер. 
10. 926х264. 11. а—6-+с—4. 12. абс. 
13. а—76. 14. Ба. 15. 24а—-6—4. 16. 12—84. 11. 3“. 


‚ 1053—4518. 


эыю — 


[8. а. 19. 2а+х—26-у=9. 20. 35". 
П1. 1.30920" — 292. 2. Та’16а6—а6*—1063. 

3. 9*—а20---2а6°— В". д. 9—0? 0*-4а6°— 46“. 

5, 9+ 443+ 40° 2* 6. а^— Ва?’ 165“. 

7. а?6-+ (а—)?х—2а12— 23. 8. 60542 7а—107127а? 

| + 102281404. 

9. 62*—96. 10. 423—922 у-+-49у?— 973. 
11. 1223—1722 Зжу?+23. 12. 0 —е-ну у. 
1 3. 2 "—4 9+ 12уг— 92”. 14. 62“ 23у-+2'у ‚_18ау4у. 
15. ана у-на-на?(у?-нуг-н 2?) 2у2(у--г)-+у?г”. 
16. ан 6з— с Зафе. 17. 23-43 32у—1. 

18. хх 1 427—964. | 19. 2°—41%—120. 


20. 448—555-+84—102'— 82 "5—4. 21. 2 +105— 38. 
22 7—148+91485—172^—9528-- 64 -—2%—4. 

23. а 96-4 За^+9а2-+-1. | 24. @—#. 

25. 2‘ — 10129. — | 96 23-1. 


Алгебра. 


ОТВЪЗТЫ, ТУ. У. УТ о 


2°—2‘а и+24 а -— (62-2 ас) 2 (е-на) — (сн 254)” 
= 9%64— 4?. 


афе-+ (а е-нсада--(а-нф-не) а? 3. 
„$ а“ (аыфе- а) + (аб-нас ад --6с-+а-+ с4) 


—(бса-н-аса-наба-н-абс)-набса. 


‚96-2 а 2420 —0—6*— с". 33. 6—4?.. 

‚ 4(а- оса”). 36. 2(4 4-6”). ВТ, 90. 
‚ (ан нс“). 39. 4(62 с? сана’ 0“). 

26 —00*-4-6043—5 55-1254. 

Отан 9 а — 9-9 — Это ав. 

. а —@6— 2932 902$3--06*— 55. — 


Г\. 1. *—х+1. . 2. 022—блу--49. __ 3. аа. 5 


‚ а*— За5. 5. 3242165‘ у-- 8х у? 47у“-2ху-ну”. 
. а мы 6*—абз-+-6*. Ч. Же". 8. 4-31-29. ы 


у— Оу“. 10. — ху-ну?. 


‚ 2—1. — 19. @’—9аф--З. 13. #—2а*6-н 246—653. 
‚ 1603 —924а?6-+-36а6*— 2 1з. 15. дна --2х-н1. 
‚2—4. 17. а’—9 06-3». 18. 2*—82*--16. _ 
‚ 23+ 322+ 1— 9. | 20. 213—822 8%—19.. 

дан 99. 1— а". 93. а-нь-нс. 

‚ 322—365 —2020?. 25. 2 —9д-1. 96. За 4а6--0’.. 

. 2? ПУ-У-А-НУ-1. 28, ан с фе са—аб. — 
‚ (203+-3а6—аф?-+-463). — 30. аф—ас-н ес. = 31. Бне—а. 
‚ (6-е) (са). 33. 4“ — 4 6е—72с?. 34. анал”. 

‚ (хе -н(— 92) хе(х- 2). = 36. аб-не-нса. | 
. 2—(ан в) х-наф. 38. 2—6. 39. аб ас 0*— С°. 

| а с?. 41. ах. 49. (а--ь-—с—9)(а—9-не— а). 
‚ —ал-на’. 45. Частное будетъь 729(7—У). 

‚ Каждое. равняется абс— ар’ —69*—с"*-+ Эрот. 

‚ («—ж)(а-нх)(а-н аа (а-н 1). 

‚ (анб--с)(6-не—а)(а—6-не)(а-+5— с). 
(-е--а—а\{а-чне--9—в5)(а--ф--а—с)(а-ф-не—94). 


У. 2.9. 3.10. 4.6. 5. 9+1 419+ 939-69. 
УТ. 1. 5—2. 2. 3. 3. 2-93. 4. ж-1. 5. З9--4а. 


6. 2—9. Т. 3%—7. 8.411 9. 2—2. 10. %—нх-н1, 


‚2+2. 12.5—3. 13. 2—1. 14. 5—9. 15. д*24-—3. 


ОТВЗТЫ. УП, 
‚ @(2а—32). 11. 22—59. 
‚ (1+ 1}. 21, 2283—4227 —1. 
‚ 2—]. * 


УИ. 1. (2282 —2)(3#-1). 


18. ад— 64. 


 УШ, 400 


19. 2+ (ау х-ну’. 
29. 21—94. 23. 1—2. 


2, (@#®—1) (2+2) 


3. (42°—957-232—15)(4—17). 4. (35—2)(47'— 427? — +1): 
5. (2 1)2(2°—1). 6. (2°— 9?) (4—4). 1. 16—11. 
8. 2(2°—1). 9. (2’—4а^)3. 10. (2—1)(5—2)(х—3)(%#—4). 

11. (2—2)(х—3)(2—4)(%—5). 12. (2*—1)(<"-—9)(2-=Т). 

13. 2*—16а“. 14. (2—а)(х—56)(х—56). 

15. (2—6) (21—36) (7 -нах— 6"). 16. 36(а*— 6)‘ а?) (аз—?). 

ь | — | 
УШ. 1. совы | авы. 3. 2—3. 4. аб. 52|. 
д-+-1 и, 
в 32—1 322 с 22-3 - 829. В 
`9%—1 #1 3—4 2—6" — 67-6 
#—-5 ‘2-3. ет (4—1)? 

10. ——- Е о 
т-+-5 2'—242—3 22—25 1—3 21-1 
’--Ь? 1 _„ 7 (@-нжу-4?) _ ар 

14. ие ро 16. кА: 17. 18" 

1 —2 24 в 9 

18. .- ие = ——_од_о 

ь 2 ыы (472—1)5. и ь (%—1)(%-=2)* 
2—3 ах— 5 1 
о Зи иены а 5. 0. 
' (2—1)(2х-—3) ыы 2—0" ж х-—-2 вые 
_2а6* о 2*—429—" _ 496 48 
2. а Тру в 
Не : 31. 0. 32. 0 33. 0 
54 ко 

| 2 2 ое 9. арий = 

Е е 1 60 81.0 

(6—с)(с—а)/(а—5) _ абс г 

> | 3 —4/3 3х _ 1—0 

35. {@—6) 39. В вак 40. — 42. Е 

2(а-н-5) У(а-у’) 49 2 
2. _ @2%2 о м Ь®. ‚ @— 960" 

43 44 | 45.2. 46. о. 

а т д 49 2 @— 

неР ЧТ 49 три 60. эбен) 

„ре 9 , 47 ху 

51. _2(а о) ‚ Бе гу ы Э. г 2 и. :. 

30“(а-—5) 2’—Фу-у 2 _ 9 


* 


500 


| | | 
55. [. 56. 1. 57 чит 08. 
и и 
‚ева. 60. а*— 62+ с?-+-2ас. бр, зе 
2 —___ 2 2___ 9 о 
62. де" —0е. 63. РР 29а 
| о” ба ах ас-- ба 
ал? __ бен са-наб а? р“ 
66. 67... 68.—————_. 
ах 6+ са—аб а6(а—5) 
6<(6—с)* ту (а 6") 
99 око то. д? 4? т]. _ 94262‘ Но. 7%. 
дар (ан б-н с)? р 4 а4!-н-ае 
а т ее Ты 
5[А.: 1.1: 2. 20; 3. 3. 4. 11. 5. ;. 6. 13. 
7. 8. в1 9.1. 10.1. 11.4. — 109. 8. 
13. 5. 14. 28. 15.9 16.2. 17.3. - 18. 1. 
19. 11. 20.24. 21.5. 22.4 28.18. 294.9. 
25. 4. 26.4. 21.9. 28. 1%. 29. 13. 30.8. 
ВЫ 2. 52. 56. 33.1 34, 85. 35. 44. — 36. 9%. 
ЭТ. 11. ое 39. 2 40. 12. 41. 12. 42. 2. 
43. 3. 44.—9. 45.1. 46.1. 4Т. 5. 48. 59. 
3. За с— аб. __ @(6—а) 
49. 53. 50. ов" а РЕ РОО од. а) 
| — 2 2 2 Ч 
гЗ ие р ) енота с? — С 5. ас 
6(а“—1) ас+бена—1 р 
аб(а+6—96) иб— со аб 16—14 
56. о. БТ. -—. —_ —. 
а —ве— с 26—а аб т— п. 
—В | 
60. ——. 61. = (+60. 62. 9. 63. 20. 64. 5, 
_Х. 1. 1290 р. 2580р. — 2. 120 р. 300. — 3. 39 р. 


4. 
Т. 
10. 
12. 


_ 15, 3780 р. 1515 р. 
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1680 р. 50 к. 65. 28, 18. 6; 38 дётей, 76 женщ. 1592 иужчииъ. 
120 рубл. 8. 144 р. 240 р. 210 р. 9. 350 р. 450 р. 720 р. 
А 162.р., В 118 р.. С 104. 11. 3456, 2304. 


126 кружекъ. 13. 171 р. 40 к. 


16. 400 дюйм. 


14. 22 р. эк. 
171. 30. 18. 42. 
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29. 6 Шиллинг. 23. 22680 р. 24. 11 быковъ, 24 овцы. 
25. Каждый взялъ по 5 гривенниковъ; въ кошелькЪ ихъ было 290. 
26. 240. 27. 90 и 180; 100 п 230. _28. 48 минутъ. 
29. 90000 р. 30.5. == 31. 60 апельеин. п 240 яблоковъ. 
32. 10 изъ А. 4 изъ В. 33. 11, 22, 33. 34. 2650 р. 
35. Черезъ 617 м. послф одною 36. ве * р 03 шилл. 38. 40. 

Х[. 1. х=11, У== 0. #=5. у=1 3. д=16, У=1. 

4. х=9, у=18. 5. Х=8, =. 6. х=2, у=6. 

1. 1=3, у-=5. 8. ж=3, у=4.. 9. #=19, у=3. 
10. х=4, у=83. 11. #=10, 4=20. — 12. х=60, у=36, 
13. д=:12, у=20. — 14. 2=-6, у=12. 15. 2=18, у=б. 
16. х=Т, 4=11. 17. д=2, у= 1. 18. х=0.4, у=0.1. 
19. х=4, У=1. 20. х=%, у=%. — 91.2=19, 9=6, 
22. =, у=-—]. 23. Ж=3, у=2. 24. д=18, уЧ=129. 
25. %=5, /=6. 26. х=10, У9=5. 21. ==. 

28. х=у=т-ни. 99.1=34, у=—95, 30.5 ый о 
”_ ф-нпа” топа 
31. х=ф-нс, у=ачс. . 32. х=(а-+ 5), у=(а-— 5). 
ХП. 1. х=Т, у=5, #==4. 2. 4=2, У=3, 2—4. 

9. #=], /==9, #=8. _ 4. =9, Ч=3, 2=5 

5. д=2, у=3, 2=4. 6. х=8, у=4, 2=2 

Т. #=10, у=2, г=3. — 8. 4=4, У=3, 2=5 

9. х=3, у=4, 2=6.. 10. = $, у=4, 2=5 
11. 2==1, у=—1, #=%$. 12. д=&, у=з, 2=4. 

13. 2=9, у—3, 2=1. == 14.2=6,9=%, #=%. = 

15. д=4, у=9, 2=16, и=95. 16. и=4, х=12, у=5, 2=1. | 

17. #=3, у=1, и=9, 2=5. 18. 4=83, у=2, и=5, 2=— Ч. 

19.1=2,у=4.2=3,и=3,0=1.20.4=2,у=1,2=8,и=—1,0=— 2. 

р. 9 —— 12 

21. 2—5; 5 2=5. 22. и 23.х=2а,у==26,2=206. 

ру 1 ОБ. „_ Аб )(.4А— с). об. 2 (1+). 
(а—6)(а— с) — ма 6 (а—в - ж. 6 с 

21. =. И ас, у= аф--0е-н-са, 2=а-нб-с. 


ОТВЪТЫ. ХГ хп. | -501 


‚ РО. 20. 5, 6, 3, 2; веего 24 короля. . оарь 9, 


502 ОТВЪТЫ. ХШ, ХГУ, ХУ, ХУ, ХУИ. 


ХИ. 1. 8. 09. 950, 320. 3.15. 4.5,6. 65. 42 к., 96 к. 
6. 75 шилл. и 35 шилл. Т.5и7. 8.Т7Ти 10. 9. мр.ё р. 
10. 1.3, 5. `11, Чай 2 р. 40 к. сахаръ 16 к. фунтъ. 12.50. 
13. 24000, 32000, 36000 р.; соотв$тетвенно 4, 5, 6 процентовъ. 

14. 20 лиць; по 6 рубл. каждый. 15.3 и 12. 16.540ф.; 17 ненсовъ. 
[7. 300, 140, 218. 18. 672 р. быкъ стоитъ 96 р.; ягненокъ 9 р. 
19. А21партю, В13 пармй. 20. А5р. 28к., В 13р.24 к. С 15р.84к. 
Л 15. 36к., Е 17 р. 28 к. 21.90 веретъ. 29. А исполнитъ работу. 
оцинъ въ 80 дней, В--въ 48 дней; А долженъ получить 15 вофхъ 
Денегь, а В— 21 вефхъ денегь. 23. АвьБ минутъ, Б вь 6 минутъ. 


4. 25, 2 версты въ часъ; разстоян!е 5 верстъ. 25. 100 верстъ; 
вачальн.. скор. 25 верстъ въ часъ. | 26. А 26, ВБ 14, СЗр. 
о т 707 и-— 
27. АВЪ ем дней, Ввь дн ней. 289. ———— -. — верстъ ВЪ ЧасЪ. 
у-ни— — 


19. 4 и 5 аршинъ. 30. 27. 31. 63. о.  арь ивы 10 верстъ 
въ часъ; пофздь 30 верстъ. Оть А до В 162 версты; оть А до О 


_20 веретъ; отъ С до .Б 40 веретъ. 33. 600 арш. 
# ее о--с 
МУ. 11а. % банный 3. в 4.0. 6. кая 
д 3 б 2 


8. д==а-нб. 9. 1=а,у=Ь, в==е. 10.(41)(#-2)(#-3)(#- 4). 


2-23 11 | 
ХУ. 1. о ее з. 1—7. 6. —_ Ф я д; — р ег. С. 
22-1 | о 
у=е—а, ва=а— 6. 8. Освободимъ данное соотношен1е оть дробей; 


тогда найдемъ, что (а—-5)(6 --с)(се-на)=0, елфдовательно одвнъ изъ 
трехъ множителей долженъ уничтожиться; отсюда слфдуетъь искомый 
выводъ. 9. Каждый изъ дфтей получаетъ 18437 р. 76 к.; каждый 
пзъ братьевъ 9218 р. 88 к. 10. х= —3а. 


ХУТ. 1. 1+-44+1042+1223-+ 92. 
2. 1—2 5+3’ —4а 3—9 наб. 
4.1+62-152*+204-+1549-+62° и 5.21152 +152 ‘+47. 
9. Найдемъ, что числитель будеть равенъ 5(1-+2°)*, а знаменатель 


5 
ра АЗ ыы 
(1--2*)*, такъ что дробь будеть — Е 
ХУ 1аень = 0. од. = 3 За. 
4. 24—21. 5. 242— Волна. 6. 51—Зал- 44”. 


7. (х—а)3. 8. а 0?. 9. (В (2-+а2). 10. Р-н. 
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] 2 
ТТ. я—2—. | 1. +". 13. вы 


_ 14. 92+ (26—в)а-не". 15. (а—25)5—вх-2—3. 16. 1.14. 
17. 2—8 л-н2. 18. 2%*4е1—3с*. 19. 241—324”. 
20. 5.51. 21. 9009. — В, 


1 
аз. ЕЕ, 24. — 26. Данное выражение (2—2) 


(2 м а 1 ее 2 ‚— 2) + два подобныхъ-же выраженя 
= (х’ ужи -- у’ 28 — 32121 — два подобныхъ-же выражен1я 


=" —-2 *—3 22? , 
о ат” 
4 5. (1) | 
(65:)° 


5 8 Е] ыз 
ТА п 8.41. 


[р 


И | 
ХУ. 1. 22°. 9.а®. _3— 


ьо]|<л 


1 1 _1 3 
6. а26 + а? +а 76? 
9. ата —Т+а. За 1. 10.—4а "6 +9а %. 11.5494. _ 

02 а @ а 

12. 23— дЗаз+ аз. 13. а’+1+а-". 14. 25*—Зху-2у'. 

44 : 41 

5.5 та д 

15. ан а —5. 16. 17. пи ——-. 

яз“ -на = 


1 4 И 9 А "Е 
18. 242—363 45“. 19. 164°—162° 12—42 +-х 


5 4 1 
ХИ. 1. йо ад? а? 


10 
р 5. 


8 
6 


о 08. и) ой + 38, 
3. 58432.55 51. 4. 0.2619492. 1. у, в 4ьзу 


г 


3 
2 


8. 89— 


| аа 
8. аа. 9. 1+3. 10. 2—3. 11. й 5+и2. 


12. И10-+-9у2. — 18.3/1—з. м И + и.. 
—6)(— /5 
15. и НИ ея го г | 16. изу з) 


17. и 5). | и и )--и (=) 
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19. 8И3—2. 20. 1. 21. 12-3. 
09. 1/8 — 8. 23. Иб-НиИЗ—И5—1. 24. 1-н|/8. 
95. 1/5. — 096. ИЗ—И2. © 91. И6- ИБ. — 99. д==95. 


| с оре—96а— 
30. х=7. 31. =. 82. ребе 260—204 — 246 
а--В 4.С 
ХХ. 1. #=1, 83. 9.14. 38.498. ° 4.4, —8. 
] | и, | 32 
и 57 6. ый 3: т—4,—6. 8.5, —=. 
31 5 3 1 
9.3, 11 10. 95. 1]. 5—5 12. 5—9. 
1 1 11 4 
13 10° 11 14. 18} 60° 15. 4—1. 16. 3, —— 
Ч _5 5 
17. 4, 5 18. 6—1. ыы 5—9: 20. 8, 5. 
19 1 1 73 
ри 29 20. 3: ов 23. 19,—2 24 95—20 
2 3 3 у 
25. -) — НИ 6. —1,—. —. 
25 > 10 26 © 27 ь- 28. Л, о 
24. — 
29. 5. —-=.. 30.29, 16. 31.—2 —16. 32. 5—3. 
В 
33. 3—5. 34. 29—10. 35. 10—99 36. 1, —8 
4 1“ | Я 
Зы. 5. 38.95, 3. 39. 8—8. 40. 10, =. 
14 3. 
4 а. © 13 
4. ы т ай" э чине в ° . 4... 
Бе о, 5" 46 и 1 47 5’ 1 48. 0, 4. 
_4 3 | | | 
49. 0, 5. 50. —=. 51. 2-НИ 3, и (2 3)2. 
| | ар а—6 
272 БОБЫ а 
52. а--б. _ 53. аи (а?—?). 54. ре К 
55. $ шеи (а ++? а веса). 56. абс. 
2 р 2 2 
57. а,— 6. - 58. НО НИ Ка + дафе?, 
РИ 2иб. | Е 
о. о. 290——6е ед 2а— жи: 


ано—2с ` "ас — Вс 


ОТВВТЫ. Хх, Хх. = 505 — 


61. т 46+ бе--Са-ЕИ [абс += 2? —афе(ач-0-+0)} 
ий 
—62—, бекя) 


Въ слфдующихъ главахъ иррацтональные и невозможные корни не 
вездз даны; & нзкоторые изъ данныхъ корней не имфють приложения. 
Си. ст. 329 и 330. 


о. 
5.2, 3. 6. 2" (—1». ТТ. ео 8. ре 


| | о В 
бы, 5/10. 10. 8, а 11.8, — ти? я ры — 
61 

г 
13. 4—1. 14. 4, 15. 16, (1) ‚(1 (:}# 

17 1 „1 18 И (46—5*) 
В : и о гетоз АЗИИ 
17 Ук 18 2 5” 19. 9, : 20.5. 21 В 
22. 16, 0. 23, 18,3. 24. 27==8 пли—1О; тавъ что 2=0. 

ый 
25. 5—8. 26. 0, и. _ 21. ный реа 
—2 и—1 

28. 22 —=—аф--&(а' ль 


29. И (а-2)И (т +22) —(@—2—иИ в квадратное уравнен1е 
— (22а) - И (2а*--3а) 


относительно |/х, изъ котораго Из = +94 


ВЕ, | | 
30. 1, - 31. Умножить и расположить 2}/ ей. 


(с-=2)* 
+878 
9 


=рка\/ (42—17), возвести въ квадрать и проч. х= о, 


ь | 1 | | 
32. +94. 33. в. 34. 1 35. +24, ч-2а/(—1. 


›Э1“ 
36. "= 0 или а 37. в _ 38. а, - 
39. 50, 7-84) 40, уз, и 
42. 5(1-5/ 5) еле 44. 2=9. 45. ры 


8 _ 2/2 т 16 
406. т т. ти —1)7— т. 48. 0, Е 
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32 4(а-+- 5) (а?) 
49. 24а, -ва/ (—6). 0. =, — |. О,— ке. 
и в, ыы За?-+36“-+-10а6 
4 23 ас? _ 47—44 6 
52. 1, ——. ——. Не о и 
52. 1—5 53. 8, . 54 т 55. 1, 55 
(1 (Иаиб 4 р р 
76. 1, (Га —/—4 -5Г. 0, 1. 25. О, (ОИ — 44). 
59. 0, Ее дин 
во. О. 61. 0,5 И (а-—6°). 62. 0, И уипнна(т-— п). 
2 "а 
63.0, а (1-52 и < 64. Перенести члены п возвести въ квад- 
ратъ; получимъ 22(27П/И (2) =2(4*-1)(2х-н1); отсюда най- 
_ демъ, что единственное рёшев{!е будеть х=—5. 65.1. 66.4,—9. 
| 1 16 —8=/109 1 
67. 0, 2. 68. 0, в. 3—8. 69. о. О 5. 
1 | | 
12 25—55, р 12. а-2 “о. 13. ,—- 
ТА. 1—2." ТО, ый И (@-—+с*), отсюда найдется 2. 
76. 22+-8д =1 или — та откуда найдется д. 
р“ аб’ 
77. ор и оч; 4 =5(—1--/5). 
тв. (1+1 (т) аввенню ото 
а) 5 о); Квадратное уравнен 
1 р. 
тельно ( —) . 
19. (2—2) — (4 — ма. | | 80. 4, — 3. - 


2 
81. Их-И (7) } Их (х-7Т)-=42. х=9 или (5). 
82. (2—4//2)+9(1—4/ю-1=0; х=7-Е4ИЗ. 
83. И ж-И (а) {Иж (ан) =-на; и проч. 
84. (7-2) 4(7+л)-+4=162?. х=1 или 9. 


: 9с 
о ие. в (ебу буньы 
ыы \ аж | СХ () 
о 1 10 16 
81. $ —# 9 = и 88. и ИЛИ в 
89. И@&—п 


< 
м 
< 
р 
к 
. 
Ра 
3 
| 
$ | -- 
с 
= 
| 
<> 
в-— 
<> 
2 
| РЫ 
с» 
<> 
2 
3 
ы» 
|= 
«=, 
ко 
РА 
[мы 
82 
5 


90. 
91. 
о. 
94. 
96. 2 


98 


99. 
100. 


101. 
102. 
104. 
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1-Ни3-НИ(3-н2/3), 1— И ЗИ (3—2И 3). 

(2+1) (2—1) =0. = 92. (а уня(@ ян —0. 

ф=5 будетъ очевидно одно изъ рёшений. #1 

2==6 будетъ одно рёшен1е. 95. х=5 есть очевидно одно рёшен1е. 

—0 есть очевидно одно рфшен1е. 97. ры 

&=—=а есть очевидно одно $ шен1е. 

843—1-+8(2х—1)=0; ел довательно х=5 есть одно а 
4 |] | 2 

о 
эх 5 

2“==1, какъ видно съ перваго взгляда. | 

л=—77 очевидно, есть рёшен1е. 103. х=а, 6, пли — (а+6). 

др— 1 есть множитель. 105, х(р—1)-+1 есть множитель. 


2 
) слЗдовательно одно рёшене 2—5 


ХХИ. 1. 3(#—5)(х-— 3). _ 4. (#+60)(#+13). 


‚ 2(1-2)(1—8). 4. (#- 62)(#—96). Б. 2*—142+-48=0. 
‚ 2'—9д—20=0. Т. 422-1—2=0. 8. 2°—91—4=0. 


2. 9—9 
‚42, 36, 117. — 10. т= 8. 11. ат, р(р?—34). 


сд’ фдн-а=0. 


ХХ. 1. 2—8; 9=44. —2.2=60, 40; у=40, 60. 


к 5 
2—2, у-2. 4.24 чу-Ьз. 52,5, ув, 1. 


3. а. 2; у=— 1,8. ч. * _9. х=1, У=Е. 


‚ Ж— +338; у = ни 11. Х=5, то 


‚ ДЕЗ, 336; = 55, ва 18. д= 55, Е, у=-2, +—. 


‚ Д= 2, +И > р Е 5) ыы 


6. 2= +4-+/Зу— НИЗ. 


227 
РУй 


и. 
—--1, = ‚ | 
53 
песнь у=—4, 


‚= 3/9; у=-Н/2, /2. 22. д=0, 4; у=0, 5. 
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23. х=0, —1; у=0, м _ 24. х=0, 15; 9=0, 45. 

05. 2—=0,2, 2; у=0,2, 2/9. 26. 5=0,4,—2; у—0,9, — 
21. х=5, 1; у=3, 1. 28. х=4, 9; Ч=9, 4. 

29. #=2,0; и=0, —2. | 30. ни. ‚ 4; 9==4.,1. 

31. д=1, 109; и=10, 1. 52. 1—3, 9; Ч=9, 3. 

33. д=8, 4; у==4, 8. | 34. #—17, 1; и=1, 11. 

35. д=4, 9, —+И ‚ /==9, 4, —а+И >. 

96. х=4, у=1. 37. =1, 4; У=4, 1. 

93. 4—2, 3; у=3, 2. 39. д=2, у=-2; или д==-Е2, у=-р2. 
40. хт=3, у=1; х=1, у=3. 4]. д=5, —2; у=2, —5. 


42. д=-Н2, +1; у=-1, +9. 43. «= 9-Н/ 73), у= (9/73). 
44. д=-ЕЗ, +9; у=-9, 3. — 45. дБ. 8; у=-3, +5. 

46. х=-=3, +2; у=-=2, +3. = 47. Первое уравнен!е можно напи- 
сать такъ: 2/(у+7—3)=3(47—-у—2и); комбинируя его со вторымъ 
уравненемъ, найдемь х=-Н/(—3), ИЗ; у=з-ЕИ (—3), 2/3. 


48. д=8, 2: у—9, 8. = 49. 2=9, 4; у=4, 9. 

50. 1=8, 64; у=64, 8. 51. %==5, 13, У= с. 1%. 

52. 2—4, 9: 4=9,4.. 53. =, 8; у=8,9. 
5- Из—2чув, ИН/ав)—5; Иу=—2+/6 НИ) 
05. 1==5, у=3. 56. д==-Е1, И==3. ЭТ. =, У. 


58. 25° = = За?-ы/ (“+454 а Р-ЫИ (94-464. 
59. ху=2а2--/ (24-254); затЪмъ можно га ие 
ас 72 @ 1 1 
60, ЖИЗНЬ зы Е. $ 
ы ь из 5] ВЯ а 9/3}, 5 27 ИЗ 
Е | | 3ай8—а^ За6— Ш 
61. х=—а, 6; у=6, а. 62. = 4, и ее Ч Е 


| | ь 44“ 
63. Поступать какъ на стр. 171. 64. иные. а”; о 0. 


65..2—0, 2(а-+5), 9—0, 2а$. 66. 4аху= -(1—2у)*; это даетъ квад- 
ратное уравнен1е относительно 27. 


м 
ОГ. их АКС такимъ браво = (уе ‚ и проч. 
2—9 С ау—с. | 
а —ал) 
68. Кино. ВИНЕ 57 ИНО ВИ 2—7 2 ыы 
ре 4(4*— 62). ; у к т. -.69. и чи у =а {24/5}. 


отввты ххш, ху. = я 509 


70. Сложимъ; тогда 2’(х—1)°-+у*(у—1)*=а-5; точно также первое 
данное уравнен1е ножеть быть написано такъ: ия Пчнуу—П=а: 
такимъ образомь мы получаемь 2(2—1) = а-5/ (2а-+95—а”)!; 
у(у—1)=% а И (2а-+26—а?)}. 1 11. х=0, 24; у 6, —6; 2=0, —С. 
То. 1 15 1 15 
Та. д = 5-4, =, —. | 
55 56} 4 57 18’ 2 4 24 13. Три простыя уравнен1я 
для нахождения 29, уг, 2х. 174. Три простыя уравнен1я для нахож- 
|. 1 1 | ". 
ден1я а иг? и также т, у и 2 могутъ быть каждое=0. 
75 Изъ перваго и второго уравнен!й носредствомъ вычитан!я находимъ 
д=—у пли уу==2; тогда нужно воспользоваться третьииъ уравне- 
немъ, чтобы пополнить рф шен!е. Такимъ образомъ мы получаемъ #== 


т | | 
2 е-на-ьи (а --4ас — 4?) и г=26—а-ЕИ (а? 4 —457)|: 45; 
или 42)/2—/(ав)-Н/ (56—34), уЗ/И2=и/ (ав) —/И (5е—за), 
гИ 8=И (ас). 


16. Составить квадратное уравнене относительно 2; тогда 2=6 или 
От . 
——; съ первымъ значенлемъ мы найдемъ 1=4 и у=5; со вторымъ 
у . 
355 — 190 


а 
| у х 7 
17. Исключая 2, получимъ о И ут = елЪдо- 
( | ы Ба 
вательно (2-1) Ре т и проч. 2, 1,2 5 будутъ значен1ями 


2, 9, 2; эти значеня могуть быть расположены шестью способами. 
78. Мы можемь вывести 2/2 = 0; такимъ образомъ` одна или 
боле изъ трехъ величинъ 1, 9, 2 должна быть равна нулю. 
Р5шеня будуть 0, 0, 1 которыя можно расположить тремя сносо- 
бами. 79. х=а? : И (ан с”). | 
30. Составить квадратное уравнен1е относительно х+у-+2, которое 
деть для одного рёшен1я 9; оно приведетъь къ кубическому уравненю 
относительно 2, котораго корни; Какъ увидимъ, будутъ 6, 8, и 12; 
отсюда для значенй х, 9, 2 мы получаемъ 2, 3, 4, которыя можно 
распредзлять шестью способами. | 


ХХУ. 1.15194, 9.3, 4, 5; т-е. 60. 3. 360 ф. и 363 ф. 
4. Пать версть въ часъ. 5. 66 на одной сторон, 22 —на другой. 
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6. 28 десятинъ. 7. 14. 6. «а--и 5) будеть продолженная часть, 


‘если а означаеть данную лив1ю. 9.50 и 15. 10.12. 11. 36 коп. 
12. 30 австр.; 36 баварекихъ. 13. Би 4. 14. Первый работаль 
24 дня по 1]. 25 в. въ день; второй 18 дней по 96 коп. въ день. 
_15. 15 человфкъ; каждый издержаль 3 р. 40 к. 16. 100 акций по 
15 фунт. за каждую. — 17. а =9(х-н1); слВдовательно 2*=9; 
число равно 3. 18. Ти 6 процентовъ. 19. Скорость пофзда равна 
5 скорости и 14 миль. 20. А въ 40 часовъ; В въ 60 чаеовъ. 
21. 10 версть. 22. 150 верстъ. 23.5 час. и 3 часа. 24. 15 ча- 
совъ и 10 часовъ. 25. 36 рабочихъ и каждый переносить вразъ 
ТТ Ффунтовъ; или 28 рабочихъ, если каждый ри переносить по 
45 фунтовъ въ разъ. 


о . | `афеВабе—о пех бы: 20 
хх! тт 4. Выражение = боя ва ке) 


| 4 8 | 
затЪиъ см. ст. 55. 6. 1+2. 7. И а--о-/@а—5]. 
ря а 


3. >И -ни-=) -ИИ—и-я?)}. 9. д=19. 12. Производя 
дъйств1я, получаемъ ( ра -агуу — ви?) алб "(у — уг) =0. 


13. 192 р. 14.9, 5, 9. 16. 5=0, -. 17. р—1+И?, 1--И—1. 


18. д=1, 9, 3, тЫ др. 23). 19. х=З-Н/ 5, ТИ. 


20. и боли би ‚ затфмъ  возве- 
дешъ въ квадратъ; х=1. 2]. 2—а+-44//(в—а)+4 —я+— 
7. 


С 
2 
45/ (х--а)-40°; извлечемъ квадр. корень; х=(с-55)? же еЬ" 


4ап(1—п^) 
* (1—#7^)* - 
ас с 


в —- т и ——— И о Е. МВА, — 
25.4 ву 5(а+5); 9 р, 5(@-+5). | 24. х В! 0 и 


22. пх= ней раздфлимъ на ь". рый —Иа; я=0 


25. #=3, 8; у=-2, —8. 

26. 25—а-не— 5-5 / (а с’ —2—2са— 2465); хну=с, а 
также 1=|/ (ас), у=// (6). 971. х=9, у=4,2=1. 98. Сложить 
вс четыре уравнен1я; тогда (о+х-у-нг)*=4(а+-с); отеюда 
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и изъ перваго даннаго уравнения найдется на у—2)* = 8а; 
20—=ЕИ (а-=б-нс)-/ (2а)-+/ (25) (26). 
ХХУГ 1.4:9; 10:12. —2.7:15. —3.13и91. 


5. Короткая дорога изъ 4 въ В 26 веретъ; изъ Ввъ О— 52 версты. 
абс 


ше ИЛИ в =0, а 
бенсанаб 


_ д—нуне=—1. 11. 7=6, у=8, 2=10. ' 19. д= 5а(5? —с”), 
у=-Н6(с*—а2), г= + (а*—5'); также х, уиг ВД могуть рав- 
НЯТЬся НУЛЮ. | 


6. Или ха == 46 == 26 = 


| | 0.8.99. | | 

ХХУП. 1.3 о5. 6400. 3. БТ. 4. и" 9. Положимь, ` 
| | — 6е\ (9—6(а—5) 
что аа с; тогда ан - (6-—=с) р б ( ; | . 


10. Въ первомъ вина 5 всего; во второмъ 3. 
11. А нифеть 72 р., В 96 р.; каждый ставитъ 15 своихъ денетъ. 
12. Женсвя престунлен1я составляютъ 5 мужскихъ. 


ХХУШ. 1.9. 2.а=5. 3.4. 41. 6.8 Т 10. 
9) 4 
8. 274? =4у3. 9. у=22-+—. 10. 16. 13. 10. 14. (73 7'з)з. 


15. Мы имбемъ и+2—д=.А, (у—#)(е+#—У)— — Буг; такикъ 0б- 
разомъ 27 —( —#) = Буг; лв довательно 7 ый )/ 2, и по- 
4.2. 


16. 2(*—1) часовъ. 18. 4 часа. 


ХХХ. 1. 1029634. 2. 321420111. 3. 3015333. 4. 20846А. 
5. 209. 6. 624. Т.: 9993. 3. 15А1. 9. 1105А. 10. 22441. 
11. 17.6. 19. 75346,1. -13. 1341.111. 14. 124.96. 15. 1099.39. 
16. 1589.349609375. 11. 450,1214; произведене 613260. 18. 3483. 
19. 152. 20. 11111. 01. 44.4; въ З-ной систен® 1001.2. 
22. 62444261; квадратный корень будетъ 7071. _ 983. ПОТИ. 
24. ЗАВТ. 55. 0,739. 26. Восемь. 27. Шесть. 28. Одиннадцать. 
29. Пять. 30. Шесть. 31. Пять. 35. 20-+29-+27--2°--24--2°2- 1. 
36. 384-35-+3“—33+1. 37. 88°—82—8—1. 38. 838—8°—8"—38-1. 
39. Три фута одиннадцать дюймовъ. 40. Двадцать-три дюйма съ 
третью. 43. 7—1 и 771; гдф г основаше ип п данное число. 
45. Число это сто-двадцать. 

ХХХ. 1. 800. 9.4. 3.333. 4.268. 5.—2. 6. 618. 
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Т. 
12. 
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5. 8. 425. 9.0. 10. (8-я). т с. 
Разность —3. 13.9. 14.4 пли —11. 15. 9—1. 16.Чиело 


членовъ 10 или 12. Посл. чл. 3 или —1. 17. Разность 7. 18. 5,9, 13.11 


а 
23. 


25. 50. 512--4(#—1)}, те, и(2%—1). 21. 1111. 92. 20. 


3(и—1)п(2и—1) аршинь. 94.1, 1334. 95. Девять среднихъ_ 


3,5, Т...19. 26. Чиело членовъ 19 или —7. 21, 5 или — 10. 


25. 


4 пли7. 30. Чиело членовъ и и— 1, или и-=и; въ первомъ слу- 


ча5 послфдн!й членъ будетъ 1; во второмъ случа послдв]Й членъ нуль. 


31. 
39. 


43. 


24. 


32. 
4 =— 


| 50... 0 5 


2’ 99. 


| «(19—) 51. — 


6— (21-+3)2—"1. 9]. в. 2-1 


4 или 9. 32. р+9(т—1)29. 31. 11. 38. 100 или — 107. 
Число членовъ 7; средайй членъ 11. 41. 92. 42. —и(—1). 
1!11—(2и-1)(—1)”*}. 40.9. 41 3и(и--1)(и-н2). 


52. 25 мБсяцевъ. 53. 15. 


2 
и часовЪ. 55. 468. 


1 


5 о 
ы ]°. я 13. = 14 ы 15. г 16. 43/2. 


ты "3 26 в 3 


25/2 3 у— пуп 7?(п—"—1} | | 

НЕ = ЧИ № ци ь : ВЕ О ВЕЕА, 
НЯ) о ети И Е * 19: 4—(п--2) 

би-+-1 | 


| 23.81. 


9 
108, 144, 192, 256 р. 25. 
м | | аг(т”—1) па 
вы а ет ие 
10—1 р = = (9-— 1.) и—1 | 
3, ГДБ 7 находится изъ нетруднаго кубическато уравневя. 
721—] 


энамен, 


38. х—=а, 


25 15 93 И 
43. 2, 5, 8. — 45. а=ю 


*"(—1)"—1 |. 28. 201.485. 
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7. РИ и. емо РЕБ | 
ХХХИ. 1. Гр’ я. О. 2’ 3 4?" 19 3. Пусть р озна- 
чаетъ этотъ членъ; тогда ыы ("—1)( —^) 4. Рея 

< ра 0 р9—аР` 
5. 2 ИЛИ 4. 11.2, 3, 6. 12. Члены будуть > И. нь тогда, 
рядъ можеть быть продолженъ. 14. Мы ножен показать, что 

а | иж 

В (т — — р; ТавЪ какъ Аи е ТавиМЪ, образом ста- 


НОВЯТСя ник, ча | выражены посредствомь аи В, то мы 
ножемъ найти двЪ величины, выраженныя посредствомь а и 6. 
19. а’--аб, а“—6`, а —а6. 20. Разность въ ариометической про- 


. | о 
гресели, составленной изъ обратныхъ величинъ, будетъь ——- 


и—]. | 
ХХХШ. 1. 1341.1323. 7. 36 верстъ. 8. 64 штофа. 
9. А 100 р, 56 80р. ь А. 
ХХХГ\. 1. 1120. = 2.453600. 3. 454053600. 
| _ [10 20.19 19.18. 
4 34650. э. 6. 6. [2 8 [5 т. 5 12° 
_[95_ _195_ ы _|60_ р ь ыы |5 
| ‚Эт. .-=. 
* 9186’ [10 |85 [12 |48 2 


12. Положимъ, что выбрано одно лицо и изъ остальныхь. ^—1 ЛИПЪ | 
составлены всф возможныя перестановки. Это дастъь и—1 способовъ. 
Но здфеь считается за различные способы пары случаевъ, въ кото- 
рыхъ каждое лицо будеть нифть тфхъ-же самыхъ сосфдей, но сосфдъ. 
съ правой стороны въ одномъ случа, будетъь сосфдомъ слёва въ дру- 
гомъ, и наоборотъ. Если каждую пару такихъ случаевъ считать за 
одинъ случай, то должно раздфлить нашьъ первоначальный выЫводЪ 
на 2. Напримръ, если будетъь 3 лица, то будеть ТОЛЬКО ОДИНЪ способъ 
размЪетить ихъ, понимая это въ послёднемъ смыслф. 13. |9, |10, —9. 


14. тах у 15. Если будетъ только одинъ пред- 
метъ, то его можно дать ® способами; зат®мъ, такъ какъ второй пред- 
метъ можно дать то-же я способами, то для раздачи двухъ предметовъ 


будетъ существовать и? способовъ»и такъ далфе. 16. я=27-1;7=8. 


_ Алгебра. 55 
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| и 

—_——_——жЖ— 5”. Или, если 7 предн .б 

пи во > |5 и—8 Х 8+ ; редметовъ будуть 
5-57 п(и—1)@—2) 

совершенно одинаковы съ и другими, то й Г ь 8. В с 


20. 4080. 21. 86400. 22. |5Ж{3; если кромф того три буквы 
должны быть удержаны въ неизмнномъ порядкЪ, то отв$тъ будетъ 5. 
23..10.9.8.7 — 9.8.7 четырьмя флагами; 10.9.8—9.8 тремя флатами; 
10.9 —9 двумя флагами; 10 однимъ флагомъ; всего 5275 сигналовъ. 


21. пт. 28. ле. 29. 120 

Иа . . 
103} 

3 2). в(Ф—1(2— -2) 

12 122 | ЕЕ. |3 


24. 90. 95. 36. 


5 и(п—1) р тие УЛИ 


ой 


24 
{18512 
35. |7; если сверхъ того каждый рядъ считать въ порядкф слва на- 
право или справа нал®во, то отв$ть будетъ 8ЖТ. 36. 1. 8.7.6.5 слу- 


32. Увеличить предыдущий выводъ на единицу 34 


_ Чаевъ 0езъ повторен1я. |. Же Е случаевъ, въ которыхъ @ _вотр*- 


чается Дважды, столько - же Тавихъ, въ которыхъ $ встр5чается 

дважды, и столько-же такихь, въ  которыхь и встр$чается дважды. 
4 

Ш. 128 случаевъ, въ к оторыхь аи 1 каждое ветр5чается дважды, 

столько-же такихъ, въ которыхъ Фи 9 встрфчаются дважды, и ‘столько- 

же такихъ, въ которыхь а и п встрёчаются дважды. Всего 2454. 

37. 583. 39. 4Ж11111Х 15. 


р ие 15.14 _ 50.49 › _12.11.10.9. 
ХХХУ. 1. бов о ива В О да 
1.2. а и 
6. 
-4. м бам 5. 625—20002-+-240027—128049+-2562". 
°— 9876 5 — _ 1049.8/1.6 5 1 
вби» 1 1059.81.65 ВР Е ава. 
К Е 
° 10. нЕ ал в, 11. 64а _ 96*--36а—9. 12. 105”. 
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14. Это слфдуетъь непосредственно, или тажъ: (1+ 2) *=*(1 — 7)= 
(1-+2)"(1—4°), 16. Изъ 2-го и 5-го членовь разлож. (3+2). 
Зи] 971(_ 17—19 2г-ра 

ИИ 2-1 (—1)—. 19. 127 1% | 
и— ИНН и—1 2—1 

12 (—1 1 )7—137—2— (—1)*|2и 

—1 [2—1 ' и. 

20. (2*--а*)" = ш-нау (-П ее фд@/С-УЙ 


= АНВИ (ПНА ВИ(-Т)!= АВ. 


о 
ХХХ. 13. я 
: 9. 
„, (2—1) (7—2)(7-3)(97-+4), 
ЕН | 
|4 
— —1 (ая... Тит 
15 _ (и—Ю [п 1(8- 1)... (@— т) В 
7 Й 
о (2—1) (2—1) (3р— 0.4, 
| и 
_ 1.3.5...(9%— 1) а ‚о 2.5.8..-(87-Т) „, 
17. и С 0. 18. у 27". 
ни = 
191 а ат. .: (2745), о. 5.9.. --(4 3) 
| ы: 2 
4 2 8 1218 1 18 
етлй члены —Ж—==. 29. 5-Й ЧЛенЪ — 50 -. 
28. Второй и третий члены :Х я 5 9. 3-й членъ 15 `52— 55 
4.5.6/ 5\° 9375 
30. Пятый и шестой члены —* И (=) —5401: 
8.11/ 7 ый РР > РН 
31. "Грей членъ = ——| -_ }. 32. Если и=1, то второй и трети 
3.6 \ 12 


члены будуть наибольшими, если и=2, то второй членъ наиболь- 
шй; а для вежхъ другихъ значенй я первый членъ наибольший. 
Е __ И ь 
33. т 34. Шестой членъ. 31. —5 и +4"+3). 
38  Козффи при 2?’ есть 1.85.71 
. Коэффиц. пр е рта 


ав. в. . 4\ 3 
получается дВлен1емъ этого выраженя на @. 41. в ео В. 


г 


; коэффиц. при 2" 
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№ - Й 2(9п-+-1)...(9и-еу—1 
то-есть |/2. _ 42. ТЕ 45. я их, 


—_ 


ХХХУИ. 1.6. 2. —16. 3. 26.3*-+-21,3-+28.33+-3'=1905. 


4.3. — Б. —0°.6--28.33.5—02.3.45. 
10 9 ры О. я 1 
аа Те 642 56 [48 
м". 5. 1*—93.3.53.7-59.5°. 8. — 64. 9. —20. 
15 35 65. _ 31. ] 35 
„к —=—=—— .—. ный —. 
10 НЫ: 7 1] я 12. а 
3.1 Т.11.19 | : _ Я 673 —1372-- 6п 
] Со ) 14. 50. _ 15. А 


16. Выражеше будетъ (1-2) 1—4). Отсюда коэффиц. будетъ 
1.6.5.4 1.6.5 4. 7.6 14.15. Т 14.15.16  14.15.16.11 
—— 
Е т 12° 12 1 | |3 4 
и) —2—8),, (и 1.. ‚ (4) 
|4 213 
а и(и—1).. а 6). Я (и— 1).. ео, 
ЕР ГЕ № 
19.0. м баз" +204 ‚9503 3+ 104,34. | 
ав: и(п—1)(и— 2) 8 я 2. Я(и—1.. ‘(и—3). 
1.2 |3 
„"@#—1).. (и —4) 


17. и-—-1. 18. мы 


п 3 
аа. 


=: | _ 22. —23. 


2 м | В __ _ ый 
23. на. 2 24, та-нт(тр—1 аа. ет . 


-25. 20.. ^ 26. —210. о 21. 1260. 28. 12600. 
—99 ний бот 0, 


ее ыы Ра Е ча (бе). 
О) ино 0 м 
39. | а фе) вь пар 32. НЕХ Е 
_/1_36*\. /36 .5\, /8 156 3560°\, 
35. 1-н6х < о о = -(5 о и (— 4. 


4 8/’ 
36, ое — (ев) + (2а—36е—а “6з)х` 
р 1% 2 + (а—3с* ва Ф'е-на- и, 
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2. а в > п("—2)("—1) 


6 | 
38. Можно доказать наведетемъ. — 39. Для первой части нужно 
положить х=1. Для второй части, пусть © означаеть этотъ рядь, 
такъ что 9=а,-+2а,-=За,-...-н-ита»; такъ какъ коэффищенты 
членовъ, равностоящихъ отъ начала и конца, равны (приифръ 38), 
о 10 6=@_—Ц-Н2а,,.-Н...-НИТао. Тогда сложенемъ получимъ = 
= а наи... наити (и-н1)й. 

40. (1-52-52) =а-на бана” "чай оНаи", 
изифнимъ знакъ 2; тогда, такъ какъ коэффищенты членовъ, равно- 
стоящихъ оть начала и конца, равны, то мы будемъ пиЪть 

аа =аи-аиа-на аи .. 
Умножимъ другь на друга и соберемъ коэффишенты при 2 козф- 
фищентъ его поэтому будетъ равенъ коэффищенту при 2“” въ 

(1-нх—12)"(1— 47)", т.-е. въ (1-54-47. ^_ 
оатфиъ поставимъ а, выЪсто 2) @’ ВЫЗСТО 9“, И раздфлимъ 
06$ части на 2. | | 


ХХХУШ. 1. 4. о. 9. 3.1. °. 4, 5. 
5. 3; —9. 6. 0.698970 —2; 0.752393. - Т. 0.178151-—5. 
10. #10510—31062}.. 15: 20. 20. Около 125 ЛЪТЪ. 


ХХХХ. 1. Это прим ръ уравненя (1) въ ст. ‚545, ВЪ ` БОТО- 
ромъ т=(#--1)(%#—1) п п=2”. 


_2. 82-21 )2—108(#--й)* = = з =. . 3. бы. прим. 1. 
5. 105 звона — 08-2) №6 Я — яр, | 6. Намъ 
нужно найти рядъ для ю8(#-— 1—5 Е ова-нае "ов —1), 
а Вх: 1\ 2—1. го 
- То - есть для тов ( а Е: Е (1—) , то - воть для 
: | | 


ВОНИ ах РНЕ ЗИ 1 д аль авы а 
+081 22° И аа--ь 8. $ и. а ' \ 0 31“ } 


У 


ХГ. въ 1, ‚И и проч. (. ОНЪ ПО СТ. 598 
агто ха’ да ) | 
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будеть сходящ!ся. — 2. Расходян!йея, если х>1, сходящ Шея, если 


2п-—1 ] 
1<1. Вели х=1, то общий членъ будетъ 9 910 больше >» 


рядъ будетъ расходящимея. 3. Сходящийся, если @> 1; расходящийся, 


если &<1. Если а=1, то рядъ очевидно расходящ ся. 4. Расходя- 


пйся, если х> 1, сходашайся, если х<1. Если х=1, то рядъ д%- 
лается очевидно расходящимся. о. Го-же, что и въ прим$рЪ 4. 
| 1 || 1 

ыы Е ФР 
7. Расходяпийся, если х>1, сходящйся, если д<1; еели д=1, 
то очевидно рядъ расходящИйся. 8. Выводы т$-же, что въ ст. 562. 
9.. Расходяш1йся, если х>>1, сходящШея, если д<1; ели =; 
то случай этотъ разобранъ въ ст. 562. 10. Сходацийся, если х<Т1, 
расходянийся, если х>1; если х=1, то выводы будуть т$-же, что 
въ ст. 562. | 


=... а сл5доват. расходяпийся. 


ЗИ < | 
ХЫ. 2. 900 р. —— ей 4. % 5. 40:41. 
6. Между 48 и 49. 7. Приблизительно около 39. 
ХЕП. 1. 7 абть. — _ 2. 120 дней. 
И 9 2 данная сумма 


4. В В=— == ре И 8. Уравняемъ коэффи- 
щенты при 27” въ (1-7)"=(1-+5)*(1--х)"—*. 9. Уравняенъ коэф- 
фищенты при д” въ (1%) =(1-н2)" "К х--т-1, — 10. Най- 
демъ, что весь коэффищентъь при % уничтожается, какъ равнымъ 
образомъ п весь коэффищентъ при В. 


ХЬШ. 1. 235 р. 20 к. 2. 1 процент. 3. 4 процента, 
4. 61440 р. 5.35. 6. 129719 р. 80к. —Т. 2252848. руб. 
10515—1052 о А 1 
108 Е —1024 — - 86 менЪе 9. 9. РР . Ри ГДФ А 
первый платежъ; 7% должно быть меньше В. 10. е*. 
ит1\” 
11. ‚5 т 12. Р(1—)". 13. АЖ2.617938. 
ВИ В р В АО 
„“ энэ+7-+ 9 1-221+1+1+55' 
1111111 111111 
о дж. 


львы 170. 4+1+1+1+ 9+3+1+ 3 


Г. 
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3 22 355 17 8 39 
И °. 4’ 29’ 53’ ты 
23 14 17 3 19 117 721 
ЧИ. № а 
341.1 4 33 268 2111 ‚49 13 48 
ЙЕ С В "Г 8’ 65’ 598° 1? 2’ 3’ 11’ 
65 51 515 5201 „626 2651851 „6127 34 
°1? 10’ 101? 1020 ‘ГБ’ 260° "РГ А4’Б’ 
ОТ 22 29 51 10 201 4030 80801 
ай 1’ 20 ” 401?’ 8040 ` 
1 1 1 а За?+1 4а3--3а 8а^+8а+1 
11 а —— —... о тес, отек бинт ИИ 
За 2а-—н За |1 2а 44“ 1 За’--4а 
1 1 ] | а—Т а 2а*—9—1 3а*—1 
12. и—1 = . 


ка 19+" ТР 24— ' 24 
ок Ве 

2+ 24-924 °`1?’ 9 * 4а+1’ 8а+4 ‘ 
Е |ОООООАНИЮ ЗВ 1 @—1 а—1 

9 2(а— 1) 2-н 2(а— 1)" 179’ 
4а?—Ба--1 8а?—8а-+1 
_ 49-8 '’ 8а—4 | 
связи, такъ какъ а? —ав=(а—-1)*+а—1). 


13. а 


14. а—1 


. (13 и 14 прим ры находятся во взаимной 


256 1520 1 ] 1. 1 | 
6 риа оо ——_. 420. и. 
1. 7] 19 213 1 (44)*  2(49)" “^^ (240) 2111)’ 
1 1 13 13 42° 485 211 
* Грто\2 огроон\?' 9 пФ де: 2 те 28. Е 
21 (273)* : 2(2885)* 07. 7’ 30’ 97 * 396 | 80 
1549 251 30 114 а: ТТ» _ 32, из. 


29. ——, =. („= 
360 360 _ 4 114 | 
33. Положительный корень ур. 22+2%—2=0. 34. Пол. кор. урав. 


12*—85—3=0. _ 35. Пол. корень. ур. 7х” -- 8х — 3 = 0. 
36. Полож. корень урав. 59°—3194-431=0. 
ХГУТ. 1. х=2, У=1.. 2. 2=4, у=5. 

3. Х=1, или 6, у=20, или 1. 4. у=1- 7 4=41—10%. 
5. д=95— 1% у=95-Н34. _ 6. х=90—19%, у=13& 

1. х=8, 9=8. 8. д=7, у=5. 9. 2=11, у=18. 
10. х=37, ч=13. 11.4 или 5. 12. 19 или 20. 13.4 или 5. 
14. 2. 15.16. 16.5. 117. 3 тин. (по 21 шил.), 21 п.-Ер. 18. 3 гинеи, 
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20 франковъ, 19. 185, 15; 119, 81; 53, 147. 20. 28, 20. 
21. Если и четное число, то разность равна 2; если ю нечетное, 
то разноеть можетъ быть. 1 или 9. = 29. 245. 

23. 104-+3.5.7. = = 94. 91. 25. Пряпишемъ у поел$дова- 
тельно значеншя 1, 2...8; и въ каждоиь случа найдемъ соотвзт- 
ствующ1я значення хи2. 96. х=1-- З& у=51—1Т& 2=63-+13$. 
27. Допуская нулевое рёшене, получимъ 15 р%шен!й; или 14 безъ 
него. Рёшеня получаются изъ 100—# пятикопфечныхь 6% двухко- 
пфечныхъь и 100—7# копфечныхъ монетъ. 28. Считая нулевыя, | 
4 рёшен!я; исключая ихъ, 2. Рёшен!я найдутся изъ 4—# двугривен- 
никовъ, 5$ пятаковъь и 12—41 копфекъ. 29. 6 десятикоп®ечныхъ, 
4 пятикоп$ечныхъ, 2 четырехкоп$ечн. 30. 100. 31. 205, 502. 
32. 914. 33. 5561. 34. 80 утокъ, 19 быковъ, 1 овцу, или 
100 овецъ. — 35. = 2 т. 36. 49, 43, 38. 37. 1071-е п 
104-е дфлен1е, считая отъ одного и того-же конца. — 38. Мы должны 
рьшить уравн. 57+4у+32=90; прилагаемая табличка даеть р*- 
|2 Го Го. тт | о |4 шен1я этого уравнен!я. Мы можемъ 
у|2|5|0 3 [110 взять р®ёшен1я (1), (4), (5); 


ира о м ув. ). 4 4). 
241051112 |0 (2), (8), (6); или (3), (4), (& 
0) 2) 9 © ©) 3. Юр0к 40. и 


ХЕ\УП. 1.5=2, у=4; х=3,у=1. 9. х=4, у=21, х==5, у=1. 
3. д=18, уУ=5, 4. ж=10, ч=1. 6. т 6. 1684 кв. саж. 


1. 10 и7Т. 9.1=0, у==3;1=9, у=1.: 10. х=1, у=8; 1=53, у=10. 
1/25 

ХУ. 1. :3( )). 3(—1)" он 2 

| Г м о 

3. — : т, В. азтв|2 , у 1—2 ы | 

5. ин". _-6. (7%-+5)(3ж)". т. ны. 

8. 152—*—7.... 9. 152522 —4208 —115".... 
1 хх 32 2 Тм | д 24 2" 

10. ав ф.о 1]. Пе дк 2 


12. 1+ ра--р(р—1)°- (рз— 9+1) 2-5 р(рз— р рано)». 


Рота 1 1 
13. ми) 
а—1\ 1-х в 


отвзты. хьуш, хых о 521. 


Е се М ОК | о В. 
(1—1 _ `1-нах — Трах кана; 
15. а=1, 6=11, =, 9=1, е—0. 
ко 4-8 

ХЫХ. 1. — (3 2%)”. 

и 1 бабай (32 +3(22) 


14 


2. 1 оо’ 2(75 —(3=)". 3. инет Чен 
4. х меньше т. . ВБ. 2" {би 6). 6. 3"—и—1. | 
64 54 об-е. 
1. эт 37; 47. 8. Зач” (—1)"1*.(и*—и-н2). 
1 о г бе. с Ё’ о 
За 4 ат Е 
1-нп’ 8(4 2(п+1)(и-+2)$’. 32 
(. 11 1 1.1 у 11 
о ме = 
3\1 2 3 п+-1 — п-9 и+3/’ 18° о 
11 1. Е: ‚Ш 
96 — 2-23) — '4(и--тТ)и--2)(и-3 п--4)’ 96° 
5 _ Зи-5 кое п(п—-Т1)(и-2) 
: А 8. 
_6 +9) 6 у # 5. © 
0) ое п--1__ 0 | | 
ВР м еЫ. | 12. паг ЖЕ. 
х с ОЕ а. бы 
15. Р азложивъ, будемъ инфтЬ р а-— @—“ 
п(п-—+1).. ‚("+т—2) п ы 


14. р" ря й=——— ии то +1) ан... Се 


15. (=) - "(1—1)" : %% ‚ 165. 19. 460. 
22. Нужно поступать такъ:  Положни, 910. 
(1-+20)(1-=220)(1-н<“%).. ‚(1-н225)=1-+- АА? —.. + АР, тд 
А,, А,, ... Ар не содержать въ себб о. Теперь перемьнимь о нал; 
тогда мы можемъ заключить, что 

(1+ А+ А+ А+. „+ А-а) 
=(1 А. 20-- Ад’... АрАР)(1--аю). 
Теперь уравняемъ ни при одинаковых степеняхЪ 9 въ 
обоихъ рядахъ. | 


25. 1+4% | чичи: поэтому (1+7) С АИЧЕЕ 
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= (1+ ы ) - ис сы 
1—1 1—5 1—5 ао (1—2) (1—4) 
Разложимъ каждый членъ послёдней строки по теорем Ньютона и 
уравняемъ коэффищенты при 5х” въ обоихъ рядахъ. 


1]. 8. 25° будеть > или < 2+1, смотря по тому, будетъ-ли 
1 > шли < 1. 16. Это зависить отъ знака (а—5)(6—с)(с—а). 
29 и 24 зависятъ оть ст. 681. 23. Сколько-бы ни взяли елВдую- 
щихьъ неравенствъ, всегда окажется справедливымь 2(и—1) > м, 
3(и—2) > п, ...; тогда, перемножая, получимъ требуемый результатъ. 
25. Это можно вывести изъ примфра 23. ®®= 299. Смотр. примфръ 3 
главы ХХУ. 31. Перемножимъ; тогда воспользуемся ст. 681. 
32. Положимъ 1—#=6 и разложимъ (1 — 6)? по творен% Ньютона; 
рядъ будетъ сходящ1йся. Тогда намъ нужно будетъ показать, что 


ЭК са фАим. БА? | 
Ея ...> |; аэто очевидно, такъ какъ < 1. 


_ М2. 66. — 3.3. 52. 412. 4. 2%. 32.58, Б, 92. (8232. 
12. Положимъ, что и заключается между т? и (т-+- 1); тогда 
п—=(т?=т—п)?. 19. п?-—-п--1 больше ("—1)? и меньше #2. 
20. Предположимъ, если возможно, что и3-—-1==7°; тогда 73 =(т—1) 
(т-—-1). Но ни одинъ множитель, исключая 2, не можетъ быть 
ДФлителемь и—1 и т-+1, и 2 не можеть быть дЗлителемъ, потому 
что и нечетное. Слфдовательно 7—1 и -+1 оба должны быть точ- 
ными кубами; но это невозможно, потому что разность двухъ кубовъ 
не можетъ быть столь малой какъ 2. 85, 36, ЗТ, 38. Ве$ зави- 
сятъ отъ теоремы Фермата. 40.48. 41. 96. 42. 400. 43.22680. 
44. 97-1 5—1, 45. 12. 46. 12. 41. 160; 1481040. 48. 6. 
49. 196. 50. 94; 15. 51. (и--1). 5З и 54 должно узшить 
испытан1енъ; отвфтъ для 53 будетъ: 2*. 32.5, а отвЪтъ для 54 будеть 
2°. 33. 5.1. 57. т=9. 5*. 13. #8; у=9. 65. 1. $, 
29 3 1 5 


ЫП. 1.27 за и 8 противъ. 2. Е 4. 4. 5. 4: 6. 18. 


1. = 8.7 противъ 2. 10. Для А вфроятн. проиграть а, & НИ 


выиграть, ни при 1; для Г) вфроятноеть проиграть &, & ни кая 


играть ни выиграть 3; Ви О каждый а вфроятноеть выиграть в 
проиграть $, ни выиграть, ни проиграть з. Или проще; вфроятность 4 
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выиграть в, Ви С, Д в, если предположимъ, что одинъ изъ двухъ 


5 2 Э ] 

должен ВЫИГ аЧТЬ. || ] е © 5 ® о те ыы 
ы р (` 145 14 14° 15. О’ 16. 91" 

18586 31031 _ 12393 о? | 35 \3 
18. ло е 19. РИ у | 
(36)° _. 6% ыы 12500° ны \6/. 78 ть 
2551 = 1336 [4.4 2072 94 

23. — в в ао иЕЗННЕО ). о, те Ве ай Ф 29. 

:. сы 952.51.50.49 5 9° 


и—1 п—1 \Р г. 
3 5: ) ® о о | Э м 
0 2- - ( т | 31 18 32 И На 


хожден1я роща въ первоиъ кошельк® относится къ вфроятности | 


нахожден1я его во второмъ, какъ 10 къ 9. — 33.3. 34. к 
3 от (23 108 и т 
| 5. че ь -. —— —( РЕНИ Е 
35.5 36.8. 39. 7 а р | 1—(—-). 
1 611т 62 /1\* 
41. 0.033. 42... ара (=) 
ре ь тт “717122313 \2 
т |п | р ы И 
45. ты й вЪ обоихъ случаяхъ. 46. "ВЕДЕЕ 47. - 
ыы | ” 
48. 11 пр. 5. 49.6; ы 51. -.. 53. Пусть шанеъ 4 вы- 


6" 
играть въ одну игру будетъ л, а шанеъ В 1—2; тогда шанеъ 4 
К. 46 — 
1—2” ^^ 16° 
55. р. р.+р.— Р.Р. Р.Р: Р.Ю. НР. Р.Р. 
| рр: рр ву ори 


выиграть рядъ будетъ. 


64 56 49 30 _31 
р о вьы ‚ (0.55)1. 58. = 
и 169’ 169’ 169 и ‘о 5) 61 61 
59. 21 шиллингъ. 61. 400 рублей. _ 63. 10 рублей. 
64. Два шиллинга (флорииъ). 65. 3 монеты вЪ 2 ШИЛЛИНГа 
и 1 монета въ 20 шиллинговъ. 66. 2 кь 1; з того, 
971 „. Зи (+1) 
| О ай с ИИИНАЯ < . 93593 > 
что ставить каждый. 67 т 68. 5 © Г) 69. 3 р 
|, 8. 1 ‚ >: 3 
= ‚ Е . Ш ‚м. 74. —_® 
70. = рублей. 11. ть 12 5 73 (и) Е 
1266 5087 ой _ - 910 ра 
‚ золот. единицъ. = 76. —— фунт. 1771. 5. 
‘1286 Ба” ТОТ ЧАН 46 ® 8 
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11 аб ас--- бе 

м 8, 2, 4. 
5 50°“ акоб-9 ° 

У. 1. И(1-—^)=—1-/3. 2. Подетавинъ значене 2? изъ 
перваго уравнен1я во 2-е; тогда получимъ или у*=би, или 2= $ 
4. Возвед. ВЪ к вадрать и представииъь уравнене въ видЪ (х чи 
24(%—1). 5.в=290. 6. Перемножимъ члены въ данномъ соотношеи. 
и (2) (Мп) О - (№У-н”)* _ (№—п)*) 4 
я а 4 4% ам. 4№ 4№. Г \ 
9. Уравняемь коэффищенты. м 2" въ разложеши выраженя 


И въ разложеши частныхъ дробей, на которыя выражене 


это распадается. 


ет 

Бу. т, Ив (е ва. 2. 1+ И и 

| | | —2)2Р-1 

3.8. 5.5... 6.4—266 у=495-91Ь 1. 88 
тд ф= —2”. 8. О никогда не можетъ быть: отри- 
| цательныиъ. 12. — 05 = —10 — = ‚3. Отсюда мы можемъ 


: - 1 | ь | - 
разснатривать Т-нюв( ‚—) за общий | членъ этого ряда; и посред- 
ствомъ разложеня 105 (1—) найдемъ, что общАй членъ меньше 


] 
— =. `Залжиъ см. ст. 569. 14. Если онъ будетъь вынимать опять 


изъ 700-же ифшка, то вроятность ру гинею_7, а—шиллинтъ 2; 
такимъ образомъ его ожидан!е будетъ ’ шиллинговъ. Если и будетъ 
и изъ друюю ифшка, то в$роятность вынуть гинею т, &а—Шил- 


лингъ 7; такимъ образомъ его ожидане будеть Ч шиллинговъ. 
(и—1)В—п-- А!" | 
16. Е гДФ В, величина, въ которую _ обращается 


1 рубль черезъ годъ. 
ЬУТ. 6. Сходяпйся, если х равно единиц, расходящийся— если 5 
больше единицы; если х равно единиц, то будеть сходящимся при @ 
‘отрицательномъ и расходящимся при @ положительномъ. 8. Расхо- 
дяпийся, если х больше единицы; сходяпийся, если х не больше единицы. 
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9. Расходяшийся. 10. Сходящся, если 9—2—1 положительная 
_ величина; расходящ1йся, если (—р—1 величина отрицательная, или 
нуль. ° 13. Сходящ!йся, если х меньше е_‘; расходящ!йся, если 2х 
не меньше в‘. 16. 1. Положимъ, что «—.А величина положитель- 
ная; рядъ будеть сходящийся, если В-+1 больше ©; расходящайся, если 
8-1 меньше о; если В-+1==а, то рядъ будетъ сходящййся, если а— А 
больше единицы, и расходящёйся, если а— А не больше единицы. 
ЦП. Положимъ, что а— А величина отрицательная; тогда рядъ расхо- 
дящ ся. Ш. Положимъ, что «а—А=0; тогда можно приложить ст. 767 
_и одфлать разборь какъ въ Г случа. — — 
БУИ. 4. О ая а 
_; (#4) 5)@— —6) 
ВЕ: 

ода 9, можно получить, пользуясь прин ромъ 3. 
10. Знаменатель У каждой. составляющей — единица; числитель 


За п—5 


ай -т-+.... 


9%. 

первой составляющей 1, второй #2, и вообще (2^)-й Пи и 
И 7. | 
ее ой (1) 
БУП. 2. аб-н фе +са-+2афе=1. 

_3. (а 0-2) =—8(аб-нфе-нса)з. 14. ча 
5. а'6*с*(а’--вз-н сз 2а6с) =а?63с3. 6. ( Ш 2% 

Т. 5 (а нь 9а(@? —с°).. 

‚ [(6*—47\8 са? \ | —_ 

© ( 7 Ра фе }- 1 9. 8 =1-—ну | 
10. (4—5)а”+ 5?) = а?26?. Ш. о-в (и— 8)°= 


15. % (4)* ПЕРА ЕЕ. —9“)= =0, 


14. а @— 8 (ве ыы 16. 399. 

17. Задачу эту можно рфшить при ‘помощи началь Ти П статьи 814. 
Пусть р, будеть вфроятность одной карты выбранной масти, р, в$роят- 
ность двухъ картъ, р. вфроятность трехъ картъ выбранной масти, ит. д. 
т(т— ул Р. ыы 

Ро; 


: в р; .. Теперь 


Тогда Р.=тр,; Р›= 
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нужно найти р.) 1», Рз, .. ‚ Вообразимъ, что три карты окрзилены между 
собою, такъ что составляютъ одну карту; тогда мы должны имфть ии— 2 
карть выфето тя. Число благопр1ятныхъ случаевъ тогда было-бы ии — 2 2. 
_а все число случаевь и7т; это дало-бы шансъ, выражаюцйся презь 


= ‚ И чтобы получить 72,, Мы должны умножить ЭТОТЪ результат 

И 

На, [3, потому что карты, предположенныя криленныни вифст$, могутъ 

6 

быть перем таны между собой на ‚3 3 способовъ. Итакъ р =———. 
ти(ттр— 1) 


б*и— 4 | 
виа и такъ далфе. Отсюда оконча- 


тельно искомая вфроятность будетъ 
т(т—1) бьии—1)6и—2) 


_Подобнымъ образомъ р, = 


2. 
_ бт я __. __ 8. 
т (тиы— > ме т —-3) — т...(тп—5) 
7-я | | ‹ 7 3 70 
[я и; 19. Выражение ав 


при разложен1и обратится въ 
НН -+... 
8—9 — 21—11 
Ни: 2725-4- 198-05, 
— 771—121 — 7235—4963 
Тогда, складывая вертикальные столбцы, мы получимъ 
х 23 5 
| а Та Па > 
20. Пусть | 
и =(1—2)(1—43)(1—27)..., В= (1-+2)(1-н 278 (1-52)... 
у=(1—2)(1-—5*) (1—4)... 6—(1-+2*)(12*)(1-52°)...; 
тогда оВ==(1—42*)(1—4°)(1—'°),.. 8 = (1—2*)(1—28)(1—2””)...; 


1 
птакъ 085 =‘; а потому 35 =1, и сл довательно ние, 


21. 4} + (25 6)! = 19? -ЕИ (2* ‘`—р°)?. 
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1 2. ай -нс. и 
| 1—4. 
2622-38 ах _ За?-+-бахт 
пи аи И. 


(52--3а)(72-+9а) (2а-+=)(а—”) 
1. Б Здетъ впродолжен1е 61|, часовъ, прежде Чи встр$чаетъь Д. 


8. 80, 128. 9. оао. 10. 2, 5. 11. 10. 
_ 12. 9 — (4а? + 962)? -+- - 3690"; 7 18 + 5х’ мт — 343. 
151 — 4ал-+- 3а^ _3 
15. (1-+2)(%-+3)(5-+4). 14. ). —, 
( Хе-++ 82-4) з (341-=4а)(4л-н=5а) в о 
16. х=11, у=6. 17. 491, мин. посл 9. 18. Каждый въ 50 дней. 
19. 25—3у-+г. 20.25, 4. 21. 11. 22. “+ (а-+5)2 
— (ба Ее — ба (а--6)л-+-3 69257; -й “+4215. 
23. 2+2. 24. |. _ 25.3. _96. „8, у== 
27. 91 верстъ ОТЪ А. 28. 90 скамей; 10 челов$къ на каждой. 
15 
29. 21—22 — 9. _ 30. есь Эа а 9: 
2 22 | 
_ 6 3% 25° л?5л+94 == 3(14+27) 
22. 100 1010 риа _38. 24-5 д га 1—2 _ 
_35. 15. 36. х=11,У=1. 31. 48 каждаго сорта. 38. Мужчина полу- 
чаетъ 49. женщина 30 р. и каждый изъ дЪтей 18 р. 39. и 
40. ,—=. _ 41. 4, о, 4. 43. Первое выражене раздфлится на 


второе; такъ что второе будетъ общий ен дълитель, & первое— 


д1)(5-н2 
наименьшее кратное. 44. И. 45 


47. 30. 48. 10. 49.И(а—)-+/ 6—5). 50. 1,3. 51. 4(аз-нбу-нс2). 
53. дну’. 54. 2. 55. 5 96.4 = $ = —> 
_ 57. А вь 36 дней, Б въ 60 дней, С въ 15 дней. 58. 45 версты. 
59. 22'—42—8. 60. 0,-5/ (аб). 61. 2(24). 62. ня» 


45 ‚5. 4ба= 3и=5,2= 1. 
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1 | 
63. д—3у. № ат бд. 66. 4; — @, и=6. 
67. 10000 р. 68. 84 за предложеве и 63 противъ него. 69. 0. 
16 309 ра | 

Ао = 9. ® 13. 2—5. 14. 9". уе: Ва. 
10 7? 7 1. 9 3 15 
76. х=у=а ==а нс’ —@ф—е— са. 17. Черезъь 10 минутъ.. 
78. Въ первый девь 81. к., во второй 2, коп. 80. —4, —7Т. 

45 

83. *—2а2--а. — 84. И _ 85.2. — 86. д=* 6-0), 


у=а(е-на), в=&(а-5). _.87. 6000000 рубл. 88. СоотвЪтственно 
| бо 
3, 4, 5 верстъ въ часъ. 89. 0.05772. 90. с, ——=—. 91. 20. 


_ 93. 27+ (2т—3)х—6т. 95: х=1. 96. ха=у—ф-==е—е= 
— (а-+5-+ с). 97. 60, 30, 12. 98. 14 веретъ отъ А до Б, 
16 веретъ отъ В до С. 100. 111, 112. — 101. -1, ие 


102. 3, 4, 5. 103. 2=3, 6; у=6, 8. 104. 3,--19. 105.7. 


2 1 и 

106.. =. (1—5); з. Лт. 6. 110. Ре: 90 и 119, включая 
ри Зас—5* 

и 0ба эти числа. 111. + (+5, +5) 112.5 Не же —=1=0. 
113. о, +54; у=-4, +2. 114.7. 115. 162. 


16. 7% ИИ 2—1ч 118. и—т-+1, если х не больше #; 


в—7-+-1, если 7 заключается между ж-+-1 и пя--1, включая и. ихъ; 


О, если х больше п—+-1. 119. Расходящ!йся. 120. 3.06864. 
у Е ен 2 
121. 1—4, : ий, 129. 26*= 94. 123. 3, 4—6 2/6; 
эн $—2а _ 
. вх, 124. 30, 36, 45. 125. -— Должно быть 
ей нЕ За 2 85 а 
‚ ‘положительной величиною и (5—1 ) 7, должно быть точнымъ квад- 


ратомъ и цфлымъ положительнымъ числомъ; эти два’цфлыя числа 06а 
Должны быть четными или 0ба не четными, приченъ первое больше, 


| |— 7 | 19 
чЧфмъ квадрать второго. ‚126. а 129. 3. 131.3, ть 
#(6— ат | ВИН 
308 жа" к( й —ъ_ (2 о РИС. 2): гдф =0, или 
ре Са, а 
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а? (6 —с)-+6?(е—а)-+с“(а— 6) 
а(6— с)” + 6*(с- а) “нс (а—6)*` 
134. А 31 четверт.; 16 гривенн., 13 пятачковъ; В 29 четвертаковъ, 
24 гривенн, и 7 пятачковъ, . 137. 6|6. = 139. РасходящИйся. 


9 И 2. о _ 82 
а ВР ВЫ 


р = — 2а6с 


141. 6,—3. 142. 6400. 143. д=-- 
| не 13 3 
144. 45 верстъ въ часъ. 149.18. 151. 55—32 153, х=94, 
Е э | 
_ 797 1 ЗА. = 
(-. )*, у==24, (+; 154. 75 процент. 157. 1—2 6. 159. 0. 


160. Приблизительно 1666. 161. рроке-ырИ 6, откуда можно 


найти 2. 162. А 15 верстъ въ часъ, Б 18 верстъ въ часъ. 


108. 2=—2 >; =“, 0. _ 164. 1=0, у=0, г=0; ИЛИ 


тт 
= У’ ый _ 166. Или а=6=е, или б=— За ис=4ц. 


40726 
109.5. 
112. аа? — да? —2ае)д--В (6 —4ав)=0. 173. вы 5—2 


5’ 
25--И/ 19968 _ 69 21 25 /19968 | а 
Е —3, 257 99° 59 114. 9 дней, 
2и—р—9 Е 
Ре ы ” 
Ир и—9 — А 0 
- 189. 10450р. 183.х=81,16:и=16,81. 184.1 =а?-+ 6? с’+ абс. 
8 1 _2_ 8 
6 61а 1 1—8 — (1—®(1—и”?) 
если 2 меньше е; въ противномъ случаз — расходящ!йся. 


170. Приблизительно 1.21534. у в. 


176. 1, 2, 4, 8. ий 


136. 189. Оходящ1йся, 


1 _ ръ | ь 
191. 2 —==——а-+И (а —4), откуда найдется 5. 193. хит 


найдутся изъ уравненй 2 -+1=+> 2, у +1 ии у. 


п п(и— (7—1 
199. Сходящийся. 200. вый п. ( )(®— 2) 


Та ‚2 48 

901. ПР Е, Е 25, | | 

|—2— 27° 2-4" 2“. 905. РЕшен1я найдутся изъ выражений 14# гирь 

въ 9 фунт. и 160—9 гирь 14 ее 206. (2% —и— 3)". 
Алгебра. __. 34 | 
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209. 5 копфекъ. 210. Расходящийся. —-213. 19 х$ётъ. 
° 915. Рёшен1я найдемъ, принимая за числитель 204—11$ п за знаме- 
натель 1+ 58; такъ что # можеть имфть нЪкоторое цфлое значение, 


.. 
заключающееся между 13 и 18, включая п эти ЦВа числа. И 


с сна Ада 522 0+) 


229. И НИИ 


| 4476*с? | 
223. =. 224. Частныя будуть, а, 6, 2а, 6, а, 
225. (2—119-+1)(27—3). 233. 6930 р. 234. Частныя 
будутьа— 1, 1,2(п—1), 1, 2(а—1)... 29235.52. 240. Расходящийся. 
243. Приблизительно въ 18 лётъ. — 244. Первое частное есть а; 
тогда мы имфемъ 1, 2, а, 2, 1, 2а, которыя будуть повторяться. 
245. Или 10 овецъ и 2 теленка; или 5 телятъ. 249. 833 рубл. 


4482—2496 


250. 21° -н 4.  — 39 —*— А 
а а 32 | ыы 1—4 19 


251. х=Т, ‚5; У =Т, > — 952. ака, -а)-- И Па | 


поставимъ я---1 вы$сто ги 6 вм$ето ат; тогда а, ед$лается извфстнымъ. 
2(6—@а) 2(6—а) 
И 
п(и-1) "(и Т) 
приближенно. 255. Или 5 яблок., 3 груши и 10 персиковъ; или 
56° 46% 35’ 

12 грушъ. 261. —— ес 
р р и 08 а? | 
неть будеть состоять изъ 121 большихъ и 15 малыхъ: наименьшая 
_ сумма денегь будетъь при 10 большихъь и 150 малыхъ монетахъ. 


п—-1)(3и--2 | 
269. В бед, 212. х=а, 6; у=б., а. 273.(1-2)°. 


4 должно заключаться между — 255. 0.645 р.. 


265. Наименьшее число мо- 


215. Коэффищентъ при 2” есть 107+*(— 3-1. 276. 1422 


1—7 —2. 219. 115 шиллинговъ. 281. Между Ти. —#. 
282. (х } РИ ны. 
у УИ —28/ 2’ иЗЪ этого и изъ перваго изъ данныхъ урав- 


нен1й И: найти 2? и и 235. 56, 18: или3о0, 65. рвы 


_ 294. 2=8, у=3; 2127, у=48. 295. 27. 291. 2400 рублей. 
300. 2 105 2—1. | 


